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Resumo

No desenvolvimento da Matematica Moderna, varias estruturas algébricas foram
propostas com o objetivo de organizar logicamente e axiomatizar a Algebra. Den-
tre essas estruturas, uma que tem recebido atencao especial dos matematicos
nas ultimas décadas é o caso finito da estrutura chamada de “corpo”. Basica-
mente, um corpo € um sistema matematico em que valem a adicao, a subtracéo,
a multiplicacao e a divisao para todos os elementos (com excecao da divisao por
zero). Corpos sao um caso particular de anéis. Embora polinémios possam ser
construidos sobre anéis quaisquer, o interesse no estudo dos corpos finitos vem
associado ao interesse no estudo de polinémios sobre corpos finitos. Polinémios
sobre corpos finitos tém aplicacdes diversas na Matematica, na Engenharia e na
Tecnologia. Em particular, o estudo da irredutibilidade polinomial sobre cor-
pos finitos é muito importante. O presente trabalho, portanto, apresenta um
algoritmo, proposto por Michael O. Rabin, para testar a irredutibilidade de um
polinémio de grau n sobre um corpo finito com p elementos, analisa o algoritmo,
cujo tempo de execucao € dado por

T(n) = O((nlogn(loglogn)logp)?),

e ainda fornece um esboco da fundamentacao tedrica por tras dos conceitos
empregados, deixando uma orientacio bibliografica e uma motivacio para pes-
quisas futuras.
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Abstract

While Modern Math was being developed, many algebric structures were pro-
posed with the objective of organizing logically and axiomatizing the Algebra.
Among these structures, one which has been received special attention from the
mathematicians in last decades is the finite case of the structure called “field”.
Basically, a field is a mathematic system in which are available the addition, the
subtraction, the multiplication and the division for all the elements (excepting
division by zero). Fields are a particular case of rings. Although polynomials can
be constructed over any rings, the interest in the study of finite fields comes as-
sociated to the interest in the study of polynomials over finite fields. Polynomials
over finite fields have many applications in Math, Engineering and Technology.
Particularly, the study of polynomial irreducibility over finite fields is very impor-
tant. The present work, therefore, presents an algorithm, proposed by Michael
O. Rabin, for testing the irreducibility of a polynomial of degree n over a finite
field with p elements, analyzes the algorithm, whose execution time is given by

T(n) = O((nlogn(loglogn)logp)?),

and also shows a sketch of the theoretical foundations in the background of the
used concepts, leaving a bibliographic orientation and a motivation for future
researches.
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Capitulo 1

Introducao

Embora muitas das disciplinas da Matematica terem sido axiomatizadas e orga-
nizadas logicamente ha muitos séculos, e isso pode se verificar quando tomamos
como exemplo a Geometria, cuja primeira axiomatizacio foi proposta em cerca
de 300 a.C. por Euclides em sua obra “Elementos”, a Algebra s6 foi receber tal
devido tratamento bastante tarde, ja que os primeiros esforcos nesse sentido da-
tam no minimo do século XIX, um século bastante importante na histéria da
Matematica Moderna. Se o leitor se lembrar, foi justamente nesse século que
Georg Cantor propos a Teoria (Ingénua) dos Conjuntos.

Porém, os conjuntos de Cantor nao constituiram a tnica formulacao teérica
importante do século. Em seu estudo sobre a resolucdao de equacoes por radi-
cais, grande febre da época, o matematico francés Evariste Galois (1811-1832)
propos em 1830, pela primeira vez na histéria, o conceito de “grupo” com esse
nome. Vale ressaltar que isso nao significa que o conceito de “grupo” nao tivesse
aparecido intuitivamente antes, por exemplo, na obra de Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813). No entanto, foi Galois quem lhe deu a devida organizacao logica e
axiomatizacao, que utilizamos até hoje.

Assim como os grupos, outras estruturas algébricas aparecerem em meados
do século XIX. O conceito de “corpo”, por exemplo, ja aparecia intuitivamente
nas obras do noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) e Galois e foi apresentado
explicitamente pelos “corpos de grau finito” do alemao R. Dedekind (1831-1916)
em seu estudo sobre os “numeros algébricos”. A definicao de “anel”, por sua vez,
embora tenha sido formalizada apenas em 1914 pelo aleméao A. Fraenkel (1891-
1965), ja aparecia, inclusive com esse nome, nas obras de D. Hilbert (1852-
1943).

Dentro da histéria da Algebra Moderna, os corpos finitos, mais especifica-
mente os corpos de Galois, sdo em teoria tao “velhos” quanto a Teoria de Cor-
pos propriamente dita. Entretanto, foi apenas nas ultimas décadas, com a
emergéncia da Matematica Discreta como uma disciplina que recebesse grande
atencao dos matematicos, que os corpos finitos vieram ser estudados com mais
profundidade e interesse. Nesse interim, a Teoria de Corpos Finitos acabou
produzindo importantissimas aplica¢des tanto na Matematica quanto na Enge-
nharia e na Tecnologia. Algumas das aplicacdées encontram-se principalmente
na Combinatéria, na Teoria de Codificacdo, na Criptologia, na Criptografia, no
estudo de circuitos com retroalimentacao, na geracao de sequiéncias pseudo-
aleatorias, na Teoria dos Numeros e na manipulacao de simbolos algébricos.
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Se conceitos como “grupos”, “corpos” e “anéis” sao relativamente novos (ao
menos explicitamente), o mesmo ndo ocorre com os polindémios. Pode-se dizer
que o conceito de “polinémio” seja, ao menos intuitivamente, tdo antigo quanto
a propria Algebra e que remonte suas origens as obras classicas gregas, das
quais advieram as trés disciplinas “Geometria”, “Aritmética” e “Algebra”. Con-
tudo, foi apenas no século XVI, com a criacdo do “Calculo Literal” por Francois
Viéte (1540-1603), que a linguagem das formulas revolucionou a Matematica,
tornando-se possivel generalizar expressoes. Todavia, foi pouco tempo depois,
na obra de René Descartes (1596-1650), que as expressdoes matematicas ganha-
ram a forma que utilizamos até hoje. Foi Descartes que introduziu a convencao
de se denotar variaveis por z, y € z e constantes ou parametros por a, b e c.
Também foi ele quem criou a notacdo exponencial para indicar poténcias e quem
pela primeira vez, muito provavelmente, usou o principio da identidade de po-
linémios. O mais curioso, no entanto, € que a principal preocupacao intelectual
de Descartes nao era a Matematica, mas a Filosofia. Muitos hoje acreditam que
foi justamente por isso que Descartes publicou apenas um trabalho matematico:
sua obra entitulada “Géometrie”, listada atualmente como uma das obras mais
importantes de toda a histéria da Matematica. Com tudo isso, podemos sem
medo afirmar que o século XVII foi um dos mais importantes para a histéria
da Teoria de Polinémios, mas nao podemos negligenciar o fato de que concei-
tos algébricos mais sutis, como o de irredutibilidade polinomial, s6 receberam
atencao juntamente com as transformacées pelas quais a Matematica passou no
século XIX.

No presente trabalho, pretendemos introduz o leitor aos conceitos elementa-
res relacionados a irredutibilidade polinomial em corpos finitos e ainda apresen-
tar um algoritmo utilizado para testar se um polinémio sobre um corpo finito é ou
nao irredutivel. O algoritmo que mostraremos foi proposto por Michael O. Rabin
em 1978[4], com custo inferior aos custos dos algoritmos publicados anterior-
mente. Para podermos, portanto, abordar os conceitos e o algoritmo, exporemos
também um pouco da fundamentacao tedrica necessaria para as demonstragoes
utilizadas.

Assim, no capitulo 2l nos dedicaremos principalmente a construir um esboco
de alguns conceitos da Teoria de Polinémios, incluindo a irredutibilidade poli-
nomial em corpos finitos. E muito importante destacar que o esboco se atém
especialmente a muito daquilo que vai ser utilizado posteriormente e que nao
contempla nem mesmo os resultados mais interessantes ou de maior impacto,
por fugiram do escopo da pesquisa. O mesmo vale para as demonstracdoes. Como
alguns teoremas exigem conceitos mais avancados que os que noés pretende-
mos abordar, dada a realidade deste texto, dedicar-nos-mos a fundamentar os
conceitos mais elementares e nao nos preocuparemos tanto em explanar exaus-
tivamente todos os passos presentes nas entrelinhas das demonstracoes mais
avancadas. Recomendamos fortemente a consulta as referéncias bibliograficas
expostas para que o leitor possa contemplar melhor esses conceitos fundamen-
tais sobre polinémios e corpos finitos e facilmente perceber que o que foi exposto
aqui se trata de uma pequenissima por¢ao de um universo fascinante.

No capitulo Bl por sua vez, nos aplicaremos finalmente a exibir o algoritmo.
Discorreremos também um pouco, ainda que ndao muito formalmente, sobre o
custo do algoritmo e daremos nossas conclusoes a respeito.

Dado o contexto de nossa revisao bibliografica, fornecemos também um breve



apéndice sobre Algebra Moderna, abordando alguns dos conceitos e algumas das
demonstracées utilizadas. Para o leitor mais interessado no assunto, indicamos
também referéncias bibliograficas para o tema.

Para facilitar a leitura, disponibilizamos os seguintes recursos:

1.

2.

uma lista de simbolos, contendo as principais notac¢ées adotadas no texto;

uma numeracao Unica para defini¢cdes, notagdes, nomenclaturas e observa-
coes, referenciadas pelo ntiimero do capitulo em que se encontram;

. uma numeracao Unica para teoremas, propriedades, lemas e corolarios,

também referenciados pelo nimero do capitulo em que se encontram,;

um indice remissivo contemplando os principais conceitos utilizados nos
capitulos e apéndices;

. notas de margem que ajudam na localizacdo dos conceitos do indice remis-

sivo.

Por fim, ressaltamos que, embora o objetivo do presente trabalho nao seja
fornecer uma base teérica completa sobre o assuto de irredutibilidade polino-
mial em corpos finitos, acreditamos que ele possa servir como uma apresentacao
do tema para alunos de graduacio e uma orientacao bibliografica para pesqui-
sas futuras. O algoritmo apresentado ainda vem acompanhado de sugestdes de
implementacao que podem ser experimentadas por qualquer leitor com nocdes
basicas de programacao, € as demonstracdes mais complicadas podem ser me-
lhor acompanhadas no material indicado nas referéncias.
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Capitulo 2

Esboco dos fundamentos
teodricos

Com o objetivo de fundamentar teoricamente o algoritmo exibido no capitulo
B esbogcamos no presente capitulo a conceituacao elementar da Teoria de Po-
linomios (secdo 2.) e da Teoria de Anéis de Polinémios (se¢ao e, por ultimo,
esbocamos os conceitos de divisibilidade e irredutibilidade polinomial, chegando
ao teorema -T2l de cuja aplicacédo extrairemos nosso algoritmo.

Como ja mencionado na introduc¢do do documento, daremos uma énfase espe-
cial aos conceitos e as demonstracoes que poderao nos ser tteis posteriormente
e nao contemplaremos nem mesmo os resultados mais interessantes ou de maior
impacto relacionados ao assunto. Além do mais, deixaremos de abordar explici-
tamente muitos conceitos e demonstracdes que eram estritamente relacionados
ao nosso texto, optando por nao carregar demais o trabalho. Novamente sugeri-
mos a consulta a bibliografia para que o leitor acompanhe melhor esses conceitos
e essas demonstracoes.

2.1 Polinomios

Atualmente, a Matematica Moderna define o conceito de polinémio gracas ao con-
ceito de “funcdo com suporte finito”, elaborado especificamente para a axioma-
tizacao da Teoria de Polindmios. O leitor notara também que toda a abordagem
sobre polindmios que construiremos sera, pelo menos em primeira instancia,
bastante genérica, diferente daquela da Matematica Classica. Na realidade,
todo o presente capitulo caberia muito bem no apéndice sobre fundamentacéo
algébrica, o qual preferimos destinar a conceitos mais elementares ainda, como
as estruturas algébricas tradicionais da Algebra Moderna.

DEFINICAO 2.1. Sendo (G, *) um grupo qualquer, dizemos que uma func¢ao qual-
quer a de contradominio G possui suporte finito em (G, *) se e somente se o
conjunto a~!(G \ {e}) é finito, sendo e o elemento neutro do grupo.

OBSERVACAO 2.2. Sendo (R, +, ) um anel qualquer e ¢ uma func¢ido com suporte
finito em (R, +), note-se que a soma ), a(k) € bem definida, ja que é finito seu
namero de termos diferentes de 0, € que ou a (R \ {0}) € vazio ou possui um
maximo.

suporte finito de uma
funcéao



polinémio

indeterminada de um
polinoémio

grau de um polinémio

forma padrao de um
polinoémio

termo constante de
um polinémio

termo dominante de
um polinémio

polinomio constante

principio da
identidade de
polinomios

polinomios idénticos

polinomio identidade
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Entendido o conceito de fung¢do com suporte finito, podemos nos arriscar a
uma definicdo de “polinémio”.
DEFINICAO 2.3. Sendo (R, +, ) um anel qualquer e a: N — R uma funcao com su-

porte finito em (R, +), chamamos de polindémio sobre (R, +, ) com indeterminada
T a expressao

kEN
para qualquer r € R. Ademais, se o conjunto a~!(R\ {0}, além de finito, também
nao for vazio, chamaremos de grau de f o ntimero natural

d(f) = max (¢~ (R\ {0})).
Se, entretanto, a~!(R \ {zero} for vazio, convencionamos que d(f) = +oo.
OBSERVACAO 2.4. Note-se que f pode ser escrito na forma
d(f)

fl@) = ara®,
k=0

denotando-se a(k) por ax. Assim, dizemos que a equacido 2.1 é a forma padrio
de f. Ademais, note-se também que nao apenas uma funcao com suporte finito
determina um e s6 um polinémio, mas também que um polinémio determina
uma e s6 uma funcao com suporte finito, motivo pelo qual nos permitimos a nos
referir a um polinémio sem necessariamente explicitar sua funcdo com suporte
finito.

(2.1)

NOMENCLATURA 2.5. Sendo f(z) um polinémio sobre um anel (R, +,-) € sendo a
sua fun¢ao com suporte finito, chamamos a( de termo constante de f(x). Se f(x)
possui grau finito entdo também chamamos a,y) de termo dominante de f(z).

NOMENCLATURA 2.6. Um polindmio € dito constante se e s6 se seu grau € 0.

A nomenclatura 7, que apresentamos a seguir, trata de um dos principios
mais importantes e elementares da Teoria de Polinébmios pura: o principio da
identidade de polinémios, apresentado por Descartes no século XVII. O leitor
mais atento deve perceber que ndo ha confusao entre os conceitos de identidade
e de igualdade de polinémios. Como um polinémio é uma expressao, dois po-
linémios f(x) e g(z) sobre um anel sdo iguais se f(r) e g(r) sdo iguais para todo
elemento r do anel. Isso nao significa necessariamente que as expressdes que
formam f e g sejam equivalentes. Na verdade, um resultado muito conhecido
dentro da Teoria de Polinémios € que polindmios sobre um dominio de integri-
dade — e, portanto, sobre um corpo — sao idénticos se e somente se sao iguais.

NOMENCLATURA 2.7 (Principio da identidade de polinémios). Dizemos que dois
polinémios f e g sobre um anel (R, +, -) sdo idénticos, e escrevemos f = g, se e s6
se ay = by, para todo k € N, sendo a a funcao com suporte finito do polinémio f e
b a funcao com suporte finito do polinémio g.

NotacAo 2.8. Sendo (R,+,-) um anel, usamos 0(z), 1(z) e id(z) para denotar
respectivamente os polinémios:

Costumamos também chamar id(z) de polinémio identidade.
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PROPRIEDADE 2.1. Sendo f um polinémio sobre um anel (R,+,-), se f(z) # 0(z)
entao aq(y) # 0.

DEMONSTRACAO. E imediato que se f(z) = 0(z) entdo f(z) = 0(x), ja que, da
notacao e do teorema .7 para todo r € R,

f(r)=0.
Portanto, se f(z) # 0(x) entao f(z) # 0(x) e, assim, a='(R\ {0}) # 0 e, consequien-
temente, pela definicao de grau, como d(f) = max (a='(R\ {0})), aqs) # 0. ¢

Nao podemos esquecer que uma das principais causas das transformacoes
profundas pelas quais a Algebra passou no século XIX devem-se sobretudo ao
problema de encontrar raizes de uma equacao. Se observarmos atentamente,
perceberemos que as equacoes estudadas na época eram na realidade polinémios
sobre o anel — mais especificamente corpo — dos numeros reais. Assim, apre-
sentamos a seguir o conceito genérico atualmente aceito como o de raiz de um
polinémio.

DEFINICAO 2.9. Sendo f um polinémio sobre um anel (R, +,-), dizemos que um
elemento u de R é raiz de f se e s6 se f(u) = 0. Se, porém, todos os elementos
de R sao raizes de f entao dizemos que f € identicamente nulo, ja que € igual ao
polinémio 0(x).

NoTACAO 2.10. Sendo f um polinémio sobre um anel (R,+,-), p(f) denota o
conjunto das raizes de f.

NoTACAo 2.11. Sendo f um polinémio sobre um anel (R,+,:), usamos —f(x)
para denotar o polinémio

2.2 Anéis de polinomios

Em 1824, N. H. Abel provou que nao ha formula geral por radicais para resol-
ver equacoes de grau no minimo 5. Entretanto, todos sabiam que alguns casos
particulares dessas equacoes eram resolaveis por radicais. O que, entao, carac-
terizava essas equacoes especiais? Foi respondendo a essa pergunta que Galois
delineou pela primeira vez o conceito de grupo, associando a cada equacdo um
grupo de permutacdes das raizes da equacao e mostrando que a resolubilidade
por radicais dependia de uma propriedade de que esses grupos poderiam ou nao
gozar.

Assim, podemos observar a relacao estreita entre os polinémios e as estru-
turas algébricas modernas ja no século XIX. Nao demorou muito para que os
polinémios fossem formalizados sobre anéis — como ja abordamos na secio 211
— € menos tempo ainda se passou para que surgisse o conceito de anéis de
polinémios, que abordaremos a seguir.

TEOREMA 2.2. Sendo (R,+,:) um anel qualquer, R[z] o conjunto de todos os
polinémios sobre R e as operacées de adicao e multiplicacao de polinémios defi-
nidas como
(f+9)(x) = f(x) +9(x) e
(f9)(x) = f(z)g(x),

(R[z],+,-) € um anel, o anel de polinémios sobre o anel (R,+,).

raiz de um polinémio

polinémio
identicamente nulo

anel de polinomios
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DEMONSTRACAO. Tomemos fi, f2 e f3 polindomios de R[z] cujas formas padroes
sejam:

fa(z) = Z b (2.2)

De [2.2), a associatividade e a comutatividade da adicdo de polinomios seguem da
propria associatividade e comutatividade da adi¢do de elementos de R. Verifica-
se também a existéncia de um polinéomio que sirva de elemento neutro para a
adicao de polinémios na medida em que f;(z)+0(x) = fi(x). Ademais, o polinémio
(—f1)(z) serve de simétrico de fi(x) em relacdo a 0(x). Assim, concluimos que
(R[z],+) se trata um grupo abeliano.

Como a associatividade da multiplicacao de polinémios segue da propria as-
sociatividade da multiplicacao de elementos de R, resta-nos apenas mostrar a
distributividade da multiplicacao de polinémios sobre a adicdo de polinémios.
Para tanto, notemos, de 2.2), que

d(f1) d(f2) d(fs)
fi(@)(fo(x) + fa(z)) = ak$k< bra® + Z Ckl'k)
k=0 k=0 k=0
(f1) d(f2) d(f1) d(fs)
= apz” bkxk> + (Z akzk> <Z ckxk>
k=0 k=0 k=0 k=0
= (fi(@) + fo(z)) + f3(2),
como queriamos mostrar. ¢

As propriedades B4 e B relacionam as propriedades dos anéis dos
polindmios com as propriedades dos anéis sobre os quais aqueles polinémios sao
formados. O leitor mais atento percebera que ndo ha uma propriedade que defina
como corpo o anel de polinémios sobre corpos. O motivo € que tal propriedade
nao existe. Deixamos como um interessante exercicio a demonstracao de que
um anel de polindmios sobre corpos nao € necessariamente um corpo.

PROPRIEDADE 2.3. Sendo (R, +,-) um anel, (R,+,-) é comutativo se e somente se
(R[z],+,-) é comutativo.

DEMONSTRACAO. Admitamos inicialmente que (R, +, ) seja um anel comutativo.
Como, do teorema (R,+,-) € um anel, falta-nos apenas mostrar a comuta-
tividade da multiplicacdo de polindmios, que segue imediatamente da comutati-
vidade da multiplicacdo de elementos de R, ja que (R, +,-) se trata de um anel
comutativo.

Por outro lado, suponhamos agora que (R[z],+,-) € que se trata de um anel
comutativo. Ja sabemos, por hipdtese, que (R, +,-) € um anel. Assim, falta-nos,
desta vez, apenas mostrar a comutatividade da multiplicacao de elementos de R.
Tomemos, entdo, a € b em R e tomemos também os polindmios constantes
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Como (R[z],,+,) é comutativo, f,- f» = fp- f. €, portanto, a-b =b-a, e concluimos
a demonstracao. ¢

PROPRIEDADE 2.4. Sendo (R, +,-) um anel, (R, +, ) possui unidade se e somente
se (R[z],+,-) possui unidade.

DEMONSTRACAO. Supondo que (R, +,-) possui unidade, é imediato verificar que
(R[z],+,-), que € um anel por causa do teorema também possui unidade, ja
que, como 1 é a unidade de (R, +,-),

para todo f € R|x].
Por outro lado, suponhamos que (R[z], +, ) possua uma unidade

d(u)

k=0

Logo, para todo a € R, sendo f,(z) o polinémio constante definido por f,(z) = a,
observa-se que (f, - u)(z) = fu(z) e que (u- f.)(z) = fo(z), ja que u € unidade do
anel (R[z],+, ). Em particular, temos, para algum zy € R, que (f,-u)(z¢) = fa(z0o),
(u- fo)(xo) = fa(xo) €, portanto, que

d(u)

a(zykxok) —a

k=0
e que

d(u)

(X mant Ja=a
k=0

k € R, encontramos uma unidade para o anel (R, +,), ja

Logo, como ZZ(:"(Z YkTo
que ZZ(:"(Z yrxo® vale como elemento neutro da multiplicacdo para qualquer ele-
mento a de R. ¢

LEMA 2.5. Sendo f1, f2 e f3 polinémios sobre um anel (R,+,-), se fi = fo+ f3 €
se fo # 0 entao

d(f2) < d(f1).

DEMONSTRACAO. Suponhamos que d(f2) > d(f1). Sendo a e b as fun¢des com
suporte finito de, respectivamente, f; e f;, como

(f2)—1
fa(x) = ad(fz)xd(h) + Z apxh,
k=0
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€, portanto,

d(f2)—1

fi(z) = ad(f2)$d(f2) + Z arz® + f3(x),
k=0

e como, da propriedade Bl ja que fo # 0, d(f2) € b= (R \ {0}), d(f2) € a~'(R\ {0}),
uma vez que b~ (R\ {0}) C a~(R\ {0}). Assim, porque
d(f1) = max (a~'(R\ {0})),

e porque d(f2) > d(f1), temos que
d(f2) > max (a”'(R\ {0})),
o que € um absurdo, ja que d(f2) € a=}(R\ {0}. ¢

LEMA 2.6. Sendo | e g polinémios sobre um dominio de integridade (R, +, "),

d(fg) = d(f) +d(g).

DEMONSTRACAO. Se f(x) = 0(x) ou g(z) = 0(z), a desigualdade se verifica trivial-
mente na medida em que d(f)+d(g) = +00. Assumamos, portanto, que f(z) # 0(z)
e que g(z) # 0(x). Sabemos, sendo «a e b as fun¢des com suporte finito de, respec-
tivamente, f e g, que

flx) = ad(f)xd(f) + fi(x) e que g(z) = bd(g)xd(g) + g1(x),
para algum polinémio f; e algum polindémio ¢; sobre (R, +,-). Assim,
F(@)9(x) = aa(pybai) z™ D 4 a2 g (2) + baegz™? f1 (2). (2.3)

Como f(z) # 0(z) e g(z) # 0(x), temos, da propriedade BTl que aqcy) # 0 € by(g) # 0.
Como (R, +,-) € um dominio de integridade, aq(s)by(y) # 0 €, portanto, do lema P25,

d(ag(p)ba(gyz™ D) = d(f) + d(g) < d(f(z)g(x)).

Resta-nos ainda provar que d(fg) < d(f) + d(g). Suponhamos que d(fg) > d(f) +
d(g) e tomemos ¢ a funcdo de suporte finito do polinémio fg, a a funcdo com
suporte finito de f; e § a funcao com suporte finito de g;. Tomemos também os
conjuntos:

A { {d(g)+¢: tea " (R\{0})}, se p1(z) # 0(x);
0

caso contrario;

B{ {d(f)+¢: e (R\{Q})}, seq(x)#0(x);
0

caso contrario;
Como se trata de uma identidade polinomial, entdo
¢ ' (R\{0}) = {d(f) +d(9)} UAU B.

Contudo, d(fg) ¢ {d(f) +d(g)}, pois, por hipétese, d(fg) > d(f) + d(g). Também
d(fg) ¢ A, pois, se A nao é vazio entdo max A = d(g) + d(f1) e, portanto, max A <
d(g) + d(f), uma vez que, do lema jaque f1 #0 (A4 # 0), d(f1) < d(g). E,
finalmente, d(fg) ¢ B, pois, se B nao é vazio entdo max B = d(f)+d(g1) e, portanto,
max B < d(f) + d(g), uma vez que, do lema 2.3l ja que g1 # 0 (B # 0), d(g91) < d(g).
Assim, d(fg) ¢ ¢ (R )\ {0}), o que € um absurdo, ja que c € a fun¢do de suporte
finito de pg. Conseqlientemente, d(fg) < d(f) + d(g). ¢
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PROPRIEDADE 2.7. Sendo (R, +,-) um anel, (R,+,-) é um dominio de integridade
se e so se (R[z],+,-) é um dominio de integridade.

DEMONSTRACAO. Suponhamos inicialmente que (R, +,-) seja um dominio de in-
tegridade. Das propriedades e 24l como (R, +,-) € um anel comutativo com
unidade, verifica-se também que (R[z],+, ) € um anel comutativo com unidade.
Para mostrarmos que vale a lei do anulamento do produto, sendo f e g polindmios
de R[z|, utilizaremos a forma contrapositiva. Suponhamos que f(z) # 0(z) e
que g(z) # 0(z). Do lema 26 como (R,+,-) € um dominio de integridade,
d(fg) =d(f)+d(g). Como d(f) e d(g) sdo numeros naturais finitos, d(fg) também
é um numero natural finito. Portanto, (fg)(z) # 0(z), como queriamos mostrar.
Admitamos agora que (R[z],+,-) é que se trata de um dominio de integridade.
Por hipétese, (R,+,-) € um anel e, das propriedades e 24 é comutativo e
possui unidade. Por fim, para mostrarmos que vale a lei do anulamento do
produto, também utilizaremos a forma contrapositiva. Notemos que, para a e b
em R\ {0}, vale, ja que (R[z],+,-) se trata de um dominio de integridade, que
(fa - fo)(x) # 0(x), sendo f, e f, os polinémios constantes f,(z) = a e fp(x) = b.
Portanto, ab # 0, como queriamos mostrar. ¢

2.3 Divisibilidade e irredutibilidade polinomial

Por altimo, apresentamos os conceitos aos quais pretendiamos chegar. O leitor
notara a relacao direta entre o conceito de irredutibilidade polinomial e o con-
ceito de divisibilidade polinomial, motivo pelo qual decidimos apresentar ambas
as definicdes numa mesma secio. Vale lembrar que é justamente pertinente a
esses assuntos que a maioria dos resultados mais interessantes conhecidos sao
deixados de lado, dada a imensidao do que ja se conhece.

DEFINICAO 2.12. Dizemos que um polinémio f; de um anel de polinémios (R[z], +,-)
divide um outro polinémio f, do mesmo anel, e escrevemos fi\ f2, se e so se existe
polinoémio g € R[z] tal que f» = fig.

NOMENCLATURA 2.13. Quando f;\f2, sendo f; e f» polinémios de um anel de
polinémios (R[z], +,-), dizemos que:

@i fo € divisivel por fi; divisibilidade
polinomial

(ii) f. € multiplo de fi;

multiplo de um

(iii) f; € divisor de f5; polinémio

. . . L. . divisor de um

(iv) ¢ € um quociente da divisao de f; por f;, sendo ¢ um polinémio tal que polinémio

f2 = fg.

quociente de uma

O leitor deve ter notado a semelhanca da nomenclatura com aquela divisao polinomial
utilizada para divisibilidade de numeros inteiros, que, a saber, é apresentada
na nomenclatura Nao poderia ser de outro modo, ja que as construcoes
tedricas sao bastante similares. Assim, embora nao demonstraremos o resultado
apresentado na observacao 214l nao é de se assustar que ele valha e que sua
demonstracao seja muito parecida com aquela utilizada para mostrar a validade
do algoritmo da divisdo para ntmeros inteiros. O leitor ainda notara que aban-
donaremos os polindmios sobre anéis quaisquer € nos ateremos em especial aos




algoritmo da divisao
para polinémios

polinémio irredutivel

polinémio primo
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anéis sobre corpos. Isso se faz necessario para a construcdo do embasamento
tedrico que se segue.

OBSERVACAO 2.14 (Algoritmo da divisdo para polinémios). Se g(z) # 0(z) € um
polinémio de Fx], sendo (F,+,-) um corpo, entao para todo f € F[z] existem dois
polinémios ¢ e r» em F|x] tais que

f=a9+r e d(r)<d(g).

O teorema que apresentamos a seguir, € um dos mais elementares da
Teoria de Polinomios. Perceber-se-a que boa parte do que for explanado neste
texto a partir daqui sera relacionado ao resultado do teorema.

TEOREMA 2.8. Sendo f um polinémio sobre um corpo (F,+,-), um elemento a €
F é uma raiz de f se e so se (x — «) divide f(x).

DEMONSTRACAO. Suponhamos inicialmente que « seja raiz de F'. Como z —« nao
é 0 para todo z € F, temos, da observacao T4l que f(x) pode ser escrito como:

f(@) = q(z)(x — @) + r(2),
sendo r(z) um polinémio de grau menor que o grau de = — «, portanto, 0. Assim,
f(@) = q(z)(z — ) + B,
para algum (§ € F. Dessarte, temos que
fla) =q(@)(a—a)+ 5 =q(@)(Q) + 5 =5

e, consequentemente, que

f(@) = q(z)(x — ) + f(a).

Mas, como f(«) =0, ja que « € uma raiz de f,

f(z) = g(z)(x — ).

Logo, concluimos que = — « divide f(z).
Por outro lado, admitamos agora que = — « divide f(x). Assim, f(z) pode ser
escrito como:

Portanto,

como queriamos demonstrar. ¢

A seguir, chegamos na definicdo que contribui para o titulo do presente tra-
balho. O conceito de irredutibilidade polinomial sobre corpos, como se nota, se
trata na verdade de um conceito bastante simples, mas muito poderoso. Futu-
ramente comentaremos um pouco da importancia de se testar a irredutibilidade
de polinémios sobre corpos finitos e de se encontrarem polinémios irredutiveis
sobre corpos finitos.

DEFINICAO 2.15. Seja (F,+,-) um corpo. Dizemos que um polinémio p € F([z]
¢ irredutivel sobre F[z] (ou irredutivel em F|z], ou primo em F[z]) quando e s6
quando d(p) > 0 e, para quaisquer p; e p; em F[z], p = p1p2 implicar sempre que
ou p; ou py seja um polindmio constante.
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NoTACAO 2.16. Sendo K um subcorpo de um corpo (F,+,-) e M qualquer sub-
conjunto de F', usamos K (M) para denotar o conjunto

K(M) = N L.

LC(F,+, )KUMCL

PROPRIEDADE 2.9. Sendo K um subcorpo de um corpo (F,+,-) e M qualquer
subconjunto de F, K(M) é um subcorpo de (F,+,-).

DEMONSTRACAO. Sabemos que 0 € K (M), ja que, do teorema 0 pertence
a qualquer subcorpo L de (F,+,-). Tomemos agora z e y elementos de K(M).
Assim, z e y sdo elementos de qualquer subcorpo L de (F,+,-) tal que K UM C
L. Suponhamos, entdo, que =z —y ¢ K(M). Logo, existe um subcorpo L, de
(F,+,:) tal que K UM C Ly e tal que z —y ¢ Lo, o que, também por causa do
teoremateosubcorpo, ¢ um absurdo, ja que Ly € um subcorpo e ja que z € y sao
elementos de L.

Vamos agora mostrar que se x € K(M) ey € K(M)\{0} entao zy~' € K(M). Se
K(M)\ {0} = 0 entao a condicional se verifica trivialmente. Portanto, assumamos
que K(M)\ {0} # 0 e tomemos z € K(M) e y € K(M) \ {0}. Dessarte, z e y sdo
elementos de qualquer subcorpo L de (F,+,-) tal que K UM C L. Se, contudo,
supuséssemos que zy~ ! ¢ K(M), teriamos a existéncia de um subcorpo L, de
(F,+,-) talque KUM C L e tal que zy~—* ¢ Lo, o que seria um absurdo, dado que,
por Ly ser um subcorpo € por z € y pertencerem a Lo, Lo deveria conter zy~! por
causa do teorema [A. 56

Finalmente, por causa do teorema temos que K (M) é um subcorpo de
(F,+,-). ¢

O conceito que apresentamos a seguir, de “corpos de decomposicao”, é de fato
bastante relacionado com o conceito de “corpos de extensao”, que nao abordamos
— 0 que nao significa que nao utilizamos — com mais detalhes no presente tra-
balho. Em linhas gerais, um se K é um subcorpo de um corpo (F,+, ), dizemos
que (F,+,-) € um corpo de extensdo de K. O conceito pode ser facilmente en-
tendido quando pensamos no corpo dos numeros complexos como um corpo de
extensdo do corpo dos numeros reais. Na verdade, a principal motivacao para o
estudo de corpos de extensao esta justamente no estudo de raizes de polindmios
sobre corpos. Sabemos que nem todas as raizes de polindmios sobre o corpo
dos reais pertencem a R, mas € muito conhecido que todas elas pertencem a C.
Uma argumentacdo, que nao sera devidamente abordada no presente trabalho,
mostra um resultado parecido para corpos finitos. Em particular, todas as raizes
de um polinémio de grau n sobre F, estdo no corpo de extensao F».

DEFINICAO 2.17. Seja K um subcorpo de um corpo (F,+,-). Dizemos que um
polinémio p € KJz| de grau positivo finito decompde 1 (F,+,-) se e somente se
existe um subconjunto finito A = {¢;: j € [|4]]} de F tal que

|A]

pla) = a0 [J(w—ay).

sendo ag o termo constante de p(x). Ademais, dizemos que (F, +,-) € um corpo de
decomposicdo polinomial  de p sobre K se e s6 se p decompoe (F,+,-) e F' = K(A).

IEm ingles, splits.
2Em ingleés, splitting field.

corpo de extensao

decomposicdo de um
corpo por um
polinoémio

corpo de
decomposicao
polinomial
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LEMA 2.10. Sendi ¢ uma poténcia de um primo, sendo f € F,[z] um polinémio
irredutivel sobre F, de grau m e sendo n um ntimero natural, f(z) divide 27" —
se e somente se m divide n.

DEMONSTRACAO. Suponhamos inicialmente que f(r) divida z?" — 2 e tomemos «
uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre F,. Como « é raiz de f(z),
temos do teorema 2.8 que x—a divide f(z) e, portanto, que z—a divide 29" . Assim,
novamente do teorema a é uma raiz de 27" e, conseqiientemente, a = a? .
Logo, do teorema a € Fyn, e, mais que isso, F,({a}) € um subcorpo de Fn.
Entretanto, como [F,({a}) : F,] = m e [F4n : F,] = n, temos, do teorema [A68, que
m divide n.

Assumamos agora que m divida n. Da propriedade (Fgm,+,-) € um sub-
corpo de (F,»,+, ). Tomemos agora uma raiz o de f no corpo de decomposicao de
f sobre F,. Logo, [F,(a) : F,] = m, e, conseqliientemente, F,(«) = F,~. Finalmente,
como o € Fyn, a?" = a (teorema [A54), o que nos leva a concluir que o é uma raiz
também de 29" — z. Dessarte, f(x) divide 29" — 2, como queriamos mostrar. ¢

TEOREMA 2.11. Sendo f um polinoémio irredutivel de grau m em F,[z|, f possui
uma raiz o em Fyn». Ademais, sdao também raizes de f todos os elementos do
conjunto

{oﬂj €Fgm:je[0.(m— 1)]}

DEMONSTRACAO. Notemos primeiramente que, tomando uma raiz « de f no corpo
de decomposicao de f sobre F,, temos que [F,(a) : F,] = m e, portanto, que
Fy(a) = Fgm. Em particular, a € Fy». Ademais, se tivermos 3 € F,» uma raiz de
f, teremos que, sendo ¢ uma fun¢ao com suporte finito para f,

f(89) = Zajﬁqj

<
Il
o

af LY (teorema

et

J
m q

Z a; 3 ) (observacao B.71)

=0

()

I
IS =

Assim, provamos que sempre que § € Fgm, 9 € uma raiz de f e, consequen-
temente, $? € F,m». Como haviamos mostrado que o € F;», podemos, entao,
concluir que todos os elementos do conjunto

{at €Fgn: j € 0.(m - 1)}
sao raizes de f, como queriamos mostrar. ¢

Por fim, apresentamos o teorema que sera a base para a construcgao do algo-
ritmo que estudaremos no capitulo [3l

TEOREMA 2.12. Sendo n um natural nao nulo, p um primo positivo,

L={t;:1<j<n}
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o conjunto de todos os divisores primos de n, k= |L| e

n .
J

um polinémio g € Z,[x] de grau n é irredutivel em Z,[x] se e so se:

Z121) g(x)\(z"" —x);

(Z12ii) para todo j € [k], o polinémio constante 1(x) é o tinico polinémio que
divide ambos g(z) e 7"’ — .

PROVA. Assumamos inicialmente que g(x) seja irredutivel em Z,[z]. Do teorema
.17l temos que toda raiz o de g(z) pertence a F,». Como F,» € um corpo finito
com p" elementos, temos, do teorema [A54] que

ol = a,

o que caracteriza o como raiz do polinémio z?" — x e nos traz, do teorema
que
(x — a)\(xpn —x).
Logo,
g@)\ (2" — x)

e provamos (). Ademais, temos que, para qualquer natural m menor que n, g(z)
nao tem raizes em F,~. Portanto, para toda raiz o de g(z) e todo natural m menor
que n, sabemos, também do teorema 2.8, que

(x — ) )Q(J:pm —x).

Como para todo divisor d(z) de g(z) diferente do polindmio constante 1(z) existe
um subconjunto I" do conjunto das raizes de g(z) tal que

[[@—7) =d@),

yel’

temos que nenhum divisor de g(z) diferente do polindmio constante 1(z) divide
z?" — z, sendo m um natural menor que n. Assim, em particular, temos que
nenhum divisor de g(z) diferente do polinomio constante 1(z) divide 2*/ — z, para
todo j € [k], e provamos ().

Inversamente, assumamos agora (i) e (). Como

(x — a)\(xpn —x),
qualquer que seja « raiz de g(z), todas as raizes de g(z) estdo em F,». Queremos
demonstrar que g € irredutivel. Suponhamos, entretanto, que g seja redutivel e
tomemos ¢g; um divisor irredutivel ndo constante de g. Sendo m o grau de g,
com m < n, sabemos, do teorema 211l que todas as raizes de g;(z) pertencem a
F,~, que é gerado sobre Z, por qualquer uma dessas raizes, conforme o mesmo
teorema 11l Ja que g; € um divisor de ¢, temos que F,n» C F,» e que m\n.
Como m < n, é trivial que m\m; para algum ¢ € [k]. Assim, analogamente, todas
as raizes de g; estdo em F,~,. Portanto, g;(z), que nao & o polinémio constante
1(z), divide ambos g(z) e 2" — x, 0 que contraria ({). Conseqiientemente, g(x) é
irredutivel. ¢



16

CAPITULO 2. ESBOCO DOS FUNDAMENTOS TEORICOS



Capitulo 3

O algoritmo

O teorema com o qual encerramos o capitulo Pl nos fornece por ser bicon-
dicional um eficiente algoritmo para testar a irredutibilidade de um polinémio
g(z) € Fylz] de grau n. Em linhas gerais, o que o algoritmo faz é tentar verificar
e ([@. Vejamos:

IRREDUTIVEL (g(z))

Entrada: um polinémio g € F,[z] de grau n.
Saida: “verdadeiro” ou “falso”.

Calcule f;(z) « z?" moédulo g(z).
Calcule f5(z) < f1(z) — 2 modulo g(z).
Se f> # 0 entao devolva “falso”.
Para cada j € [k]:
Calcule fi,(x) < 2"’ modulo g(z).
Calcule f5,(x) < f1,(x) — 2 modulo g(z).
Para cada raiz « de g:
Calcule f3, () < (z — @) f2, () modulo g(z).
Se f3, # 0 entdo devolva “falso”.

©oNoeORWNE

E imediato que as linhas 1-3 testam @). Ademais, notemos que, para todo
j € [k], o polinémio constante 1(x) € o tnico polinémio que divide ambos g(x) e
"7 _ z se e somente se (z — a)(z?"’ — ) modulo g(z), qualquer que seja « raiz
de g(x) nao é divisor de g(z). Esse resultado pode ser facilmente demonstrado e
garante que as linhas 4-9 testam ().

P

Um resultado bastante conhecido nos assegura que 2" moédulo g(z) pode ser
calculado com no maximo 2logp"™ multiplicacdées polinomiais médulo g(z). Além
disso, como computamos moédulo g(z), nunca precisamos tratar de polinémios
de grau maior que 2n durante o processo.

Em 1977, o alemao Schonhage[5] mostrou que a multiplicacao de dois po-

17
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linémios de grau n sobre corpos finitos pode ser feita em O(n log nloglogn) operagoes
do corpo. Por outro lado, sabemos, como mostrado em [I], que encontrar o
resto da divisdo de uma multiplicacdo de polinémios de grau no maximo n por
um polinémio de grau no maximo n pode ser feito também em O(nlogn loglogn)
operacoes do corpo. Assim, a linha 1 pode ser executada com

O(2logp"(nlognloglogn + nlognloglogn)) = O(nQ(lognlog logn) log p) (3.1)

operacoes de F,,. Como as linhas 2-3 podem ser executadas em tempo constante,
a estimativa [3.J] vale para todo o conjunto de linhas 1-3.

Também por causa dos mesmos resultados mostrados por [1], podemos con-
cluir que a linha 8 pode ser executada com

O(nlognloglogn) + O(nlognloglogn) = O(nlognloglogn)

operacoes de F,, estimativa que vale na realidade para todo o conjunto de li-
nhas 8-9. Dessarte, como g(z) possui no maximo n raizes, as linhas 7-9 podem
ser executadas com O(n?lognloglogn) operacdes em F,. Utilizando a mesma
argumentacdo que usamos para as linhas 1-3, e lembrando que O(m’) = O(n)
para todo j € [k], concluimos que as linhas 5-6 também podem ser executadas
com O(n2(lognlog logn) log p) operacoes em F,. Finalmente, como k < logn, temos
que as linhas 4-9 podem ser executadas com

O (log n(n*(log nloglogn)log p + n*log nloglogn)) = O((nlogn)?(loglogn)logp),
e, portanto, todo o algoritmo pode ser executado com
O (n2 (lognloglogn)logp) + O((nlog n)?(loglogn) logp) = O((nlog n)?(loglogn) logp)

operacgoes sobre F,. Uma vez que cada operacao sobre [F,, na medida em que
representamos elementos de F,, por O(log p) bits, pode ser feita em O(log ploglogp)
operacoes elementares, chegamos a seguinte estimativa para o tempo do algo-
ritmo:
T(n)=0 ((n logn)?(loglogn) log p) O(log ploglogp)
= O((nlogn(loglogn)logp)?).
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Conclusao

O conceito de irredutibilidade polinomial sobre corpos finitos vem sido estudado
profundamente nas ultimas décadas, de cujos estudos derivaram aplicacdes di-
versas, como aplicagcdes na Combinatoria, na Teoria de Codificacdo, na Cripto-
logia, na Criptografia, no estudo de circuitos com retroalimentacido, na geracao
de sequiéncias pseudo-aleatérias, na Teoria dos Numeros e na manipulacido de
simbolos algébricos. No presente trabalho, ap6s havermos construido um esboco
tedrico que fundamentou nossa abordagem, apresentamos um algoritmo para
testar a irredutibilidade de um polinémio sobre um corpo finito, elaborado por
M. Rabin[4]. Ademais, ainda analisamos o custo computacional desse algoritmo
e concluimos que se trata de um algoritmo bastante eficiente. Para testar se
um polinémio de grau n sobre um corpo finito com p elementos é irredutivel,
mostramos que o tempo do algoritmo € dado por:

T(n) = O((nlogn(loglogn)logp)?).

Além disso, ainda fornecemos o algoritmo num formato bastante passivel de
implementacao e indicamos uma bibliografia que contivesse sugestdes de imple-
mentacoes eficientes para as operacoes utilizadas.
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Apéndice A

Fundamentos algébricos

A.1 Conceitos preliminares

A.1.1 Particoes

DEFINICAO A.1. Sendo A um conjunto qualquer, o conjunto poténcia, ou conjunto
das partes, de A, denotado por 24, é o conjunto de todos os subconjuntos de A.

DEFINICAO A.2. Sendo A um conjunto e .# um subconjunto de 24, dizemos que
# € uma particao de A se e s6 se:

() nenhum elemento de .%# é vazio;
(ii) dois elementos de .# ou sdo iguais ou sao disjuntos;

(iif) a unido de todos os elementos de .# é o proprio conjunto A.

A.1.2 Relacoes

DEFINICAO A.3. Sendo A e B conjuntos quaisquer, uma relagdo ~ entre A e B é
qualquer subconjunto de A x B. Mais especificamente, se A = B, diz-se que ~ é
uma relacao sobre A, ou uma relacao em A.

NOTACAO A.4. Sendo ~ uma relagcdo entre um conjunto A e um conjunto B,
escrevemos, para todo a € A e todo b € B, a ~ b sempre que (a,b) E~ € a » b
sempre que (a,b) ¢~.

NOMENCLATURA A.5. Dizemos que uma relacao ~ sobre um conjunto A é reflexiva
quando e s6 quando se a ~ a para todo elemento a e A.

NOMENCLATURA A.6. Dizemos que uma relagcao ~ sobre um conjunto A € simétrica
quando e s6 quando, para todo a e todo b elementos de A, vale que se a ~ b entao
b~ a.

NOMENCLATURA A.7. Dizemos que uma relacao ~ sobre um conjunto A € transitiva
quando e s6 quando, para quaisquer a, b € ¢ elementos de A, vale que se a ~ b e
b~ centao a ~ c.

NOMENCLATURA A.8. Dizemos que uma relacao ~ sobre um conjunto A é anti-
-simétrica quando e s6 quando, para todo a e todo b elementos de A, vale que se
a~beb~aentao a=bo.
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NOMENCLATURA A.9. Dizemos que uma relacdao ~ sobre um conjunto nao vazio
A é uma relacdo de equivaléncia sobre A se e s6 se ~ é reflexiva, simétrica e
transitiva.

DEFINICAO A.10. Sendo ~ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto nao
vazio A e a um elemento de A, a classe de equivaléncia de a por ~ & o conjunto

[a]. ={be A:b~a}

DEFINICAO A.11. O conjunto quociente de um conjunto nao vazio A por uma
relacdo ~ sobre A, denotado por 4, é o conjunto

A, =A{laj~:aec A}

TEOREMA A.1. O conjunto quociente de um conjunto nao vazio A por uma relacao
~ sobre A é uma particao de A.

DEMONSTRACAO. Como A nio é vazio, seja y qualquer um de seus elementos. E
imediato que [y]. ndo seja vazio, ja que pelo menos y € [y]., uma vez que ~ se
trata de uma relacao reflexiva.

Agora, sejam a e b elementos de A. Sabemos que se [a].. = [b]. entdo [a]. e
[b]~ nao sao disjuntos, pois nem [a]. nem [b]. & vazio. Para mostrarmos que se
[a]~ # [b]~ entdo [a]. e [b]. sdo disjuntos, utilizaremos a forma contrapositiva.
Suponhamos que [a]. € [b]. ndo sejam conjuntos disjuntos e tomemos x um
elemento qualquer de [a]. N [b]~. Assim, z ~ a; portanto, a ~ z, e, como x ~ b,
a~beb~ a Logo, vale que, para todo « € [a]., « ~ b, jAque a ~aea ~Db, e,
consequientemente, que « € [b]., o que nos leva a concluir que [a]. C [b].. Por
outro lado, vale também que, para todo 8 € [b]., 8 ~a,jaque B ~beb~a,e,
consequentemente, que 3 € [a]., 0 que nos leva a concluir que [b]. C [a].. Por
fim, mostramos o que queriamos: que [a]. = [b]~.

Resta-nos ainda concluir que

U [a]~ = A.

a€A

Da definicao de classe de equivaléncia segue naturalmente que [¢]. C A para
todo a € A, e, portanto,

U [a]~ C A.

a€A

Tomemos agora x € A. Como ~ € reflexiva, é imediato que z € [z], e, dessarte,
que z € |J,c 4la]~. Finalmente, demonstramos que

Ac Jla
acA

€ €rncerramos nossa prova. ¢

A.1.3 Divisibilidade no conjunto dos nimeros inteiros

O conceito de divisibilidade no conjunto dos ntiimeros inteiros esta no nucleo da
Teoria dos Numeros. A partir dele serao desenvolvidos os principais e mais in-
teressantes conceitos e resultados da teoria que hoje possui aplicacdes inclusive
para Criptografia e seguranca de sistemas.
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DEFINICAO A.12. Dizemos que um numero inteiro d divide um ntamero inteiro z,
e escrevemos d\z, se e sO se existe um numero inteiro k tal que z = dk.

NOMENCLATURA A.13. Quando d\z, sendo d e z inteiros, dizemos que:
(i) z €& divisivel por d;
(ii) z € maultiplo de d;

(iii) d € divisor de z;

(iv) k£ € o quociente da divisao de z por d, sendo k£ um inteiro tal que z = dk.

PROPRIEDADE A.2. Qualquer numero inteiro divide 0.

DEMONSTRAGAO. Sendo d um inteiro qualquer, € verdade que 0 = d - 0. Portanto,
d\0, tendo 0 como quociente. ¢

PROPRIEDADE A.3. 0 divide somente o proéprio 0.

DEMONSTRACAO. E imediato que 0\0, uma vez que 0 = 0k nao importando o
inteiro k. Temos entdo apenas de mostrar que se 0\z entdo z = 0, qualquer que
seja o inteiro z. Ora, se 0\z entdo existe um inteiro & tal que z = 0k e, portanto,
z = 0, como queriamos mostrar. ¢

PROPRIEDADE A.4. Sendo d e z inteiros, se d\z entao |d| < |z|.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que d\z e tomemos um inteiro &k tal que z = dk.
Assim, verifica-se que |z| = |d||k| e, conseqlientemente, que |z| > |d|. ¢

PROPRIEDADE A.5. Apenas os inteiros 1 e —1 dividem o numero 1.

DEMONSTRACAO. Seja x um inteiro que divida 1. Da propriedade B4, |z| < 1;
portanto, r € {0,1,—1}. Como, da propriedade 0 Al, e como 1\1 e —1\1,
temos que apenas 1 e —1 dividem 1. ¢

PROPRIEDADE A.6. z\z para todo z € Z.
DEMONSTRACAO. Seja z um inteiro. Como z = z - 1, € verdade que z\z. ¢

PROPRIEDADE A.7. Sendo d e z inteiros, se d\z entao d\ — z.

DEMONSTRACAO. Se d\z entdo existe um £k inteiro tal que z = dk e, portanto,
—z = —dk = d(—k). Como —k é inteiro, d\ — z. ¢

PROPRIEDADE A.8. Sendo a, b e ¢ inteiros, se a\b e b\c entao a\c.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que a\b e que b\c. Assim, existem k; e ko inteiros
tais que b = ak; e ¢ = bky. Portanto,

Cc = bk/’g = (akl)k/’g = a(klk/’g),
e, como (k1k2) € um numero inteiro, a\c. ¢

PROPRIEDADE A.9. Sendo a, b, ¢ e d inteiros, se a\b e c¢\d entao ac\bd.

divisibilidade
multiplo de um
numero inteiro

divisor de um numero
inteiro

quociente de uma
divisao
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DEMONSTRACAO. Suponhamos que a\b e que c\d. Assim, existem k; e ko inteiros
tais que b = ak, e d = ck,. Portanto,

bd = (akzl)(ck’g) = (ac)(k:lkzg),
e, como (k1k2) € um numero inteiro, ac\bd. ¢

PROPRIEDADE A.10. Se um inteiro d divide um inteiro z entao d divide qualquer
multiplo de z.

DEMONSTRACAO. Sejam d e z inteiros tais que d\z. Seja m um inteiro qualquer.
Queremos mostrar que d\mz. Sendo k um inteiro tal que z = dk, temos que
mz = m(dk) e, assim, que mz = d(mk). Como mk & um inteiro, concluimos que
d\mz. ¢

PROPRIEDADE A.11. Sendo a, b e ¢ inteiros, se a\b e a\c entao
a\(mb + nc),
quaisquer que sejam m € n numeros inteiros.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que a\b e que a\c. Assim, existem k; e ko inteiros
tais que b = ak; e ¢ = akq. Portanto, sendo m e n inteiros quaisquer,

mb + nc = m(aky) + n(aks)
= a(mky) + a(nks)
= a(mky + nks).

Assim, ja que (mk; + nks) € um numero inteiro, concluimos que a\(mb+ nc). ¢
PROPRIEDADE A.12. Um inteiro d divide um inteiro z se e somente se d divide |z|.

DEMONSTRACAO. Se d\z entdo existe um inteiro k¥ tal que z = dk e, portanto,
como

|2| = |dk| = |d||k| = sd|k| = d(s|k]),

d\|z|, ja que (s|k|) € inteiro, sendo
1, se d > 0;
S =
-1, caso contrario.
Por outro lado, se d\|z| entao existe um inteiro k tal que |z| = dk e, portanto, como
z = s|z|, temos que
z = s|z| = sdk = d(sk),
sendo
1, se z >0,
S =
-1, caso contrario.

Por fim, como (sk) € um inteiro, temos que d\z e concluimos a demonstracao. ¢

PROPRIEDADE A.13. Se um nuimero primo p divide ab, sendo a e b inteiros, entao
p\a ou p\b.
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DEMONSTRACAO. Suponhamos que p\ab mas que p Xa e que p Xb. Assim, p nao €
um dos primos da fatoracdo de a nem tampouco algum dos primos da fatoracao
de b, o que contraria o teorema fundamental da Aritmética, ja que a fatoracao de
ab € Ginica e composta pelos primos de a e de b. ¢

A seguir, apresentamos a definicdo da principal relacdo de equivaléncia em
Teoria dos Nuumeros.

DEFINICAO A.14. Dizemos que um inteiro « € congruo a um inteiro b moédulo um
inteiro m, e escrevemos

a=b (modm)
se e sO se m\(a — b).

TEOREMA A.14. Sendo m um inteiro nao nulo, a relacao de congruéncia é uma
relacao de equivaléncia sobre 7.

DEMONSTRACAO. E imediato que, para todo z € Z,
z=z (modm),

ja que m\(z — z), conforme a propriedade
Sejam a e b inteiros. Se

a=b (modm)
entao m\(a — b) e, portanto, da propriedade A7 m\(b— a), e, conseqiientemente,
b=a (modm).

Resta-nos ainda mostrar a transitividade da congruéncia. Para tanto, tome-
mos a, b € c inteiros tais que

a=b (modm) e
b=c (mod m).

Como m\(a — b) e m\ (b — ¢), temos, da propriedade ATl que

m\((a—b) + (b—c))
e, dessarte, que
m\(a — ¢)
€, assim, que
a=c (modm),

como queriamos mostrar. ¢

NoTACAO A.15. Sendo m um inteiro ndo nulo, escrevemos Z,, para denotar o
conjunto quociente de Z pela relacao de congruéncia moédulo m. Além disso,
sendo z um inteiro, utilizamos [z],, para denotar a classe de equivaléncia de z
por essa mesma relacao.

congruéncia
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A.1.4 Funcoes

Um caso particular de relacdes sao as chamadas “fungdes”, um dos conceitos
mais antigos — ao menos intuitivamente — e de maiores aplicacdes na Enge-
nharia e Tecnologia. E do estudo das funcdes que surgiu o Calculo Diferencial
e Integral, considerada uma das disciplinas mais importantes da Matematica
Continua Aplicada.

DEFINICAO A.16. Sendo f uma relacdo entre um conjunto qualquer A e um con-
junto qualquer B, dizemos que f é uma funcio, ou aplicacdo, de A em B e
escrevemos f: A — B se e somente se para todo elemento a de A existir um e
apenas um elemento b de B tal que afb.

NOMENCLATURA A.17. Sendo f uma funcao de um conjunto A num conjunto B,
dizemos que A é o dominio de f e que B, o contradominio de f.

NOMENCLATURA A.18. Sendo f uma funcdo de um conjunto A num conjunto B
e sendo a um elemento de A, a imagem de a por f, denotado por f(a), € o tinico
elemento b de B tal que afb.

NOTACAO A.19. Sendo f uma func¢do de um conjunto A num conjunto B e sendo
S um subconjunto de A, usamos f(S) para denotar o conjunto

f(8) ={f(s): s € S}.

DEFINICAO A.20. Sendo f uma funcido de um conjunto A num conjunto nao
vazio B e sendo b um elemento de B, a imagem inversa de b por f, denotada por
f~L(b), € o conjunto

JU0) = {a € A: fla) = b}.

NOTACAO A.21. Sendo f uma fung¢do de um conjunto A num conjunto B e sendo
S um subconjunto de B, usamos f~!(S) para denotar o conjunto

) ={f"(s):seS}.

NOTACAO A.22. Sendo A e B conjuntos, utilizamos A” para denotar o conjunto
de todas as funcoes de B em A.

NOMENCLATURA A.23. Dizemos que uma funcao f de um conjunto A num con-
junto B é injetiva, ou injetora, ou ainda uma injecdo, quando e s6 quando vale
que se z e y sdo elementos distintos de A entao f(z) # f(y).

NOMENCLATURA A.24. Dizemos que uma funcao f de um conjunto A num con-
junto B é sobrejetiva, ou sobrejetora, ou ainda uma sobrejecdo, quando e so6
quando f(A) = B.

NOMENCLATURA A.25. Dizemos que uma funcao f de um conjunto A num con-
junto B é bijetiva, ou bijetora, ou ainda uma bijecdo, quando e s6 quando f for
ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva.

NOMENCLATURA A.26. Dizemos que dois conjuntos A e B correspondem-se biu-
nivocamente, e escrevemos A ~ B, se e sO se existe uma bijecao de A em B.
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A.1.5 Operacoes

Um caso particular de funcoes, as operacoes sobre conjuntos, embora também se
tratem de conceitos bastante antigos intuitivamente, constituem um dos pilares
das estruturas algébricas da Matematica Moderna, como poderemos observar
adiante.

DEFINICAO A.27. Sendo A um conjunto qualquer, uma operacao sobre A é qual-
quer funcao * cujo dominio seja A x A e o contradominio, A.

NOMENCLATURA A.28. Sendo * uma operacao sobre um conjunto A, dizemos que
A & munido da operacao x.

NoTACAO A.29. Sendo A um conjunto munido de uma operacao * e sendo a e b
elementos de A, denotamos *(a, b) por a * b.

I

NOMENCLATURA A.30. Dizemos que uma operacido * sobre um conjunto A
associativa se e so se, para quaisquer «, b e c elementos de A,

ax*x(bxc)=(axb)x*c.

o}

NOMENCLATURA A.31. Dizemos que uma operacao * sobre um conjunto A
comutativa se e sO se, para quaisquer a € b elementos de A,

axb=>bx*a.

NOMENCLATURA A.32. Dizemos que uma operacao /A sobre um conjunto A €
distributiva em relacdo a uma outra operacao * sobre A se e s6 se, para quaisquer
a, b e c elementos de A,

al\(b*c) = (aAb) * (al\c) e
(axb)Ac = (alic) * (bAc).
NOMENCLATURA A.33. Sendo A um conjunto munido de uma operacao * e S um

subconjunto de A, dizemos que S é fechado para a operacio * se e s6 se r x s
pertence a S para quaisquer elementos r e s de S.

DEFINICAO A.34. Sendo A um conjunto munido de uma operacido * ¢ S um
subconjunto de A fechado para x, a restricdo da operacdo x a S € a operacao
xg: S x S — S definida por:

T*g S =T%S5.

NOMENCLATURA A.35. Dizemos que um elemento e € um elemento neutro para
uma operacao * sobre um conjunto A se e so se vale que

axe=exa=a,
para todo elemento a de A.

Uma vez que definimos o conceito de “elemento neutro”, estamos em condicoes
de definir o conceito de “elemento simétrico”. Vale ressaltar que sao justamente
esses conceitos, mais o da associatividade, que formaram o conceito de “grupo”,
exibido logo a seguir.

O leitor deve ainda notar que, embora a nomenclatura[A37] exija que, para um
elemento a de A ser simetrizavel, a precise possuir simétrico em relacao a todo
elemento neutro, podemos tranqiilamente definir o mesmo conceito em relacao
a um elemento neutro especifico.

operacao
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uma operacao
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comutatividade

distributividade
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NOMENCLATURA A.36. Sendo um conjunto nao vazio A munido de uma operacao
x para a qual um elemento e de A € um elemento neutro e sendo a e a elementos
de A, dizemos que a é o elemento simétrico de a em relacdo a e se e s6 se

axa=a*xa=e.

NOMENCLATURA A.37. Dizemos que um elemento ¢ de um conjunto nio vazio A
munido de uma operacao * € simetrizavel em relacdo a * se e sO se existir um
elemento simétrico de ¢ em relacdo a qualquer elemento neutro para .

NOMENCLATURA A.38. Sendo um conjunto nao vazio A munido de uma operacgao
*, dizemos que um elemento a de A € regular para a operacao * se, para quaisquer
que sejam x € y elementos de A, valem as seguintes condicionais:

(i) se axz=ax*xyentdo x =y;

(ii) se z*a =y *aentdo z =y.

A.2 Grupos e subgrupos

A.2.1 Grupos

DEFINICAO A.39. Sendo G um conjunto qualquer e * uma operagao sobre G,
dizemos que (G, %) € um grupo se e somente se:

(i) a operacao * € associativa;
(i) existe algum elemento neutro em G para a operacao x;
(iii) todo elemento de G é simetrizavel.

OBSERVACAO A.40. Se (G,*) é um grupo entdo G nao é vazio, ja que precisa
haver em G pelo menos um elemento neutro para .

PROPRIEDADE A.15. A existéncia de elemento neutro em um grupo (G, ) é tnica.

DEMONSTRACAO. Sejam e € f elementos neutros de um grupo (G, ). Queremos,
entao, demonstrar que e = f. Como e € um elemento de G e f € um elemento
neutro, temos que

e=exf=fxe.
Mas, como f € um elemento de G e e € um elemento neutro, temos também que
frxe=f.
Portanto, e = f, como queriamos demonstrar. ¢

PROPRIEDADE A.16. A existéncia de simétrico de um elemento de G em relacao
ao elemento neutro de um grupo (G, *) é tnica.

DEMONSTRACAO. Seja e o elemento neutro de um grupo (G,x) e seja ¢ um ele-
mento qualquer de G. Sejam @; e as simétricos de a em relacao a e. Queremos,
entao, mostrar que a; = ay. Sabemos que

a; =ai xe (Al)
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€, ja que @, € simétrico de a, que
e =ax*ds. (A.2)
Substituindo em (AJ), temos que
a1 =a; * (axa2)
e, portanto, dos axiomas da definicdo de grupo, que

ay = (a1 x a) * as
=e*as

= 627
como queriamos demonstrar. ¢

PROPRIEDADE A.17. O simétrico do elemento neutro e de um grupo é proprio
elemento e.

DEMONSTRACAO. Seja € o simétrico do elemento neutro e de um grupo (G, ).
Queremos mostrar que € = e. Sabemos, por e ser elemento neutro, que

e=-=e=xe.

Por outro lado, por € ser o simétrico de e, temos que

e, portanto, que

como queriamos demonstrar. ¢
PROPRIEDADE A.18. Sendo a um elemento de um grupo (G, *),
a=a.

DEMONSTRACAO. Sabemos que

a=axe

€, como ¢ = a * a, que

a=7ax (E*a).

Portanto, dos axiomas da definicao de grupo, temos que

2l
|

=(axa)xa
=exa

:a7

como queriamos demonstrar. ¢

PROPRIEDADE A.19. Sendo (G, *) um grupo e a e b elementos de G,

axb="bxa.
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DEMONSTRACAO. Vamos mostrar que:

(axb)* (bxa) =e; (A.3)
axb)=e. (A.4)

bxa) x

—~

Dos axiomas da definicdo de grupo, temos que

(a*b)* (bx*a)

I
S
*
f

(bx@) x (axb) = ((bxa)*a)*b
= (5 x(@xa))*xb
=(bxe)xb
=bxb
=e,
e, portanto, mostramos (AZ) e concluimos a demonstracao. ¢

PROPRIEDADE A.20. Em um grupo (G, *), todo elemento de G € regular para a
operacao x.

DEMONSTRACAO. Sejam a, x € y elementos de G. Queremos mostrar que:
(A20i) se a*xx =ax*yentdoz =y;
(A20lii) se x xa =y *a entdo z =y.
Suponhamos primeiramente que a * x = a * y. Assim, temos que
ax(axz)=ax(axy)

€, portanto, que

€, consequentemente, que

Agora valha que x * a = y * a. Dessarte,
(xxa)xa=(y+*a)*a;

logo,
zx(axa)=yx*(a*a)

e, por fim,

0 que encerra a demonstracao. ¢
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PROPRIEDADE A.21. Em um grupo (G, *), sendo a e b elementos de G, a equagao
axx =0 (A.D)

tem conjunto solucdo unitario, constituido do elemento (a * b), assim como a
equacao
Txa=y>b, (A.6)

cuja tnica solucéo é (b +a).
DEMONSTRACAO. Vamos mostrar que:
(A21li) a solucao da equacio [AD] é€ tnica;
(A211ii) (a =+ b) é solugdo da equacao
(AZ21liii) a solucdo da equacao [A.6] é unica;
(AZ2Tliv) (bx*a) € solucdo da equacio A6

Sejam z; e xo solugdes da equacio Assim, a * 11 = a * 22 €, portanto, da
propriedade T1 = To.
Dos axiomas da definicao de grupo, é verdade que

ax(@xb)=(axa)xb=exb=0.

Portanto, (a * b) € solucédo da equacao A5

Sejam x;1 € x5 solucdes da equacao A0 Dessarte, x1 * a = x5 x a €, conseqien-
temente, da propriedade T = To.

Dos axiomas da definicao de grupo, é verdade que

(bxa)xa=bx(axa)=bxe=h.
Logo, (bx*a) é solugao da equacao [A G ¢

NoTACAO A.41. Sendo e o elemento neutro de um grupo (G, %), m e n nimeros
inteiros e ¢ uma injecédo de [m..n] em G, denotando-se a(j) por a;,

e, sem > n;

n
n
aj =
i=m Ay * |_| a; |, sem < n.
J=m+1

TEOREMA A.22. Sendo e o elemento neutro de um grupo (G, ), m e n nimeros
inteiros e a uma injecao de [m..n] em G, denotando-se a(j) por a;,

n

n
Jj=m j=m

DEMONSTRACAO. Se m > n, a igualdade se mostra trivialmente na medida em
que tanto

quanto
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Suponhamos, entao, que m < n. Se m —n = 0, temos que

U= (U o)

j=m j=m+1
= Qm * €
=a,
= Qm * €
n
= Qm * ( |_| a/nj+(m+l))
j=m+1
n
=
Jj=m

Seja £ um nuamero natural. Por inducdo em m — n, suponhamos que, para dois
nuameros inteiros r e s, sempre que r — s € [0..k] valha que

S S
o= Lae
j=r j=r

Queremos afinal mostrar que se m —n = k + 1 entéo

n n
aj = |_| An—j+m-
j=m  j=m

Da notacao [A41] e da propriedade

n n n
ajam*< |_| aj>< |_| aj>>km,
j=m+1

j=m+1

j=m

e, da hipétese da inducgdo, como n — (m + 1) € [0..k],

n n n
a; = < | an—j+(m+1)> T = || @y,
. it

j=m j=m+1

como queriamos demonstrar. ¢

A.2.2 Grupos abelianos

grupo abeliano DEFINICAO A.42. Dizemos que um grupo (G, *) é abeliano (ou comutativo) se e
somente se a operacao * € comutativa.

grupo comutativo

A.2.3 Subgrupos

DEFINICAO A.43. De um grupo (G, *) dizemos que um subconjunto nao-vazio H
subgrupo de G € um subgrupo e escrevemos

H C (G,*)
se e somente se:

(i) H é fechado para a operacao x;
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(i) (H,*y) também for & grupo.

TEOREMA A.23. Sendo e o elemento neutro de um grupo (G,*) e H um subcon-
junto nao-vazio de G, H é um subgrupo de (G, *) se e somente se a x b € H para
todo a e todo b elementos de H.

DEMONSTRACAO. Vamos mostrar que:

(BE23i) se H é um subgrupo de (G,*) entdo a * b € H para todo a e todo b
elementos de H;

(E23lii) se, para todo a e todo b elementos de H, axb € H entdo H ¢ um subgrupo
de (G, ).

Suponhamos inicialmente que H seja um subgrupo de (G, x) e indiquemos por
ey O elemento neutro de (H,xy). Como

€Eg *eyg —mEg *xg ey — ey = ey ke,

temos, da propriedade que

€y = €.

Seja x um elemento qualquer de H e indiquemos por Ty o simétrico de = em
(H,*y). Como

TH*T =TH*g T =€ =€e=T*T,

temos, novamente da propriedade que
Ty =1T.

Por fim, tomemos a e b elementos de H. Como (H,*y) € um grupo, a g by €
H. Entretanto, como mostramos, by = b. Logo, a*y b = a*b € H, e, assim,
demonstramos (.

Suponhamos agora que, para quaisquer a e b elementos de H, axb € H e
demonstremos que H é um subgrupo de (G,*). Uma vez que H nao é vazio,

tomemos um elemento xy de H. Assim, temos da hipétese que
To*xTog=e€ € H.

Mais do que isso, temos utilizando novamente a hipotese também que, para todo
r € H,

exT=T¢€ H.

Sejam a e b elementos de H. De acordo com o que acabamos de mostrar, b
também pertence a H. Utilizando mais uma vez a hipétese, notificamo-nos de
que

a*z:a*beH

e, portanto, de que * é fechada para H. Como, valendo-nos de argumentos ja
utilizados nesta demonstracao, e = ey € H, e T = Ty € H para todo = € H, e
como a associatividade da operacao xy segue da associatividade de * concluimos
a demonstracao de (). ¢
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A.2.4 Classes laterais

NOTACAO A.44. Sendo H um subgrupo de um grupo (G,*) € a € b elementos
quaisquer de G, escrevemos
a~b (modH)

para denotar que axb € H e
a-b (modH)

para denotar que a b € H.

TEOREMA A.24. Sendo H um subgrupo de um grupo (G, x), as relacées definidas
na notacgao[A44 sao relagées de equivaléncia.

DEMONSTRACAO. E imediato que, para qualquer elemento = de G,

x~T (mod H) e
T (mod H),

ja que, do teorema[A23l = *xT = e € H e, por consequéncia, ex (z+T) =T *z € H.
Sejam z1, x2, y1 € y2 elementos de G e suponhamos que

X1 ~ To (mod H), e

Y1 Yo (mod H).

Como 77 xx2 € H € y1 xy3 € H e como H € um subgrupo, ambos 77 * 2o = T3 * 1 €
Y1 * Y2 = Y2 *x y; pertencem a H, e, portanto,

Tg ~ X1 (mod H), e

Y2 Y1 (mod H).

Resta-nos ainda mostrar a transitividade dessas relacoes. Para tanto, tome-
mos ai, asz, as, by, by € by elementos de G e suponhamos que:

ai ~ as (mod H);
as ~ as (mod H);
b1« by (mod H);
by~ b3 (mod H).

Portanto, a7 * as, @z * as, by * by € by * by sdo elementos de H e, como H é um
subgrupo, também sao elementos de H

(@1 x az) * (az * a3) = ay * ag, e
(b1 *1_72) * (bg *53) = bl *bg.

Finalmente,
ay ~ as (mod H), e

b1 “ b3 (HlOd H),

como queriamos mostrar. ¢

DEFINICAO A.45. Sendo H um subgrupo de um grupo (G,*) € ¢ um elemento
de G, a classe lateral a direita de « médulo H, denotada por a x H, é a classe
de equivaléncia de a pela relacao ~ modulo H. Analogamente, a classe lateral a
esquerda de a modulo H, denotada por H *a, € a classe de equivaléncia de a pela
relacao «~~ modulo H.
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PROPRIEDADE A.25. Sendo H um subgrupo de um grupo (G, *) e a um elemento
de G,
axH={axh: he H}, e

Hxa={hxa:he H}.

DEMONSTRAGAO. Tomemos = € (ax H) e y € (H x a). Assim, da definicdo
Txa = h; € y+xa = hy pertencem a H. Portanto, z = a * hy, y = hg xa, €, con-
sequentemente, € {axh: he H} ey € {h*xa: h € H}, o que nos leva a concluir
que

axH C{axh: he H} e que

HxaC{h*xa:he H}.

Por outro lado, tomemos um elemento h de H. Sabemos que (a*h) xa = h e,
portanto, como H € um subgrupo, que

(axh)~a (modH).
Da mesma forma, é verdade que (h x a) *a = h e, dessarte, que
(h*a)~a (modH).
Logo, (axh) € (a*x H) e (h*a) € (H *a), e, finalmente,
{axh:heH}CaxH, e
{h*xa:he H} C H xa.

¢

COROLARIO A.26. Sendo H um subgrupo de um grupo (G, ) e a um elemento de
G,ax H~ H *a.

DEMONSTRACAO. Seja f: ax H— H xa a funcao definida por
f(x) = hy *a,

sendo h, o elemento de H tal que x = a * h,. Sejam x; € z2 elementos distintos
de a x H. Da propriedade hz, # hg,, sendo h,, o elemento de H tal que
1 = a % h,, € hy, o elemento de H tal que z2 = a * h,,. Logo, também por
causa da propriedade temos que h,, *xa # h,, * a €, conseqlientemente, que
f(z1) # f(x2), o que nos leva a concluir que f € injetiva.

Para mostrarmos que f é sobrejetiva, é suficiente que mostremos que H * a C
f(a* H). Para tanto, tomemos um elemento y de H * a, sendo h, o elemento de
H tal que y = hy * a, € observemos que f(a * hy) = hy, *a. Assim, y € f(a* H) e,
dessarte, f também € sobrejetiva. ¢

COROLARIO A.27. Sendo H um subgrupo de um grupo (G,x) e a e b elemento
quaisquer de G, ax H ~bx H.

DEMONSTRACAO. Seja f: ax H — bx H a funcao definida por
f(x) =bxhy,

sendo h, o elemento de H tal que x = a * h,. Sejam x; € z2 elementos distintos
de a x H. Da propriedade he, # hg,, sendo h,, o elemento de H tal que
1 = a % hy,, € hy, o elemento de H tal que zo = a * h,,. Logo, também por
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causa da propriedade temos que b h,, # b+ h,, €, conseqlientemente, que
f(z1) # f(z2), 0 que nos leva a concluir que f é injetiva.

Para mostrarmos que f é sobrejetiva, é suficiente que mostremos que b* H C
f(a+ H). Para tanto, tomemos um elemento y de b« H, sendo h, o elemento de
H tal que y = b * hy, e observemos que f(a*h,) = b h,. Assim, y € f(a* H) e,
dessarte, f também é sobrejetiva. ¢

A.2.5 Grupos finitos

NOMENCLATURA A.46. Dizemos que um grupo (G, *) € finito quando e s6 quando
G é finito. Ademais, dizemos que |G| € a ordem de (G, x). Analogamente, se H &
um subgrupo de (G, %) entédo |H| é a ordem de H.

DEFINICAO A.47. Sendo H um subgrupo de um grupo finito (G, ), chamamos de
indice de H em G, e denotamos por |G : H], a cardinalidade do conjunto quociente
de G por qualquer uma das relacdes ~ e -~ modulo H.

OBSERVACAO A.48. Note-se que a arbitrariedade na escolha da relacdo modulo
H tomada deve-se sobretudo ao corolario

TEOREMA A.28 (Teorema de Lagrange). Sendo (G,x) um grupo finito, a ordem
de qualquer subgrupo de (G, x) divide a ordem de (G, *).

DEMONSTRACAO. Seja H um subgrupo de (G, *). Como G € finito, o conjunto @
quociente de G pela relacdo ~ modulo H também é finito e, portanto, ) pode ser

escrito como:
(G:H]

Q= U {aj*H}.
j=1
Entretanto, do teorema [AJl Q € uma particdo de G e, conseqiientemente,

[G:H]
G = U aj x H.

Jj=1

Também por ) ser uma particao de G concluimos que se k # ¢, sendo ¢ € k
elementos de [[G : H]|, entdo a; * H e ay x H sdo conjuntos disjuntos. Assim,

[G:H]

Gl =) laj  H]|
j=1
e, do corolario [A:27 como, para todo j € [[G: H]|, a; « H ~ex H = H,
[G:H]
Gl= " IH|.
j=1
Finalmente,
G| =G : H]|H],

e, da definicao[A. T2l como [G : H] € um numero inteiro, |H|\ |G|, como queriamos
mostrar. ¢
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A.2.6 Grupos ciclicos

O conceito que apresentamos a seguir trata de um caso particular de grupo. Pelo
principio da induc¢do, podemos somar 1 sucessivamente partindo de 0 e chegar
em qualquer numero natural. Entretanto, nio € possivel construir um processo
semelhante para o grupo dos racionais, por exemplo. O motivo pelo qual isso
ocorre € que os racionais nao constituem o que € chamado de “grupo ciclico”.

DEFINICAO A.49. Seja (G,*) um grupo de elemento neutro e, ¢« um elemento
qualquer de G e n um numero natural. A n-ésima iteracdo de * sobre a € o
elemento de G definido por:

on { (a*("fl)) xa, se n > 0;

a

e, caso contrario.

PROPRIEDADE A.29. Sendo (G, ) um grupo de elemento neutro e, a um elemento
qualquer de G e n um numero natural,

{ a * (a*("_l)), sen > 0;

a*n —

e, caso contrario.

DEMONSTRACAO. E imediato que a*® = e. Por inducdo em n, suponhamos que,
sendo k£ um natural, para todo ¢ € [0..k] vale que

o ax (a*“7V),  sel>0;
a =

e, caso contrario.
Como k + 1 > 0, queremos, entdo, mostrar que a***1) = g x (a*((k+1)=1)_ Ora, da
definicao

(D) = (g ((+D-D) 4 g
Assim, uma vez que (k+1) — 1 =k € [0..k], se k = 0 entdo a** = ¢ e, portanto,

a* D) —exq

=a

ax e
— % (DD,

como queriamos mostrar. Se, entretanto, £ > 0 entao, da hipotese da inducao e
do axioma da associatividade,

a*k D) — (a * (a*(k_l))) *a
=a* ((a*(kfl)) * a),
e, portanto, novamente da definicao
kD) — gy (a*((k—1)+1))7
como queriamos mostrar. ¢

PROPRIEDADE A.30. Sendo (G, *x) um grupo, « um elemento de G e n e m niimeros
naturais,

a*™ % " = a*(m+n)-

iteracdao de uma
operacao
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DEMONSTRACAO. E imediato que o™ % 0™ = a*(™10) ja que a*® = ¢, sendo e o
elemento neutro do grupo. Seja £ um numero natural qualquer. Por inducao em
n, supondo que vale que a*™ x a*! = ¢*(™*%) para todo ¢ € [0..k], o que queremos é
mostrar que a*™ x ¢***t1) = ¢*(m+(+1)  Da definicdao como k+1> 0,

a*m *a*(k-i-l) = a*™ % (a*k *a) — (a*m *a*k) * a;
portanto, da hipétese da indugao, como k € [0..k],

at™ % a*(k-i—l) — a*(m-i—k) * a,

e, consequientemente, novamente da defini¢cao [A.49

a*™ x a*(k+1) _ a*((m-l—k)-i—l) _ a*(m-}-(k-i—l)),

como queriamos mostrar. ¢

PROPRIEDADE A.31. Sendo (G, ) um grupo, a um elemento de G en e m nimeros

naturais,
(a*m)*n _ a*(mn)

DEMONSTRACAO. E imediato que (a*)** = ¢*(™0), ja que (¢*™)*° =1 = a*. Seja k
um numero natural qualquer. Por inducdo em n, supondo que vale que (a*™)* =
a*(™) para todo ¢ € [0..k], o que queremos é mostrar que (a*")*(k+1) = g*(mk+1)),
Da definicao de poténcia, como k+ 1 > 0,

(a*m)*(k-i—l) — ((a*m)*k) % (a*m);
portanto, da hipétese da inducgao, como k € [0..k],

(a*m)*(k-i—l) — a*(mk) *a*m,

e, consequentemente, da proposicao [A.30

(a*m)*(k-i—l) — a*(mk-{-m) — a*(m(k-{-l)),

como queriamos mostrar. ¢

PROPRIEDADE A.32. Sendo (G, x) um grupo, a e b elementos de G e n um numero
natural,
(axb)* =a™" «b*".

DEMONSTRAGAO. Sabemos que, sendo e o elemento neutro de G, (a*b)* = e =
exe = a*"+b*0. Seja k um natural e suponhamos, por inducédo em n, que (a*b)* =

a*! + b*’ para todo ¢ € [0..k]. Queremos entdo apenas mostrar que (a * b)**+1) =
a*F 1) 4 p*(+1)  Ora,

(a b)) = (a xb)*™* % (a x b),
e, portanto, da hipétese de inducao,

(a* b)*(kJrl) = (a*k * b*k) * (a*b)
= (a*k *a) * (b*k * D)
_ a*(kJrl) % b*(kJrl),

como queriamos mostrar. ¢
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PROPRIEDADE A.33. Sendo (G, ) um grupo, a um elemento de G e n um nimero
natural,

a*™ = (a)™.

DEMONSTRACAO. Sabemos que ' = ¢ = e = (@)*°, sendo e o elemento neutro de
(G, x). Suponhamos, entdo, por inducdo em n, que, sendo k£ um numero natural,
para todo /¢
in[0..k] vale que

al = (@)™

Queremos, assim, por causa da nomenclatura apenas mostrar que:
BE331) (a**HD) « (@) EHD) = e;
@E33ii) (@) *D) « (ax*FD) =e.

Sabemos, da definicao [A49 e da propriedade e do axioma da associativi-
dade, que
(a** )« (@) D) = (a* a™*) * ((@)™" «a)
= a % (a*k * (E)*k) *xa € que
((6)*(k+1)) * (a*(kJrl)) = (a* (E)*k) * (a*k * a)

=ax* ((E)*k * a*k) * a,

e, portanto, da hipotese da inducao, que

(a*<k+1)) * ((E)*(k+1)) =ax (a** *W) *Q

=a*xex*xaqa
=e € que
(@) * D)« (a*FHD) =@+ (a*F x a**) x a,
=a*xexa
= e’
exatamente como queriamos mostrar. ¢

DEFINICAO A.50. Dizemos que um grupo (G,x*) & ciclico se e somente se existe
um a em G tal que, para todo b € G, exista um j € N\ {0} tal que a*" = b.

TEOREMA A.34. Todo grupo ciclico é comutativo.

DEMONSTRACAO. Seja (G, *) um grupo ciclico e seja ¢ um elemento de G tal que,
para todo b € G, exista um j € N tal que «*" = b. Sejam z e y elementos de G e j,
e j, nameros naturais tais que a** =z e a*v = y. Assim,
T xy = a*e xq*v
— a*(jz+jy)
— a*(jy+jr)
— a*jy * a*jac

=y*xz,

como queriamos mostrar. ¢

grupo ciclico
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LEMA A.35. Sendo (G, *) um grupo, a um elemento de G e n e m numeros natu-
rais,

*(mfn),

a™™ x a*m = {e, sen=m; a* ™™, sen > m;a sen < m.

DEMONSTRACAO. Se n = m, a assercao se verifica imediatamente. Se n > m,
porém, entdo, da propriedade [A.30

a™" x a*m = (a*("_m) * a*m) % @M
= g (n—m) (a*m * a*—m)

*(n—m)

=a * e

=g (=™,
Se n < m, por sua vez, entdo, da propriedade

a* % a*m = a*" x (@)™,

e, da propriedade

" x T = " % ((a)*n * (6)*(771—71))
= (a

. (6)*71) * (6)*(771—71)7
e, novamente da propriedade

a*™ x g = (a*" * a*") x g*(m—n)
= e x a*(m*n)

— a*(mfn)7

como queriamos mostrar. ¢

LEMA A.36. Sendo (G, *) um grupo finito e a um elemento de G, existe um t €
N\ {0} tal que a*' = e, sendo e o elemento neutro de (G, *).

DEMONSTRACAO. Suponhamos que a # e, ja que se a = e entdo a afirmacdo se
verifica trivialmente, e definamos, para todo n € N, os conjuntos:

0, sen=0
An:{ "

{a™} U Ap_q, caso contrario.

E imediato que, para todo n € N, 4, C G, e, como G ¢é finito, |4,| < |G|. Su-
ponhamos, entdo, que nio exista inteiro positivo ¢ tal que a*' = e. Assim, nao
existe inteiro positivo s tal que e € A;. Portanto, para todo n € N, a*"* ¢ A, _;,
pois se a*" € A, _; entdo haveria um inteiro positivo j < n tal que a*" = a'/, e,
dessarte, a*("7) = ¢, e, como n — j < n — 1, e pertenceria a A,,_;. Logo, |Ao| =0 e
|An| = |An-1]| + 1 para todo n > 0, e, por consequiéncia, |A,| = n para todo n € N.
Em particular, |4¢;1| = |G| + 1, o que é um absurdo. ¢

TEOREMA A.37. Sendo (G, *) um grupo finito e a um elemento de G, o conjunto

(a) = {a**: k e N\ {0}}

é um subgrupo de (G, x), chamado de subgrupo gerado por a.
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DEMONSTRACAO. E claro que (a) # (), pois ao menos a*! = a € (a). Sejam, por-
tanto, j e k inteiros positivos. Sabemos, do lema [A.35], que

a*l x qosth = {e, sej=k a' U™  sej>ka®9  sek<j.

Logo, para mostrarmos que existe um ¢ € N\ {0} tal que a* = a* x qotk, e,
dessarte, concluirmos que a*/ * aosth ¢ (a), basta que mostremos que existe um
t € N\ {0} tal que a*' = e, o que é garantido pelo lema [A36l Assim, a*/  a®5t* ¢
(a) e, consequentemente, do teorema (a) € um subgrupo de (G, *), como
queriamos mostrar. ¢

COROLARIO A.38. Sendo (G,*) um grupo finito e a um elemento de G, ({(a),*())
€ um grupo ciclico.

DEMONSTRAGAO. Do teoremalA37 ((a),*(,) € um grupo e, pela propria definicao
de (a), & ciclico. ¢

LEMA A.39. Sendo (G, *) um grupo finito e a um elemento de G, |{a)| é 0 menor
inteiro positivo t tal que a*' = e, sendo e o elemento neutro de (G, ).

DEMONSTRACAO. Do lema temos a garantia da existéncia de um inteiro
positivo ¢ tal que a** = e. Vamos, entdo, mostrar primeiramente que o*/(*l = ¢ e
depois que se um inteiro positivo k é estritamente menor que |(a)| entdo a** # e.

Contrapositivamente, se a*/{*’l # ¢ entdo, como e € (a), existe um inteiro po-
sitivo j < |(a)| tal que a*/ = e e, portanto, para todo inteiro ¢ > j, a* = a*(¢=7),
o que nos leva a concluir que |{a)| = j, o que é um absurdo. Notemos ainda
que esse mesmo argumento nos permite verificar que nao pode existir um inteiro
estritamente menor que |{a)| tal que a** # e, como queriamos mostrar. ¢

TEOREMA A.40. Em qualquer grupo finito (G, *) com elemento neutro e vale que

a*lGl = ¢

para todo a € G.

DEMONSTRACAO. Do teorema (teorema de Lagrange), |(a)|\ |G|, ja que, do
teorema [A37] (a) € um subgrupo de (G,*). Assim, sendo ¢ um inteiro tal que
|G| = |(a)| ¢, temos, da propriedade B3Il que a*I¢ = (a*/{*)1)?. Portanto, do lema
A 39 o*l¢l = ¢4 = e, como queriamos mostrar. ¢

A.2.7 Subgrupos normais e grupos quocientes

NOMENCLATURA A.51. Dizemos que um subgrupo N de um grupo (G,*) € um
subgrupo normal de (G, ast) quando, e somente quando, para todo elemento z de
G,

x+x N =N %xx.

NOTACAO A.52. Sendo N um subgrupo normal de (G, *), utilizamos ¢,y para
denotar o conjunto quociente de G por qualquer uma das relacoes ~ e -~ modulo
N.

NoTACAO0 A.53. Sendo N; e N, subgrupos quaisquer de um grupo (G, x), utiliza-
mos N; * Ny para denotar o conjunto

le{n*NQZTLENl}.

subgrupo normal
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OBSERVACAO A.54. Notemos que, por causa da nomenclaturaA5T], uma definicdo
equivalente para a notacédo |A.b3] seria:

Nl :{Nl*n: HENQ}.
LEMA A.41. A operacgdo *, como convencionamos na notacaolA.53, é uma operacao
fechada sobre o conjunto quociente ¢/ .

DEMONSTRACAO. Mostraremos simplesmente que, sendo a € b elementos de G,
(ax N)x(bxN) = (axb)x N. Seja x € (a*N)*(bx N). Assim, da notacdo[A 53 existe
um elemento a; € (a* N) e um elemento b; € (bx N) tais que = = a; * b;. Sabemos
que a; = a *n, € by = b*ny para algum n, e algum n, em N. Portanto,

x = (a*ng)(bxny) =ax* (ng*b) * np.

Mas, como (n, *b) € (N xb), e como (N xb) = (bx N), ha algum n € N tal que
ng * b = bxn. Dessarte,

r=ax(ngxb)xny=ax(bxn)xny, = (a*xb)*(nxnyp),
e, jaque (nxnp) € N, x € (a*b) *x N, o que nos traz que
(ax N)* (bx N)C (a*b)*N.

Mostraremos agora que (axb)xN C (axN)x(bxN). Tomemos, para tanto, = € (ax
b)x N, o que garante a existéncia de um elemento n de N tal que = = (a*b)+n. Mas,
sendo e o elemento neutro de (G, x), temos que = = (axe¢) * (b*n), €, como e € N,
ja que N é um subgrupo, podemos finalmente concluir que z € (axN)x(bxN). ¢

TEOREMA A.42. Sendo N um subgrupo normal de um grupo (G, %), a operagao x
e o conjunto quociente ¢/ 5 definem um grupo, chamado de grupo quociente de
G por N.

DEMONSTRACAO. Por causa do lema [A 4]l * pode ser considerada uma operacgao
sobre ¢, . E facil verificar que * € associativa, ja que, sendo a, b e ¢ elementos

de G,
(axN)x ((bxN)*(cxN)) e

C
#(c*N)) C ((axN)*(b* N)) * (cxN),
(bx N)) *
= ((a*ng) = (bxmnp)) * (c*ne)
= (a*ng) * ((bxmnp) * (cxne)),

da mesma forma que se z € (ax N)  ((b* N) * (¢ N)) entdo ha n,, n, € n, em N
tais que

((a* N)* (bxN)) x(cxN)
(axN)* ((bxN)*(c

uma vez que se z € ((a * N) (¢ x N) entdo ha n,, n, € n. em N tais que

x = (axng)* ((b*mp) * (c*ne))
= ((a X EACE: nb)) * (cxme).

Também a existéncia de um elemento neutro para (v, *) pode ser averiguada
se notarmos que, do lema [AZ]], para todo a € G,

(axN)x(exN)=(axe)* N=axN.
Por ultimo, também por causa do lema [AZ]], € verdade que
(axN)x(@xN)=(axa)x N=ex N,

e, portanto, todo elemento de ¢ 5 possui um simétrico em (¢, *) em relacdao
ao elemento neutro (e x V). ¢
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A.3 Anéis e estruturas afins

A.3.1 Anéis

DEFINICAO A.55. Sendo um conjunto R munido de duas operacdes, + e -, dize-
mos que (R, +,-) € um anel se e s6 se:

(i) (R,+) € um grupo abeliano;
(ii) - € uma operacao associativa;
(iii) - é distributiva em relacao a +.

NoTACAO0 A.56. Em um anel cujas operacdes sdo, na ordem da definicdo, deno-
tadas por + e -, sendo r qualquer elemento do anel, denotamos por

(i) 0 o elemento neutro de + e
(i) —r o elemento simétrico de r em relacao a +;

OBSERVACAO A.57. Num anel (R,+,-), sempre assumimos a precedéncia de -
sobre +. E também costume escrever simplesmente ab ao invés de a - b, assim
como a — b ao invés de a + (—b).

Além das propriedades de que um anel (R, +,-) goza por (R, +) ser um grupo
abeliano, outras demonstramos a seguir.

PROPRIEDADE A.43. Sendo (R, +,-) um anel,

r-0=0-r=0
DEMONSTRACAO. Sabemos que
0+0-r=0-r
= +0r
= Q -r + Q . T,

0 que nos leva a concluir, por causa da propriedade que 0 =0-r. Analoga-
mente, a mesma propriedade, porque
0+r-0=r-0
=r(0+0)
=r-0+7-0,

também nos leva a concluir que 0 = -0, e, assim, encerramos nossa demonstracao.

¢
PROPRIEDADE A.44. Sendo (R,+,-) e sendo a e b elementos de R,
a(—b) = (—a)b = —(ab).

DEMONSTRACAO. Sabemos, dos axiomas da definicdo de anel e da propriedade
AZ3l que
ab+ (—(ab)) =0

anel
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0 que nos leva a concluir, por causa da propriedade que —(ab) = a(-b).
Analogamente, a propriedade porque

ab + (*(ab)) =0
—-0-b
= (a+(—a))b
=ab+ (—a)b,
também nos leva a concluir que —(ab) = (—a)b, €, assim, encerramos nossa
demonstracio. ¢

NOMENCLATURA A.58. Dizemos que um anel (R, +, ) € finito quando e s6 quando
R é finito.

NoTACAO A.59. Seja (R, +, ) um anel qualquer, seja » um elemento de R e seja n
um namero natural. O n-ésimo multiplo de r no anel € o elemento definido por:

(n—1r+r, se n > 0;
nr = 3
caso contrario.

=

DEFINICAO A.60. Sendo (R, +, ) um anel qualquer, dizemos que um inteiro posi-
tivo n € a caracteristica de (R, +,-) se e somente se

n=min{¢ € N\ {0}: ¢r = 0 para todo r € R}.

Se, entretanto, {¢ € N\ {0}: ¢r =0 para todo r € R} = (), dizemos que a carac-
teristica do anel (R, +,-) € igual a 0.

A.3.2 Subanéis

DEFINICAO A.61. De um anel (R, +,-) dizemos que um subconjunto nao-vazio L
de R é um subanel e escrevemos

LC(R,+,)
se e somente se:
(i) L é fechado para ambas as operacoes + e -;
(i) (L,+m, ) também é um anel.

TEOREMA A.45. Sendo (R, +,-) um anel e L um subconjunto nao vazio de R, L é
um subanel de (R, +,-) se e s6 se a — b e ab pertencerem a L para todo a e todo b
elementos de L.

DEMONSTRACAO. Mostremos inicialmente que se L &€ um subanel de (R,+,-)
entdao a — b e ab pertencem a L, sendo a e b elementos de L. Para tanto, ob-
servemos que L é também um subgrupo de (R,+), e, portanto, a —b=a+ (-b) &
assim um elemento de L, do teorema[A 23 Por sua vez, como L é fechado para a
operacao -, ab € L de igual maneira.

Agora mostremos que se a—b e ab pertencem a L para todo a e todo b elementos
de L entao L é um subanel de (R, +, ). Novamente do teorema [A23] sabemos que
L & um subgrupo de (R, +), ja que a—b € L, o que nos garante inclusive que +, se
trata de uma operacao fechada sobre R. Notemos que -; também é fechada sobre
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R, ja que, da hipétese, ab € L para todo a € todo b elementos de L. Falta-nos,
assim, mostrar que (L, +r, 1) satisfaz os axiomas de anel. No entanto, a comuta-
tividade de +;, € imediata, e, portanto, (L, +) € um grupo abeliano, ja que, como
mencionamos, L € um subgrupo de (R,+). Como a associatividade da operacao
-, também é imediata, resta-nos assim apenas mostrar sua distributividade em
relacao a +,, o que se verifica porque

a-,(b+rec)=alb+c)=ab+ac=a-rb+pa-pec

Assim, concluimos nossa demonstracao. ¢

A.3.3 Anéis comutativos

DEFINICAO A.62. Dizemos que um anel (R, +, ) € comutativo se e s6 se - satisfaz
a propriedade da comutatividade.

A.3.4 Anéis com unidade

DEFINICAO A.63. Dizemos que um anel (R,+,) € um anel com unidade se e
somente se a operacao - possui elemento neutro, chamado de unidade do anel.

PROPRIEDADE A.46. Um anel (R, +,-) pode possuir no maximo uma unidade.

DEMONSTRACAO. Sejam u; € up unidades de um anel com unidade (R, +, ). Como
u1 € um elemento de R e uy € um elemento neutro para -, temos que

Uy = Uy - Uz = U2 - U]
Como uy € um elemento de R e u; € um elemento neutro, temos que
Ug - U1 = U.
Portanto, u; = us. ¢

PROPRIEDADE A.47. Em um anel com unidade (R, +,-), cada elemento r de R s6
pode possuir no maximo um simétrico em relacdo a -.

DEMONSTRACAO. Seja v a unidade de um anel com unidade (R, +,-) € seja s um
elemento de R simetrizavel em relacao a -, sendo s; € s; elementos simétricos de
s. Como s; = s1-u € u=s-sy, temos que

s1=81-(s82)

=(s1-8) 82
=U- S22
= 827
como queriamos demonstrar. ¢

NOTACAO A.64. Em um anel com unidade cujas operagdes sio, na ordem da
definicdo, denotadas por + e -, sendo r um elemento simetrizavel em relacio a -,
denotamos por

(1) 1 o elemento neutro de - e

anel comutativo

anel com unidade

unidade de um anel
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(ii) »~! o elemento simétrico de r em relacdo a -.

PROPRIEDADE A.48. Sendo (R, +,-) um anel com unidade, sendo r e s elementos
de R e sendo n e m numeros naturais,

(nm)(rs) = (nr)(ms).

DEMONSTRACAO. Sabemos que (0m)(rs) = 0 = 0(ms) = (0r)(ms). Tomemos um
natural k& e, por inducdo em n, suponhamos que valha, para todo ¢ € [0..k], que
(¢m)(rs) = (¢r)(ms). Queremos, entdo, somente mostrar que ((k + 1)m)(rs) =
((k + 1)r)(ms). Ora,

((k + ym)(rs) = (km + m)(rs),

e, da propriedade
((k+1)m)(rs) = (km)(rs) + (1m)(rs),
e, da hipétese da inducao, como 1 e k sao elementos de [0..k],
((k+1)m)(rs) = (kr)(ms) + r(ms)

e, da distributividade de - sobre +,

((k +1)m)(rs) = ((kr) + 7)(ms),
e, novamente da propriedade

((k+1)m)(rs) = ((k + 1)r) (ms),
como queriamos mostrar. ¢

DEFINICAO A.65. Seja (R, +,-) um anel com unidade, seja » um elemento de R e
seja n um numero natural. A n-ésima poténcia de r no anel € o elemento definido
por:

’r‘ frd
1 caso contrario.

=)

N { (™ Yr, sen > 0;

OBSERVACAO A.66. Sendo m um inteiro tal que |m| > 1 e definindo-se +: Z,, x
Ly — Loy, € -2 Loy X Loy — Loy, POT

¢é imediato verificar que (Z,,, +, -) se trata de um anel com unidade, cuja unidade
é [1]m.

A.3.5 Dominios de integridade

DEFINICAO A.67. Dizemos que um anel comutativo com unidade (R, +,-) € um
anel de integridade, ou dominio de integridade, se e somente se para quaisquer
a € b elementos de R vale a lei do anulamento do produto: se ab = 0 entao a = 0
oub=0.

TEOREMA A.49. Sendo m um inteiro tal que |m| > 1, (Z,,+,-) é um dominio de
integridade se e s6 se m é um numero primo.
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DEMONSTRACAO. Suponhamos inicialmente que (Z,,,+,-) seja um dominio de
integridade e suponhamos que m nao seja primo, mais especificamente, como
|m| > 1, composto. Assim, existem a € b em [l..(m — 1)] tais que |m| = ab e,
consequientemente, da definicado de - sobre Z,,,

[a]m [b]m = [ab], = [Im[];m = [O]m,

contrariando a lei do anulamento do produto.

Falta-nos, portanto, somente mostrar que se m é primo entao (Z,,,+,-) € um
dominio de integridade. Ja sabemos que (Z,,, +, -) se trata de um anel comutativo
com unidade [1],,, pois, para todo inteiro z, [z],[1]m = [21]m = [2]m. Dessarte,
resta-nos apenas mostrar que vale a lei do anulamento do produto. Sejam a e
b inteiros e suponhamos, entéo, que [a];,[b]m = [0],n. Queremos, assim, mostrar
que [a], = [0, ou [b]y = [0],. Sabemos, como [a]mn[b]m = [ablm = [0]m, que m\ab.
Mas, da propriedade como m é primo, m\a ou m\b. Finalmente, [a],, = [0],
ou [b];m = [0]m- ¢

TEOREMA A.50. Sendo (R, +,-) um anel comutativo com unidade, (R,+,-) é um
dominio de integridade se e s6 se todo elemento de R\ {0} é regular para -.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que (R, +,-) seja um dominio de integridade. Se-
jam z e y elementos quaisquer de R e seja a um elemento de R diferente de 0.
Suponhamos que ax = ay. Assim,

ar —ay =0,

e, portanto,
alx —y) =0.

Como a # 0 e (R,+,-) se trata de um dominio de integridade, temos entao que
z —y = 0 e, consequentemente, que x = y.

Agora, para completarmos a prova, suponhamos que todo elemento de R\ {0}
seja regular para -. Entretanto, suponhamos também que existam a e b elementos
de R diferentes de 0 tais que ab = 0. Temos entao que

ab=0=a-0;

mas, como a € regular para -, concluimos que b = 0, o que € um absurdo. Assim,
vale a lei do anulamento do produto. ¢

TEOREMA A.51. Sendo (R, +,-) um anel (ndo necessariamente comutativo) com
unidade no qual vale a lei do anulamento do produto, se |R| > 1 e se (R, +, ) tem
caracteristica positiva entao a caracteristica de (R, +,-) é um numero primo.

DEMONSTRACAO. Seja n a caracteristica de (R, +,-) Como |R| > 1, podemos tomar
um r € R\ {0} e, como nr = 0, concluir que n > 2. Suponhamos que n nao seja
um numero primo. Entdo, como n € positivo no minimo 2, existem k € m em
[2..(n — 1)] tais que n = km. Assim,

nl = (km)Ll = (km)(1-1),

e, da propriedade A48,
nl=(k-1)(m-1) =0,
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e, como vale a lei do anulamento do produto, k-1 =0 ou m-1 = 0. Portanto, para
todo r € R, pelas propriedades e A3

kr=(k-)1-r)=(k-1)r=0-r=0 ou mr=(m-1)Q1-r)=(m-D)r=0-r=0

= — 3

0 que é um absurdo, ja que n € o menor inteiro positivo ¢ tal que ¢r = 0. ¢

NOMENCLATURA A.68. Dizemos que um dominio de integridade (R, +,-) é finito
quando e s6 quando R € finito. Ademais, dizemos que |R| € a ordem de (R, +, ).

A.3.6 Corpos

DEFINICAO A.69. Sendo (F,+, ) um anel comutativo com unidade, (F,+,-) € um
corpoﬂ se e so se todo elemento de F'\ {0} é simetrizavel em relacao e -.

TEOREMA A.52. Todo corpo é um dominio de integridade.

DEMONSTRACAO. Seja (F,+,-) um corpo. Tomemos a e b elementos quaisquer de
F e suponhamos que ab = 0. Se, no entanto, supuséssemos que a # 0 e b # 0,
teriamos, por causa da existéncia de ¢! e de b~! garantida pela definicdao de
corpo, que
0=a""-0

=a"'(ab)

= (ata)b

= b,

0 que seria um absurdo. Assim, vale a lei do anulamento do produto, e, dessarte,
concluimos que (F, +,-) também € um dominio de integridade. ¢

TEOREMA A.53. Todo dominio de integridade finito é um corpo.

DEMONSTRACAO. Seja (R, +, ) um dominio de integridade finito. Como R\ {0} # 0,
ja que ao menos 1 € R\ {0}, tomemos um elemento a de R diferente de 0. Vamos
encontrar um elemento simétrico para a em relacdo a -. Definamos a funcgéo
fa: R — R por:
fa(r) = ar.

Sejam 2 e y elementos de R. Vamos mostrar que se z # y entdo f,(x) # fu(y)
através da forma contrapositiva. Suponhamos que f,(z) = f.(y). Portanto,
ax = ay, e, assim, do teorema x = y. Mostrado que f, se trata de uma
injecao, notemos que se trata também de uma bijecao, ja que possui dominio e
contradominio finitos e idénticos. Assim, 1 € f,(R), e, dessarte, existe um 7 € R
tal que f,(r1) = 1. Notemos, ademais, que

fa(r1) =ar =1.

Logo, r; € simétrico de a em relacao a -, como procuravamos. ¢

A.3.7 Corpos finitos

NOMENCLATURA A.70. Dizemos que um corpo (F, +, ) € finito quando e s6 quando
F é finito. Ademais, dizemos que |F| é a ordem de (F,+, ).

1Em inglés, field.
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TEOREMA A.54. Sendo (F,+,-) um corpo finito, vale para todo a em F que
afl = q.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ um elemento de F. Se a = 0 entao a igualdade se verifica
trivialmente. Se, por outro lado, a # 0 entdo a € F' \ {0} e, como (F \ {0},-) € um
grupo finito, do teorema [&386, a/¥I-! = 1, e, portanto,

alFl :a.a‘F‘_l :a.l:a7
como queriamos mostrar. ¢

TEOREMA A.55. Todo corpo finito possui caracteristica prima.

DEMONSTRACAO. Seja (F,+,-) um corpo finito. Vamos primeiramente mostrar
que a caracteristica de (F,+,-) & positiva. Como (F,+) € um grupo finito, entao,
do lema podemos tomar ¢t o menor inteiro positivo tal que ¢ -1 = 0. Assim,
para todo r € F vale, ja que (F \ {0},-) € um grupo, por causa das propriedades
e

tr=t(1-r)=(-1)-(tr)=0-(tr) =0.

Para concluirmos que ¢ se trata da caracteristica de (F,+,-), basta mostrarmos
que nao existe um inteiro positivo k£ < t tal que kr = 0 para todo r € F. Supondo,
no entanto, a existéncia desse k, temos que k-1 = 0, 0 que contraria a escolha de
t.

Mostrado que a caracteristica de (F,+,-) é positiva, a demonstraciao se con-
clui por causa do teorema [A5]1] na medida em que (F,+,-) se trata de um anel
com unidade e na medida em que, do teorema vale em (F,+,-) a lei do
anulamento do produto. ¢

OBSERVACAO A.71. Um resultado muito conhecido que ndo demonstraremos
mas usaremos no presente trabalho é que se a e b sao elementos de um corpo
finito com caracteristica p entéo

(a+b)P" =a?" +b7",

para todo natural n.

A.3.8 Subcorpos

DEFINICAO A.72. Sendo (F,+,:) um corpo, dizemos que um subconjunto nao
vazio K de F' € um subcorpo e escrevemos subcorpo

K C(F,+,)
se € somente se:
(i) K é fechado para ambas as operacoes + € -;
(i) (K,+k, x) também & um corpo.

TEOREMA A.56. Sendo (F,+,-) um corpo, um subconjunto K de F' é um subcorpo
se e so se:

A58i) 0e KeleK;
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B54ii) sexcKeyec K entaoz —yc K;
[A58ii) ser € K ey c K\ {0} entaozy~' € K.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que K seja um subcorpo. Assim, como K € um
subgrupo abeliano dos grupos abelianos (F,+) e (F \ {0},), temos que 0 € K
e 1l € K. Sejam, entdo, = e y elementos de K. Novamente, como K C (F,+),
r—y € K. Ainda, se y # 0, como K C (F\ {0},-), 2y~ ! € K.

Agora, suponhamos que:

A58 0eKeleK;
(A50lii) serc Keyc Kentaoz —y € K;
(A56liil) se r € K ey € K\ {0} entdo zy~' € K.

Dessarte, podemos concluir, pelo teorema que K se trata de um subgrupo
abeliano tanto de (F,+) quando de (F, ). Logo, K € um subcorpo de (F,+,-). ¢

NOMENCLATURA A.73. (i) Um subcorpo K de um corpo (F,+,-) € um subcorpo
proprio de (F,+,-) se e sd se K # F.

(ii) Um corpo (F,+,-) é dito um corpo primo se e s6 se nao possui subcorpos
proprios.

(iii) Um subcorpo K de um corpo (F,+,-) € um subcorpo primo de (F,+,) se e
s6 se (K, +xk, k) € um corpo primo.

DEFINICAO A.74. Dizemos que dois corpos (Fi,+1,1) € (F2,+2,2) sdo isomorfos
e escrevemos (Fy,+1,1) ~ (F2, +2,2) se e sO se existe uma bijecdo f: F; — F; tal
que, para todo a e todo b em F7,

fla+1b) = fla) +2 f(b), e  fla10)=f(a)2 f(D).

A.3.9 Ideais

DEFINICAO A.75. Sendo (R, +,-) um anel, dizemos que um subconjunto J de R é
um ideal sobre (R, +,-) se e somente se

() J éum subanel de (R,+,-) e
(ii) para qualquer a € J e qualquer r € R, ar € J e ra € J.

PROPRIEDADE A.57. Sendo J um ideal sobre um anel (R,+,-) com unidade, se
algum elemento simetrizavel em relacdo a - pertence a J entdo J = A.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que algum elemento simetrizavel em relacao a -
pertenca a J. Ja sabemos que J C R, restando-nos apenas mostrar que R C J.
Seja r € R e seja x, cuja existéncia € garantida pela hipotese, um elemento de J
simetrizavel em relacao a -. Sabemos que

r=r-1=7rC"tu) = (ru " )u.

Mas, da definicao de ideal, como (ru~') € Re u € J, (ru=')u € J, e, portanto,
r € J, como queriamos mostrar. ¢
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NoTACAO A.76. Sendo (R, +,-) um anel comutativo e S um subconjunto finito de
R, utilizamos (S) para denotar o conjunto

5) = { St | re ).

TES
Quando S € um conjunto unitario, composto apenas por um elemento s, escre-
vemos (s) com o mesmo significado de (S).

OBSERVACAO A.77. Note-se que, na particularidade da notacao [A 76| para con-
juntos unitarios,

(s) ={sr |reR}.
TEOREMA A.58. Sendo (R, +, ) um anel comutativo e S um subconjunto finito de
R, (S) é um ideal sobre (R,+,").

DEMONSTRACAO. Notemos primeiramente que (S) ndo é vazio, pois pelo menos
0= Z x-0(x)
€S
pertence a (S), sendo 0: S — R a funcéao tal que 0(z) = 0 para todo z € S.
Mostremos agora que (S) se trata de um subanel de (R, +,-). Sejam f; e fo

elementos de A°. Sabemos que

Y ozfil@) =Y afo(e) =) w(file) - fala),

€S €S €S

e, como, para todo z € S, (fi(z) — f2(z)) € R, por R ser um anel, ¢ um elemento
de R® a funcio (f, — f»): S — R definida por:

(f1 = fo)(@) = fr(2) — fal).
Dessarte,
Z zfi(x) — Z xfa(z) € (S),
z€s z€S
quaisquer que sejam f; e f, elementos de R°. Como também é verdade que

(San@)(Saro) =% w<f1(x)<zxfz(w>>> £ (8),

zeS zeS zeS zeS
ja que
fi(x) (Z zfg(x)) €R
€S

para todo = € S, temos, do teorema [A:45] que (S) é um subanel de (R, +,).

Resta-nos ainda mostrar apenas que xr € (S) para todo = € (S) e r € R, ja que
estamos trabalhando com um anel comutativo. Seja f uma funcao de S em R e
seja r um elemento de R. Assim, verificamos que

<Z xf(w))r = x(f(x)r) €(9),

TES zeS

uma vez que f(z)r € R para todo = € S. Conseqlientemente, (S) € um ideal sobre
(R, +,-), como queriamos demonstrar. ¢

NOMENCLATURA A.78. Sendo (R, +,:) um anel comutativo e S um subconjunto
finito de R, dizemos que (S) € o ideal gerado por S. Ainda, se |S| = 1 entao dizemos
que (S) € um ideal principal. Se todos os ideais sobre (R, +, -) sdo principais entdo
dizemos que (R, +,-) € um anel principal.

ideal gerado
ideal principal

anel principal
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A.3.10 Anéis quocientes

OBSERVACAO A.79. Sendo J um ideal sobre um anel comutativo (R, +,-), J € um
subgrupo normal de (R, +), ja que (R, +) € abeliano e J, um subanel de (R, +,-).
Portanto, (¥, +) se trata de um grupo quociente.

LEMA A.59. Sendo J um ideal sobre um anel comutativo (R, +,-), a e b elementos
quaisquer de R, a; e as elementos quaisquer de a+.J e by e by elementos quaisquer
de b+ J,

(albl) +J = (a2b2) +J

DEMONSTRACAO. Como a; € as pertencem a a + J, temos da definicdo que
—a1+a € J, —az + a € J e, portanto, como J € um subgrupo de (R, +),

_(_al +a) + (_a2+a) =a] —as € J.

Analogamente, também temos que b; — b € J. Da definicao como b; € as
também sao elementos de R, percebemos que

bl(al — ag) cJ e ag(bl — bg) c J.
Conseqtlientemente, como J € um ideal sobre (R, +,-),
bi(a1 — az) + az(by — b2) € J,

€, assim,
a1by — asby + asby — asby = a1b1 — agby € J.

Logo, como J € um subgrupo normal,
a1b1 ~ agbg (HlOd J)
Dessarte, se = € (a1b1) + J entdo

x ~ ajb (mod J) e, portanto,
x ~ asby (mod J),

0 que nos traz que x € (az2b2) + J e, por conseqiiéncia, que
(albl) +JC (a2b2) + J.
Por outro lado, se « € (a2b2) + J entao

T ~ asby (mod J) e, portanto,
x ~ aib (mod J),

0 que nos traz que x € (a1b1) + J e, por conseqiiéncia, que
(a2b2) +JC (albl) + J,
o que completa nossa demonstracao. ¢

OBSERVACAO A.80. O lema[A B9 nos traz que ab + J continua o mesmo conjunto
nao importando quais representantes sejam escolhidos das classes a+J e b+ J
para substituirem respectivamente a € b, 0 que garante que a operacao introdu-
zida pela notacido [A8T] seja bem definida.
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NoTAcAo A.81. Sendo J um ideal sobre um anel comutativo (R,+,-), a e b ele-
mentos quaisquer de R, utilizamos (a + J)(b+ J) para denotar o conjunto

(a+ J)(b+ J) = (ab) + J.

OBSERVACAO A.82. A operacio -, como convencionada na notacao [A 8Tl é uma
operacao fechada sobre o conjunto quociente ;.

TEOREMA A.60. Sendo J um ideal sobre um anel comutativo (R, +, -), as operagées
+ e -, nessa ordem, e o conjunto quociente R, definem um anel, chamado de
anel quociente (ou anel de classes de residuos, ou anel de classes residuais) de
R por J.

DEMONSTRACAO. Do teorema (®,;,+) € o grupo quociente de R por J,
possuindo + sobre % ; também a propriedade da comutatividade, ja que

4+ N+y+))=@+y)+J=w+a)+J=wy+J)+ (x+J)

para todo z e todo y em R. Tomemos agora a, b e c elementos de R. E facil
também verificar que - sobre ?, ; também goza da associatividade, pois
((a+ J)(b+J))(c+ J) = ((ab) + J)(c+ J)
= ((ab)c + J)
= (a(bc) + J)
= (a+ J)((be) + J)
=(a+ JJ)((b+ J)(c+J)).

Finalmente, notemos que vale também a distributividade de - sobre +:

(a+ )b+ )+ (c+ ) =(a+ J)((b+c)+J)
a(b+c) —|—J)

(ab+ ac) + J)

(ab) + J) + ((ac) + J)
(

=((a+ )b+ )+ ((a+ J)(c+J)).

(
=
=
(

Por tudo isso, concluimos que (¥, +,) se trata de um anel. ¢

OBSERVACAO A.83. Note-se que o conjunto dos inteiros com as operacoes usuais
de adicao e multiplicacdo constituem um anel comutativo. Note-se ainda, da
observacao [B.77l e da notacio que

(p) ={pz: 2 € Z} = [0],

e que
Z/(p) = ZGLJZ[Z]N modulo (p)

= U {x €Z:x~2 (mod(p))}
2€EZ

- U {re€Z:xz=2 (modp)}
Z2€ZL

- U U
J€0..(p—1)]

:Zp

anel quociente

anel de classes de
residuos

anel de classes
residuais
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TEOREMA A.61. Sendo p um numero primo, o anel quociente (“/,,+,-) é um
corpo.

DEMONSTRAGAO. Do teoremaAZJ e da observacaolA83 sabemos que (%, +,)
€ um dominio de integridade. Como
’Z ’ =P,
)
(% (py»+,-) se trata de um dominio de integridade finito e, portanto, do teorema
de um corpo. ¢

COROLARIO A.62. Para um numero primo p, seja F,, o conjunto [0..(p — 1)] e seja
¢: %/ — F, a bijecdo definida por

¢([Z]p) =z
Sejam também as operacées + e - sobre I, definidas por:
21420 = o([21]p + [22p);
z1- 22 = ([z1]p - [22]p)-

Entao, a estrutura formada por F,, e pelas operac¢ées definidas acima é um corpo
finito, chamado de corpo de Galois de ordem p.

DEMONSTRACAO. A presente demonstragao segue imediatamente do teorema A GT].

¢

PROPRIEDADE A.63. Sendo p um primo positivo, todo corpo de Galois de ordem
p possui caracteristica p.

DEMONSTRAGAO. Do teoremalA50 segue que (F,, +, -) possui caracteristica prima
q. Assim, ¢ -1 =0, e, portanto,

lalp = q- (1], = [0],
no corpo (%, ,,+,-), e, conseqiientemente,
¢=0 (modp),

0 que nos leva a concluir que p\q. Mas, como ¢ é primo e |p| # 1, p = ¢, como
queriamos mostrar. ¢

LEMA A.64. Se (F,+,-) é um corpo finito de caracteristica q entao o conjunto
A={n(l): neF,}
é um subcorpo de (F,+,-).

DEMONSTRACAO. E claro que 0(1) = 0 e 1(1) = 1 pertencem a A, ja que q > 2.
Temos, para todo n € F,, que (ng)(1) = n(¢(1)) = n(0) = 0. Assim, sendo k € F,, &
evidente que —(k(1)) € A, ja que —(k(1)) = (¢ — k)(1). Assim, para todo natural ¢,
temos que ¢(1) — (k(1)) € A. Por ultimo, admitamos que k(1) # 0. Como k € F,\ {0}
e (F,,+,-) € um corpo, entdo existe um k~! € F,. Assim, (k~')(1) é o inverso de
k(1) em relacdo a multiplicacao sobre F e, portanto, para todo natural ¢ vale que
(1)(k(1))~! € A, e, conseqiientemente, do teorema [A 58, concluimos que A é um
subcorpo de (F,+, ). ¢
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TEOREMA A.65. Se (F,+,:) é um corpo primo finito de caracteristica p entdo
(F7 +7 ) = (]Fpa +a ')‘

DEMONSTRAGAO. Seja a funcéao f: F, — F definida por:

Vamos mostrar que:
(A65i) f é uma injecéo;
(A6Hlii) f € uma sobrejecao;
(A65liii) f preserva a adicao em F,;
(A65liv) f preserva a multiplicacdo em F,,.

Mostraremos (i) da forma contrapositiva. Tomemos j e k elementos de F,
tais que f(j) = f(k). Assim, j(1) = k(1), e, da propriedade como (F,+) é
um grupo, j(1) — k(1) = 0, e, da propriedade (j—k)1) =0. Comopéa
caracteristica de (F,+,-), p € o menor inteiro positivo tal que p(1) = 0. Dessarte,
como j — k < p, j —k =0 e, consequentemente, j = k, como queriamos mostrar.

Agora, supunhamos que f nao seja sobrejetiva. Assim, existe um r em F' para
oqualndohaum j € F, tal que f(j) = . Assim, o conjunto f(F,), do lemalemtcsg,
é um subcorpo proprio de (F,+,-), o que € um absurdo, ja que (F,+,-) &€ primo.

Por fim, é imediato verificar {{i) e ([ e concluir a demonstracéo. ¢

A.4 Espacos vetoriais

A.4.1 Conceituacao

DEFINICAO A.84. Sendo V um conjunto qualquer, (F,+,-) um corpo qualquer e
+:VxV —=>Ve.: FxV —V funcoes, dizemos que (V,+,+) &€ um espaco vetorial
sobre (F,+,-) se e somente se:

(@) (V,4) é um grupo abeliano;
(i 1-u =wu paratodo u € V;
(i) a+(b-u) =(a-b) - u para todou em V e todo a e todo b em F;
(iv) a- (u+v)=(a-u)+ (a-v) para todo u e todo v em V e todo ¢ em F;
v) (a+b)-u=(a-u)+ (b-u) para todo v em V e todo a e todo b em F.

NOMENCLATURA A.85. Em um espaco vetorial (V,+,-) sobre um corpo (F,+,-),
costumamos chamar:

(i) os elementos de V de vetores;
(ii) os elementos de I’ de escalares;

(iii) a operacao + de adicao de vetores, ou adicdo vetorial;

(iv) a operacao - de multiplicacdo por escalar.

espaco vetorial

vetor
escalar

adicao de vetores
adicao vetorial

multiplicagdo por
escalar
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A seguir introduzimos uma notacao similar aquela que introduzimos para
anéis.
NoOTACAO A.86. Em um espaco vetorial (V, +,-) sobre um corpo (F,+,-), sendo u
qualquer elemento de V', denotamos por
(i) 0 o elemento neutro de +, chamado de vetor nulo, e

(ii) —u o elemento simétrico de w em relacao a +;

OBSERVACAO A.87. Num espaco vetorial (V,+,-) sobre um corpo (F,+,-), po-
demos sempre assumir a precedéncia de - em relacao a +. E também costume
escrever simplesmente au ao invés de a-u, assim como u—wv ao invés de u+ (—v).

PROPRIEDADE A.66. Num espaco vetorial (V, +, -) sobre um corpo (F,+,-), 0-u =0
para todou € V.

DEMONSTRACAO. Notemos que

e, portanto, que 0 - u € elemento neutro para a operacao +. Mas, como (V,+) é
um grupo, o elemento neutro de + é tinico (propriedade A T5). Logo, 0-u = 0. ¢

DEFINICAO A.88. Sendo (V,+, ) um espaco vetorial sobre um corpo (F,+,-), diz-
se que um subconjunto S de V' € linearmente dependente sobre (V, 4, ) se e s6 se
existe um subconjunto finito U = {ug: k € [|U|]} de S e uma funcdo f: U — F\0
tais que

Zi:ilf(uk)uk =0.

Caso contrario, diz-se que S é linearmente independente sobre (V, 4+, -)..

DEFINICAO A.89. Sendo (V,+,-) um espaco vetorial sobre um corpo (F,+,-), diz-
se que um subconjunto S de V' gera o espaco vetorial (V,+,:) se e s6 se, para
todo u € V, existe uma funcéo f,: S — F tal que

U= Zsesfu(s)s.

Nesse caso, dizemos que f, € uma representacao de u pela base S.

DEFINICAO A.90. Sendo (V,+,-) um espaco vetorial sobre um corpo (F,+,-), diz-
se que um subconjunto B de V € uma base de (V, +, ) se e s6 se B € um conjunto
linearmente independente e gera (V, 4+, ).

OBSERVACAO A.91. Um resultado muito conhecido em Algebra Linear, que nao
mostraremos no presente trabalho, € que quaisquer duas bases de um espaco
vetorial correspondem-se biunivocamente, o que nos permite a nomenclatura

NOMENCLATURA A.92. Dizemos que um espaco vetorial (V, +,-) sobre um corpo
(F,+,-) possui dimensao finita, ou que (V,+,:) € finito-dimensional, se as ba-
ses de (V,+,+) sdo conjuntos finitos, ocasido em que chamamos a cardinalidade
de qualquer uma das bases de dimenséo de (V,+,:), denotada por dim(V,+,-).
Se, por outro lado, as bases de (V,+,-) forem conjuntos infinitos, diremos que
(V,+,-) possui dimensao infinita, ou que (V, 4+, ) € infinito-dimensional, e escre-
veremos dim(V, 4+, -) = oco.
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A.5 Espacos vetoriais gerados por subcorpos

Agora que apresentamos uma brevissima conceituacao acerca de espacos veto-
riais, dedicaremo-nos a nossa aplicacao do assunto: estudaremos os espacos
vetoriais gerados por subcorpos, que nos permitirao o desenvolvimento de algu-
mas argumentacoes importantes.

PROPRIEDADE A.67. Sendo K um subcorpo de (F,+,-), (F,+,-) é um espaco ve-
torial sobre (K,+x, k), dito o espaco vetorial gerado gerado por K, ou o espaco
vetorial de F sobre K, sendo -: K x F — F a funcao definida, para todo k € K e
todo r € F, por:

ker=Fk-r.

DEMONSTRACAO. E imediato que (F,+) seja um grupo abeliano ja que (F,+,) se
trata de um corpo. Também ¢é verdade, para todo r; e todo ro em F, e para todo
k1 e todo ky; em K, que:

@) 1-ri=1ri=ry

(i) k1« (k2 r1) =K1 (ka-7r1) = (k1 ko) 71 = (k1 K k2) 713
(i) k1-(ri4+7r2) =k - (r1+7r2)=(k1-r1)+ (k1 -r2) = (k1 -71) + (k1 - r2).

(v) (k1 +x ko) -r1= (k1 4+ ko) 11 =(k1-71) + (k2 -r1) = (k1 - 71) +x (k2 - 71).
Portanto, (F,+,-) € um espaco vetorial sobre (K, +x, k). ¢

NoTACAO A.93. Sendo K um subcorpo de um corpo finito (¥, +, -), usamos [F : K]
para denotar a dimensao do espaco vetorial de F' sobre K.

TEOREMA A.68. Sendo L um subcorpo de um corpo finito (M, +,-) e K um sub-
corpo de (L,+1,-1.),
[M:K]=[M:L]L: M]

DEMONSTRAGAO. Como M € um corpo finito, sejam A = {«;: j € [[M : L]]} uma
base para o espago vetorial de M sobre L e B = {§;: j € [[L: K]]} uma base para
o espaco vetorial de L sobre K. Assim, para todo o € M existe uma funcao v de

[[M : L]] em L tal que
[M:L]

o = Zj:1 Vi,
denotando-se «(j) por v;. Como o contradominio de v € L e B € uma base para
o espaco vetorial de L sobre K, existe, para cada j € [[M : L]], uma funcéo r; de

[[L: K]] em K tal que
[L:K]

Vi = Zézl 75,050,

denotando-se r;({) por r(; 4. Portanto,

M:L L:K
a= Zizl | (Zi_l ]%'.,e)ﬁe) a;
[M:L] [L:K]
= Zj:l 2421 75,0805,
Logo, Para mostrarmos que [M : K| = [M : L|[L : K], basta que mostremos que o
conjunto {Ga;: j € [[M : L]jef € [[L : K]]} € linearmente independente. Para tanto,
tomemos, para cada j € [[M : L]] e cada £ € [[L : K], um s(; 4 tal que

M:L)

[ (L:K]
ijl 24:1 soPea; =0.

espaco vetorial gerado
por um subcorpo
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Dessarte,
[M:L] [L:K]

2 (Ze_l %Af)ﬂe)aj =0,

e, como A € linearmente independente sobre o espaco vetorial de M sobre L,

[L:K]
Ze:1 5,080 =0

para todo j € [[M : L]] e, como B € linearmente independente sobre o espaco
vetorial de L sobre K,

Sy =9
para todo j € [[M : L]] e todo ¢ € [[L : K]], como queriamos mostrar. ¢

TEOREMA A.69. Se (F,+,-) € um corpo finito, entao |F| = ¢ para algum inteiro
positivo m, sendo g a caracteristica de (F,+, ).

DEMONSTRACAO. Vamos mostrar que existe um inteiro positivo m tal que F ~
Fgm]. Para tanto, tomemos um subcorpo primo K de (F,+,-). Sabemos, do te-
orema que K ~ F,. Tomemos m = [F : K] e uma base B para o espago
vetorial de I sobre K. Mostraremos, entdo, que F ~ KZ. Para isso, basta que
tomemos a bijecao f: F — K definida por:

f(r) = a’!‘)
sendo «,: B — K a representacao de r por B. ¢

OBSERVACAO A.94. Podemos estender a definicao de corpo de Galois para poténcias

de primos da seguinte maneira: sendo p um numero primo, m um inteiro posi-

tivo e ¢ = p™, utilizamos F, para denotarmos o conjunto [0..(g — 1)]. E 6bvio que
corpo de Galois (Fq,+,-) também é um corpo, chamado de corpo de Galois de ordem ¢, sendo as
operacodes + e - modulo gq.

ordem de um corpo

de Galois - .. .. . . .. _
PROPRIEDADE A.70. Se m é um divisor positivo de um inteiro positivon e p é um

primo positivo entao F,~ é um subcorpo de (Fp»,+,-).

DEMONSTRAGAO. Como m divide n, F,» € evidentemente um subconjunto de F,..
Da observacao [A94], (F,~,+,-) € um corpo. ¢
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contradominio de uma funcéo,

corpo,

corpo de decomposi¢ao polinomial,

corpo de extensao,
corpo de Galois,
corpo finito,

corpo primo,

corpos isomorfos,
correspondéncia biunivoca entre dois con-
juntos,

decomposicdo de um corpo por um po-
lindémio,

dimensao de um espaco vetorial,

distributividade,

divisibilidade,

divisibilidade polinomial, [Tl

divisor de um numero inteiro,

divisor de um polinémio, [Tl

dominio de integridade, Edl

dominio de integridade finito,
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funcéo injetiva,
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grau de um polinémio,
grupo,

grupo abeliano,
grupo ciclico, [39

grupo comutativo,
grupo finito,

grupo quociente,

ideal,

ideal gerado,

ideal principal,

imagem,

imagem inversa,

indeterminada de um polinémio,
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iteracao de uma operacao, 37
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multiplicacao por escalar,
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multiplo de um polinémio, [IT]
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polinémio,

polinémio constante,
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polinémio identidade,

polinémio irredutivel,

polinémio primo,

polinémios idénticos,

poténcia, B

principio da identidade de polindomios,
O

quociente de uma divisao,
quociente de uma divisdao polinomial,
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raiz de um polinémio, [

relacao, 211

relacao anti-simétrica, 211

relacao de equivaléncia,

relacao reflexiva, 11

relacao simétrica, BT

relacao transitiva, 211

representacao de um vetor por uma base,

restricado de uma operacio,

sobrejecao,

splitting field,

subanel, E4]

subcorpo,

subcorpo primo,

subcorpo proéprio,
subgrupo,

subgrupo gerado,

subgrupo normal, A1l

suporte finito de uma funcao,

teorema de Lagrange,
termo constante de um polinémio,
termo dominante de um polinémio,

unidade de um anel,

vetor,
vetor nulo,
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