Teoria dos Conjuntos e Aplicacoes — SEMINARIO — 25/06

1. Definicao. Dizemos que uma familia F é um A-sistema se existe um conjunto r tal
que para todos x,y elementos distintos de F temos x Ny =r.

2. Lema (Lema dos A-sistemas). Seja £k > w um cardinal reqular. Se F é uma
familia tal que |F| = k e Vo € F(|z| < w) entdo existe B C F com |B] = k e B €
um A-sistema.

Demonstragao Particione a familia F de modo que dois elementos de F estdo na
mesma particao se e s6 se tém a mesma cardinalidade. Como k é regular, existe n < w
tal que a particao contendo os elementos de F de cardinalidade n tem cardinalidade k.
Portanto, podemos assumir que Vz € F(|z| = n).

A prova agora é por indugdo em n. Se n = 0 nada a fazer. Suponha que o lema vale
para familias de cardinalidade x na qual todo elemento tem cardinalidade n — 1 e seja F
uma familia com « elementos de cardinalidade n.

Seja B’ uma subfamilia maximal de elementos dois-a-dois disjuntos (use Lema de
Zorn no subconjunto das partes de F das subfamilias de elementos 2-a-2 disjuntos com a
ordem da inclusdo). Se |B'| = k estamos feitos. Suponha que |B'| < k. Entéo, se para
todo z € |JB', = pertence a < k conjuntos de F, como B’ é familia de disjuntos maximal
todo F' € F intersecta algum elemento de B', entao F C | {F € F: z € F} contra
K é regular.

Logo, existe z € |JB' tal que {F € F: x € F'} tem cardinalidade k. Ponha F' =
{F\{z}: 2z € FAF € F}. Entdo, por hipétese de inducio, existe C C F' um A-sistema
de cardinalidade x com raiz r’. Dessa forma, B={F U{z}: F € C} é um A-sistema em
F de cardinalidade x com raiz ' U {z}. u

Exercicio [Exercicio 2 do capitulo 2 do Kunen| Ache uma familia de cardinalidade
w,, tal que todo elemento é finito e nenhuma subfamilia de cardinalidade w, forma um
A-sistema.

Tome | J, ., {{7,7 0o} : 1 < a <wij_s}.

TeuB’

3. Teorema (1.6). Sejam k > w e 0 > K reqular tal que Vo < 0(]< *a| < 0). Se F ¢ tal
que |F| >0 eVz € F(|z| < k) entdo existe B C F com |B| =0 e B é um A-sistema.

Demonstragio Por truncamento, podemos tomar |F| = 6. Note que
UF| <D |el=0@sup{|a|: z € F} =9,
T€F

assim podemos tomar | JF C 0. Ainda, Vz € Fi(|z] < k) logo type(z) < k.
Considere a particao de F, para a < k

A, ={z € F: type(z) = a}.

Entdo |F| = \Ua<nAa| e como 6 é regular existe p < k tal que A, tem cardinalidade 6.
Entao fixemos p e F; = {z € F: type(xz) = p}. Para cada z € F; escrevemos = =
{z(€): € < p}. Agora, observe que



(a). Para todo o < 0 temos | {z € Fi: z C a} | < 6. De fato, se z C « entdo (z(£): £ € p)
é um elemento de < fa e |< Fal < 6.

(b). UF; é ilimitado em 0. De fato, segue de (a) e de |F;| = 6, que para todo o < 6
existe x € F; ndo contido em q, i.e. existem z, € F; e &, < p tais que z,(£,) > a.

De 6 regular, temos que existe £ tal que {x(£): © € Fi} € ilimitado em 0. Caso
contrario, para todo £ < p existe f¢ < 6 tal que para todo z € F; temos z(§) < fB¢. Se
a < 6, por (b), existe £4(&,) > a. Por outro lado, z(&,) < B¢, (Vz € F1), ou seja, os f¢’s
(€ < p) acima sdo ilimitados em 6, contra o fato de 6 ser regular.

Ponha &; o0 minimo desses £’s e

ag=sup{z(n)+1:z € FiLAn<&}.

Entdo, ap < 0 e z(n) < ap para todo x € F; e todo n < &.
Por recursao transfinita sobre u < ¢ tome z, € F; tal que

z,(&0) > max (o, sup {z,(n): v < pAn < p}),

isso sempre é possivel pois {z(§): x € Fi} é ilimitado em 6 e sup {z,(n): v < u An < p}
nao atinge # regular.

Ponha F, = {z, € Fi: p < 0}. Entao |F;| = 6 e para todos z,y distintos em F,
temos que z Ny C ap. Como |< Fay| < 6 e O é regular, existem r C ap e B subfamilia de
F, de cardinalidade @ tal que Yz € B(xz N oy = r). Portanto, B é um A-sistema com raiz
T. n

Uma conjectura de US$ 1,000.

Usamos a notacao
(A, &) = A(6)

para dizer que toda familia de A\ conjuntos de cardinalidade x contém um A-sistema de
tamanho #. Ponha A(k,6) = min{\: (A, k) = A(#)}.

Problema: dados k e 6 quanto vale A(k,0)? Quando pelo menos um de k e 6 é
infinito foi completamente resolvido por P. Erdés e R. Rado. Para finitos, estd em aberto.
A conjectura de US$ 1,000 de Erdds e Rado é

Conjectura. FEziste uma constante ¢ tal que A(n,3) < c".

O que se sabe é

clogn \ ™"
A(n,3) < n!
(n,3) <n (loglogn>

devido a Kostochka (com um prémio de consolacao de 100 dolares).



