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Nesta monografia veremos algumas aplicagoes do Lema de Regularidade de Szemerédi em Teoria
dos Grafos. O Lema de Regularidade foi provado por Szemerédi e usado por ele na demonstragao
de uma conjectura sobre existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos densos dos inteiros.
Desde entao, tem sido uma ferramenta de sucesso em varias areas como Complexidade Computacional,
Teoria Combinatéria de Nimeros e, principalmente, em Teoria Extremal de Grafos. As aplicagoes em
Teoria dos Grafos que descrevemos neste trabalho sao para alguns problemas do tipo Ramsey e do
tipo Turan e nao cobre os varios tipos de aplicagoes desse lema. Um excelente guia sobre as aplicagoes
do Lema de Regularidade e suas variantes em Teoria dos Grafos é [23].

Na primeira segao apresentamos o Lema de Regularidade e algumas de suas formas alternativas,
veremos a sua relacdo com grafos pseudo-aleatérios e alguns exemplos de como ele se aplica em Teoria



Extremal de Grafos. Ne segunda secao, demonstramos alguns resultados classicos que usam o Lema de
Regularidade, a saber, um teorema de Szemerédi do tipo Ramsey-Turan sobre grafos que nao contém
subgrafos completos com quatro vértices, demonstramos também o Teorema de Ruzsa-Szemerédi sobre
hipergrafos 3-uniforme sem 6 vértices que geram 3 arestas e, também, demonstramos um resultado de
Chvatal, Rodl, Szemerédi e Trotter sobre o nimero de Ramsey de grafos com grau maximo limitado.
Fechamos essa segao comentando um resultado de Radl sobre a universidalidade de grafos densos.

A peniiltima se¢do descreve uma versao recente do Lema de Regularidade para grafos esparsos e
contém alguns resultados sobre a cardinalidade de familias de grafos Ramsey-criticos; esses resultados
estdo sendo apresentados aqui por termos em mente uma aplicacdo da versdo esparsa do lema para
um problema do tipo descrito na Segao 3.3.

Na ultima secdo apresentamos a primeira versao construtiva do Lema de Regularidade devida a
Alon, Duke, Lefmann, R4dl e Yuster. Depois, veremos uma versao recente do Lema de Szemerédi
devida a Frieze e Kannan, também algoritmica, que tem implicagoes em esquemas de aproximagao em
alguns problemas NP-dificeis sobre grafos densos.



1 Uma visao geral

O Lema de Regularidade foi usado por Szemerédi como resultado auxiliar na prova de uma conjectura
de $1000 de Erdés e Turdn sobre existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos dos niimeros
inteiros. O Teorema de Szemerédi [31], de 1975, é um dos resultados mais dificeis em combinatéria e
pode ser formulado como segue.

TEOREMA 1 Para todo inteiro k > 2 e todo real 0 < € < 1 existe um inteiro ng = no(e, k) > 0 tal que,
para todo inteiro n > ng, se A C [n] e |A| > en, entdo A deve conter uma progressio aritmética de k
termos. u

Ingenuamente, o Lema de Regularidade diz que todo grafo pode ser decomposto em uma uniao
de um nimero limitado de grafos bipartidos “aparentemente” aleatérios!, no sentido de muitas das
arestas do grafo sao arestas entre pares de subconjuntos de vértices e as arestas entre os pares estao
distribuidas uniformemente, da forma como esperamos se sao grafos bipartidos aleatdrios. Esses grafos
compartilham vérias propriedades locais de grafos bipartidos aleatérios, por exemplo, muitos vértices
tém graus “préximos” (veja Proposigdo 10, pagina 14). Conquanto grafos aleatérios de uma certa
densidade de arestas sao mais faceis de serem manipulados que a classe de todos os grafos daquela
densidade, usamos o Lema de Regularidade para transportar resultados que sao “faceis” em grafos
aleatérios para a classe dos grafos com o nimero certo de arestas.

Sejam G = (V, E) um grafo e A, B C V disjuntos. Entao denotamos por eg(4, B) o nimero de
arestas, em (G, com um extremo em A e outro em B, e

ec(4,B)

d(4,B) = IA]1B]

é a densidade do par (A, B) no grafo G. Escrevemos e(A4, B) e d(4, B) se G estiver subentendido.
Dados ¢ < 1 positivo e A, B C V disjuntos, dizemos que o par (A, B) é (¢, G)-regular, ou e-regular
se G estd subentendido, se para quaisquer X C AeY C B com |X| > ¢|A| e |Y| > ¢|B| temos

|dg(4,B) —dg(X,Y)| <e.

Observe que quanto menor for e, mais uniforme é a distribuicao das arestas no grafo. Por exemplo,
fixado ¢, o grafo bipartido aleatério Gy, , 1/2 com 2n vértices e probabilidade de aresta 1 /2 é e-regular
com probabilidade tendendo a 1 quando n cresce indefinidamente.

Seja P = {Vp, Vi,..., Vi } uma (k+1)-partigao de V. Dizemos que a particao P é (e, k)-equipotente
se |Vi| = |V;| para todos 1 < i < j < k e |Vp| < ¢|V|. Dizemos que a partigdo P é equipotente se for
(e, k)-equipotente para algum ¢ e algum k. O conjunto Vj é chamado conjunto ezcepcional e pode ser

1Veremos na Secdo 1.2 que o nome técnico para esse fendmeno é grafos bipartidos pseudo-aleatdrios.



vazio. Dizemos que a particao P de V é (e, k, G)-regular se é (e, k)-equipotente, se o nimero de pares
(Vi,Vj), com 1 <14 < j <k, que néo sao (g, G)-regulares é no méximo s(g)

Na sua primeira versao, aquela usada na prova do Teorema 1, o Lema de Regularidade foi provado
para grafos bipartidos. Em 1978, Szemerédi [33] demonstrou uma versdio para grafos arbitrarios. O
LEMA DE REGULARIDADE de Szemerédi é o seguinte resultado.

TEOREMA 2 Dados um real 0 < € < 1 e um inteiro mg > 1, existem inteiros positivos ng = ng(e, mop)
e M = M(e,mg) > my tais que se G = (V, E) é um grafo com pelo menos ngy vértices, entio eziste
uma particao (e, k,G)-regular de V', onde mo < k < M.

O conjunto excepcional é uma conveniéncia técnica para garantir que as outras classes tenham
exatamente a mesma cardinalidade (veja o Coroldrio 8 na pdgina 12 para uma versdo sem a classe
excepcional). A cota superior M para o nimero de partes assegura que para grafos grandes as partes
sao grandes também. Escolhendo mg grande, podemos aumentar a proporcao de arestas que estao
sujeitas a condicao de regularidade entre os pares da particao e tornamos irrelevante o numero de
arestas contidas dentro das partes.

Por exemplo, dado ¢ < 1 real positivo e mg > 1 inteiro, apliquemos o Lema de Regularidade para
um grafo G de ordem 7 suficientemente grande. Observe que

n n
1 1—a) 2 <y <2

) A-oF<mi<?

para todo i € [k]. Ainda, dado um real positivo d < 1, considere os pares (V;,V;), para 1 <i < j <k,

que sdo (g, G)-regulares de densidade pelo menos d. Entao, pondo |V;| = m para todo i € [k],

(i) Vo contém no méximo 1/2(en)? arestas e existem no méximo |Vp|mk < enmk arestas que ligam
vértices de V| aos vértices das outras classes;

(ii) cada um dos no méximo e(g) pares irregulares contém no méximo m?

arestas;
(iii) entre os pares e-regulares de densidade < d hd < dm? arestas;
(iv) cada V;, para i € [k], contém no méximo () arestas.

Seja G" = G"(P,d, €) o grafo obtido de G removendo as arestas descritas nos itens (i)—(iv). Entao,
1 2 € 92 K 5 1 5 "
e(G) < 5(671,) + enmk + g™ k* + Edm +om k+e(G"),
portanto, usando o limitante superior em (1) para |V;| = m (Vi € [k]) temos

(2) e(G") > e(G) — %2 (d+ 4e + L) :

mo



Esse grafo G” obtido é muito 1til nas aplicagoes, o que j4 indica que devemos ter problemas se o
grafo for esparso (ou seja, se e(G) = o(|V|?), quando |V| — 00) pois o Lema de Regularidade aproxima
o grafo G pelo grafo vazio. Uma versao para grafos esparsos foi demonstrada independentemente por
Ra&dl e Kohayakawa (1991, veja [22] e Segao 3).

Vejamos uma idéia da prova do Lema de Regularidade. Seja G um grafo de ordem n e suponha
um par (A4, B) de subconjuntos disjuntos de vértices que nado é (e, G)-regular. Ponha A; e B; subcon-
juntos de A e B, respectivamente, que atestam a e-irregularidade, isto é, |A1| > ¢|4|, |Bi| > ¢|B| e
|d(A1,B1) —d(4, B)| > e. Sejam Ay e Bs os complementos de A; e By em A e B, respectivamente.
Defina uma “densidade” para essa partigdo do par (4, B) pondo

= ({41, 42} ,{B1, B2}) = — Zd A;, B;)?| Ail|Bj|.

No que segue, como ilustracdo, mostramos que d > q(A, B) + *n"2| A||B|. Essa é a idéia funda-
mental na prova do Lema de Regularidade: quando ha muitos pares irregulares, refinamos a particao.
Como d é limitado superiormente e a densidade cresce substancialmente, apés um nimero finito de
refinamentos teremos uma partigao e-regular de (A, B). Agora,

Z e(4:,B))* _ 1 e(Al,B1)2+ 3 e(4;, By)?
Tl JAB T n? \JABY] 52, Al Bl
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz?

d >i e(41, B1)? + (Zi+j>2e(Ai’Bj))2
- [ A1||B1] > [ Ail 325 1B

_ 1 (e(A1,B1)* | (e(4,B) —e(41, B1))’
[ Aa]| B |AlIB| - |Al|B1| )

Pondo 6 = d(A;1,B1) —d(4,B) = e(A1,B1)/|A1||B1] — e(A, B)/|A||B|, temos que, e(A1,B1) =
5|A1||B1| +e(4, B)|A1||Bi1|/|Al| B, portanto,

22 > (Z ) , que segue da usual 3 a2 320:% > (3 aibi)?.



2
e(A,B e(A,B)
(31AullB1] + SA2) (oA, B) — SE2 14113y | - 514 1By

>

2 A B TAT
—as]] + EEE s ‘fﬁ' g)mlnBll
>82|Aq|| By | + %

>UETL s B,

pois |A1| > €|A|, |B1| > ¢|B| e |§| > €. Portanto, d > q(A, B) + £*n=2|A||B|.

Note que no caso do Lema de Regularidade estamos interessados quando as partes envolvidas tém
a mesma cardinalidade, ou seja, acima |A| = |B| e particionamos os pares irregulares em partes de
mesma cardinalidade. Dessa forma, seguindo a bibliografia, chamaremos essa “densidade” de indice
da particao que é definido como segue.

Definimos o indice da particao P = {Vy, V1,...,Vi} por

ind(P Z d( Vz,V

1<z<]<k:

Observe que 0 < ind(P) < 1/2.

O indice mede o quanto a particao é regular. Se a particdo tem muitos pares (A, B) irregulares
nés podemos tomar X C A eY C B que violam a condi¢io de regularidade em (A, B) e fazer deles
elementos de uma nova partigao. No refinamento o indice cresce por uma constante aditiva fixa e como
o indice é limitado superiormente, apés um nimero limitado de refinamentos teremos uma particao
e-regular. Essa idéia estd formulada no lema abaixo. O seguinte resultado é o coracao do Lema de
Regularidade.

LEMA 3 Seja G um grafo de ordem n. Sejam ¢ < 1 um real positivo e P = {Vp, ..., Vix} uma particio
(g,1 + k4F)-equipotente de V(G) tal que

4% > 60075

Se mais que 5(]2“) pares (V;,V;) sdo e-irrequlares entio eziste uma particio (e, 1 + k4¥)-equipotente Q
de V(G) com
n
< ‘V0| + 4_I€



vértices na classe excepcional e tal que

e

(3) ind(Q) > ind(P) + TR
u

A prova do Lema de Regularidade segue por repetidas aplicagoes do Lema 3. Por (3), temos que
no t-ésimo passo
! > ind(P;) > ind(P) + te>
2 V= 32’
portanto, com no méximo 16e~° passos temos uma particio (g, G)-regular de V(G).
A partir do lema acima provamos o Lema de Regularidade pondo s o menor inteiro tal que

2
4% > 600", s >mg e s> .
€

Definimos a seqiiéncia f(0), f(1),... pondo f(0) = s e, indutivamente, f(t+1) = f(t)4/®), para todo
inteiro positivo t. Tome T' o maior inteiro ¢ > 0 para o qual existe uma partigao equipotente P de
V(G) em f(t)+ 1 classes com

ind(P) > —

e com classe excepcional de cardinalidade no maximo

1

Tal particdo certamente existe para ¢ = 0. Pelo Lema 3 e pela maximalidade de T a particao é
e-regular. Assim, podemos tomar M = f(|16e °]).

1.1 O Lema de Regularidade em Teoria Extremal de Grafos. O Lema de Regularidade é
uma poderosa ferramenta em Teoria Extremal de Grafos.

Um ponto central nas aplicagoes em Teoria Extremal é o seguinte: dado um grafo G e fixado
parametros d > ¢ > 0, construimos o grafo cujo conjunto de vértices é uma particao dos vértices
de G e as arestas sdo dadas pelos pares (g, G)-regulares de densidade pelo menos d. Veremos que
os subgrafos pequenos desse grafo, em geral garantidos por algum resultado extremal, também sao
subgrafos de GG. Esse fenomeno estd formalizado no Lema 13. Também, veremos uma demonstragao
do famoso Teorema de Erd6s—Stone baseada nesse paradigma e onde o resultado extremal usado é o
Teorema 4 abaixo, o conhecido Teorema de Turan.

O Teorema de Erdds—Stone, algumas vezes chamado Teorema Fundamental da Teoria Extremal
(apud [4]), foi provado por Erdés e Stone [10] em 1946. Esse resultado diz respeito a um problema da
Teoria Extremal conhecido como o problema do subgrafo proibido: dados um inteiro positivo n e um



grafo H determine o niimero méximo de arestas, denotado por ex(n, H), que qualquer grafo de ordem
n deve conter para nao ocorrer H como subgrafo. Um grafo G que néo contém H e com ex(n, H)
arestas € dito grafo extremal.

Vamos analisar o caso H = K", para r > 1 inteiro. Um candidato natural a grafo extremal é
um grafo (r — 1)-partido completo. Suponha que A e B sao partes de um grafo (r — 1)-partido com
|A| —|B| > 2. Note que transferindo um vértice de A para B temos um novo grafo (r — 1)-partido com
|A| — |B| arestas a mais. Dessa forma, estamos interessados no grafo (r — 1)-partido onde o tamanho
das partes diferem de no méximo 1 vértice. Esse grafo é denotado por T" 1(n).

Note que, para inteiros n, r > 1, temos

o(T" () < (1 - T;) (g)

De fato, prova-se que se n = (r — 1)k + 4, com 0 < i < r — 1, entdo

(@) o) = 5 (223 ) 02 - )+ (3):

Em 1941, Turén (apud [4]) provou que o grafo T"~!(n) é extremal com relacio a conter K”. Mais
que isso, esse grafo é nico com essa propriedade.

TEOREMA 4 Para todos n, r > 1 vale que ex(n, K") = e(T"1(n)). Ainda, todo grafo G de ordem n
que ndo contém K" e com ex(n, K") arestas é o grafo T"~'(n) (a menos de isomorfismos). [ ]

O Teorema de Erd8s-Stone diz que com e(T7!(n)) +yn? arestas, para qualquer 0 < y < 1, temos
nao s6 um K" mas um K"(t), isto é, o grafo r-partido completo com t vértices em cada classe, para
todo inteiro positivo t se n for suficientemente grande.

TEOREMA 5 Dados inteiros r > 2 et >1 e um real 0 < v < 1, existe ng > 0 tal que todo grafo com
n > ng vértices e pelo menos
e(T"" (n)) +yn®

arestas, contém K" (t) como subgrafo.

ex(n, K"(t)) = (1 - r%l + 0(1)) (Z)

O Teorema de Erd6s—Stone tem o seguinte, bastante interessante, corolério.

Em outras palavras,

COROLARIO 6 Para todo grafo H temos



De fato, note que pela equagao (4) temos

(7 (-0 | 2])) <oty <e (r (- 0] 24])).

. e(T™1(n)) 1
lim ————* =1— ——.
L0 =

portanto,

Tome r = x(H). Dessa forma H ¢ T" 1(n), portanto, e(T" *(n)) < ex(n,H). Por outro lado,
H C K"(t) para t suficientemente grande, portanto, ex(n, H) < ex(n, K"(t)). Fixe um t para o qual
vale essa desigualdade. Para todo v > 0 temos, pelo Teorema de Erdés—Stone para n > ng,

ex(n, K™(t)) < e(T" (n)) 4+ yn?.
Entao, para n suficientemente grande temos
e(T""'(n)) _ex(n,H) eT "'(n)) 2y

GIG) ® 1-L

portanto, segue o corolario.

Note que se £ = {H1,...,Hs} é uma familia de grafos, podemos definir ex(n, £), de modo natural,
como o nimero méximo de arestas para um grafo de n vértices nao conter algum grafo da familia £
como subgrafo. Entao, pondo r = min {x(H;): i € [s]}, se r > 3 temos que

ex(n, L) = (1 - 1 -t 0(1)> (72‘)

Essa descrigao assintética de ex(n, L) foi mostrada por Erdés e Simonovits [9] em 1966. Essa forma
geral do problema do subgrafo proibido, isto é, o problema de determinar o niimero maximo de arestas
de um grafo de ordem n que nao contenha qualquer elemento de £ é conhecido como problema eztremal
do tipo Turdn.

1.2 Grafos pseudo-aleatérios. Escrevemos G(n) para a familia dos grafos de ordem n e Gy, para
um grafo arbitrario de ordem n. Considere a seguinte propriedade para grafos.

Ps: Para todo real positivo € < 1 e todo inteiro positivo mg existem inteiros positivos ng = ng(e, mop)
e M = M(e, mg) tal que G,,, para n > ng, admite uma partigao (e, k, Gy, )-regular Vp, V1,..., Vg, com
mo < k < M, tal que

1
(Vi,V;) é (e,Gp)-regular e |d(V;,V;) — 3 <€




nao vale para no méximo s(g) pares (V;,V;), com 1 <i<j<k.

Nao ¢é dificil mostrar que para o grafo aleatério G, ,, para p = 1/2, a propriedade P vale com
probabilidade tendendo a 1, quando n — co. Em 1989, Chung, Graham e Wilson [6] introduziram uma
classe de propriedades de grafos que sao equivalentes e satisfeitas por grafos aleatérios quase-sempre,
isto é, propriedades P tais que

Pr[G, € G(n): G, satisfaz P] — 1 quando n — co.

No Teorema 7 abaixo, listamos essa classe de equivaléncia de propriedades que sao satisfeitas para
grafos aleatdrios quase sempre, para probabilidade de arestas 1/2. Resultados andlogos podem ser
provados para probabilidade de arestas p, para todo 0 < p < 1 fixo, basicamente pelos mesmos
argumentos.

Um grafo que satisfaz alguma (portanto, todas) dessas propriedades é dito grafo pseudo-aleatdrio.
Simonovits e S6s [30], em 1991, provaram que Pg é uma propriedade pseudo-aleatéria de grafos.

No que segue adotamos as seguintes notagoes, N5 (H) e Ng, (H) denotam o nimero de cépias
induzidas e nao necessariamente induzidas de H em G, respectivamente. Denotamos por g, (z) o
conjunto dos vértices adjacentes ao vértice z em G,,. Usamos C? para denotar o circuito com t arestas
e A= A(Gn) = (azy)eyev(a,) ¢ a matriz de adjacéncias de G,. Lembramos que A é uma matriz
real simétrica, portanto, admite autovalores reais. Denotamos por AAB a diferenga simétrica dos
conjuntos A e B, ou seja, AAB = (AUB)\ (AN B).

TEOREMA 7 Sao equivalentes:
P1(s): Para todo grafo H de ordem s, s > 4 inteiro,

Nz (H) = (1+o0(1))n*2-0).

Pa(t): Parat > 4 inteiro par,

e(Gr) > (1+ o(1)) (3)2 e N, (€ < (1+o(1) (3) -

P3: Considere uma ordenagdo |Ai| > --- > |A,| dos autovalores \; de A(Gy,). Entao,
oGn) 2 (1+o() (3),  M=(+o)f e  do=oln),
P4: Para cada U C V(G,), temos
o(U) = i|U|2 +o(n?).

Ps5: Para cada U C V(G,), com |U| = |n/2], temos



Pg: Para todo z,y € V(Gy), se S(z,y) = V(Gy) \ (['(z)AT'(y)), entdo

> 18w - 5| = o).

z,yev

P7: Para todos z, y € V(G,)

> |r@ nrwl - 7| = o).

z,yev

Note que P2 vale somente para circuitos pares. O seguinte exemplo mostra a diferenca, neste contexto,
entre circuitos pares e circuitos impares. Sejam G um grafo com 4n vértices e Vi, Vo, V3, V4 subcon-
juntos disjuntos de V(G), cada um de tamanho n. Em Vj e em V5 colocamos todas arestas, entre V3
e Vj colocamos todas as aresta e entre V3 UV, e V3 U Vj colocamos as arestas com probabilidade 1/2.
Esse grafo nao é pseudo-aleatério, entretanto, valem P1(3) e P2(2t 4+ 1) para todo ¢ fixo.

Todas essas propriedades séo facilmente verificadas valerem para o grafo aleatério Gy, 1/2 quase-
sempre, exceto possivelmente, P3. Ocorre que Pg também é natural se conhecemos as relagoes entre
os autovalores de um grafo e suas propriedades estruturais.

O leitor interessado pode encontrar uma dezena de exemplos de grafos pseudo-aleatérios em Tho-
mason [34]. Vejamos um deles, mas antes do exemplo de grafo pseudo-aleatério, vejamos algumas
notagoes e alguns resultados béasicos de algebra. Dizemos que um inteiro a é um residuo quadrdtico
médulo um primo p > 3 se p nao divide a e

a=2> (modp)

para algum inteiro z. O simbolo de Legendre, (-/p), é definido da seguinte forma: se p divide a, entdo
(a/p) = 0, sendo
+1 se a é residuo quadratico de p,
(a/p) = S »
—1 se a nao é residuo quadratico de p.

Os seguintes resultados sao teoremas béasicos de algebra.
(a) Metade dos inteiros a tais que 1 < a < p — 1 sao residuos quadrdticos de p.
(b) Se d divide p— 1, entdo z% = 1 (mod p) tem exatamente d solucies.
(c) Para todo primo p vale a? = a (mod p).
Desses trés resultados, temos que o conjunto dos residuos quadraticos de p € igual ao conjunto das

solucoes de
p—1

z'2 =1 (mod p).

11



Portanto, se p nao divide a, vale que

-1
(5) (a/p) =a’z  (mod p),
e, se p também nao divide b, temos que

p—1 p—1

(6) (a/p)(b/p) =a"7 b"7 = (ab)"7 = (ab/p).

O grafo de Paley, (Qp, ¢ um dos exemplos de grafos pseudo-aleatérios mais conhecidos e usados. Ele
é definido para todo primo p =1 (mod 4) (existem infinitos primos dessa forma!) pondo V(Qyp) = Zy,
o corpo finito de ordem p, e as arestas sdo dadas por E(Qp) = {{i,j}: (i —j/p) = 1}. Note que da
escolha de p temos, por (5), que (—1/p) = (=1)P~1/2 = 1 e isso quer dizer que {i,5} € E(Q,) estd
bem definido pois

(i—j/p)=1e (i—j/p)(-1/p) =18 (j—ifp) = 1.

Agora, observe que k € V(@) é adjacente a 4, j € V(Q)) distintos, ou nao-adjacente a ambos se,
e somente se, ,’j—:; é um residuo quadratico de p. Mas, para quaisquer um dos (1/2)(p — 1) — 1 res{duos

quadraticos a, de p, diferente de 1, existe um tnico k tal que
k—1 j—1

=1 =
k-7 k-j ¢

Assim, S(i,j) = 1/2(p — 3), portanto, Pg vale.

Terminamos esta se¢ao com duas observagoes. Primeiro, que @), difere do grafo aleatério de ordem
p e probabilidade de aresta 1/2, G 1/2, no seguinte: S.W. Graham e C. Ringrose [17] provaram que o
tamanho do clique méximo de @, que denotamos w(Q,), é tdo grande quanto logplogloglogp para
infinitos valores de p, enquanto que o valor esperado de w(G),1/2) é (1+0(1)) log p (apud Bollobés [3]).
Segundo, relembrando o que foi afirmado na Segao 1, isto é, superficialmente o Lema de Regularidade
diz que qualquer grafo pode ser decomposto em um nimero limitado de grafos bipartidos pseudo-
aleatérios.

1.3 Variagoes sobre o tema. Como dissemos, a classe excepcional é um dispositivo técnico para
garantir que as outras classes da particao tenham a mesma cardinalidade. De fato, podemos distribuir
igualmente os vértices dessa classe entre as outras classes de modo que a e-regularidade é preservada
para um ¢ ligeiramente maior. Vejamos uma versao sem a classe excepcional.

COROLARIO 8 Dados 0 < ¢ < 1 e mg > 1, existem n{, = nj(e,mg) e M' = M'(e,my) tais que se
G = (V,E) é um grafo com pelo menos ny vértices, entao existe uma particio P = {V1,...,Vi} de
V tal que, para todos 1 < i < j < k, HVA — |V]H < 1 e o nimero de pares (V;,V;) que ndo sdo
(e, G)-regulares é no mdzimo e(g), onde my < k < M’.
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.., V2} a partigao

PROVA. Aplicamos o Lema de Regularidade para €2/8 e mq e seja Py = {Vo, VP,
que obtemos. Ponha nj, = ng e M’ = M. Sabemos que |Vy| < e?n/8 e que

2
e“\n n
1— =)= <|V? < =, para todo i € [k].
(1-5)F<misto 0
Tome P = {Vi,...,Vi} a parti¢do obtida a partir de Py dividindo, o mais igualmente possivel,
os no maximo £2n/8 vértices de Vj entre as classes nio-excepcionais de Py. Dessa forma, podemos

escrever V; = V2 U V/, para todo i € [k], com |V/| < &2n/(8k).
Vamos mostrar que se (V2 Vjo) é (e?/8, @)-regular, entdo (V;,V;) é (g, G)-regular.
Para i = j, 1 € [k] distintos, seja X; C V; tal que |X;| > €|V;|. Entao, podemos naturalmente

escrever X; como a uniao disjunta X U X|. Portanto,

3 n
X0 = 16— 1) 2 elVil — 7] =l - (- ol 2 (- 5) &

Por outro lado, | X!| < |V/| < ?n/(8k). Também, |[V°| > (1 — (¢2/8))n/k. Por ora, vamos assumir a

seguinte condicao de continuidade
Se |A%, [B°|>C e|A], | B|<c<Cese A=A"UA e B=B°UP,

7
@) emw|aAJn—dmﬂB%p<%.

Para ¢ = j, [ temos que
2

e“\n _ €n

X >(e—-=)=>==>=
|”—G 8)k 8k= 8

Ainda,
|d(V, V) — d(Xy, Xj)] <
|d(Vi, V5) = AV, V)| + 1 d(X7P, X7) — (X3, X;)| + | d(V, V) — d(X7, X7)].-

Do pardgrafo anterior e de (7) tiramos que
R

Resta provar (7). Por um lado, temos que
3c

e(4°% B°) + [A°%c +|B°c +¢? 0 10
d(4,B) < - <d(4",B") + —,
(4,B) ATIB| ( )t &
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e por outro, temos que

e(A%, BY) e(A%,B%) (2 0 oy 2¢
d(A,B) > > >d(4%,B%) — —.
B2 Gy g+ = Tasel © o = ) TG
Portanto, segue (7) e estd provado o coroldrio. [ |

Uma versao do Lema de Regularidade afirma que se colorirmos as arestas de um grafo, entao
podemos particiona-lo em um nimero limitado de classes de forma que quase todos os pares sao
regulares em cada cor, simultaneamente. Para tanto, defina d, (A4, B) como a densidade das arestas
de cor « entre o par (A, B).

TEOREMA 9 Dados um real positivo € < 1 e inteiros positivos r, mg > 1, existe M = M (e, mg,r) tal
que para toda r-coloragdo das arestas de um grafo G o conjunto dos vértices V(G) pode ser particionado
em subconjuntos Vo, Vi, ..., Vi, onde mg < k < M, tal que |Vp| < en, os subconjuntos restantes tém a
mesma cardinalidade e no mdzrimo e(g) pares (Vi,V;), com 1 < i < j <k, nao satisfazem a seguinte
condicdo de regularidade: para todos X C Vi e Y C V; com cardinalidades | X| > ¢|Vi| e |Y| > e|V}|
temos

|da(X,Y) — da(Vi, Vj)| <,
para toda cor .

Para demonstrar esse resultado, usamos a prova original substituindo a definicao de indice por
i 1
ind(P) = o) 3 da(Vi V)
a iy
[ |

1.4 Exemplos de aplicagoes. Primeiro vejamos que muitos vértices tém graus “préximos”. Se-
jam A e B subconjuntos disjuntos de vértices de um grafo G.

PROPOSIGAO 10 Se (A, B) é e-regular com densidade d e Y C B com |Y| > ¢|B|, entdo

{z € A: [D(z)NY| < (d - )|V} < e|A]-

PROVA. Seja X o conjunto dos pontos de A tais que [I'(z) NY| < (d — ¢)|Y|. Entdo e(X,Y) <
| X|(d — €)|Y|, portanto, d(X,Y) < d(A, B) — € e pela e-regularidade do par |X| < ¢|A|. [ |

Vale o seguinte resultado geral dizendo que tipicamente uma [-upla de pontos de A tem d'|Y|
vizinhos em comum.
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PROPOSIGAO 11 Se (A, B) é e-regular com densidade d ¢ Y C B com (d — &) 1|Y| > €| B|, entdo

‘{{wl,...,xl}: z,€Ae |Yﬂ (ﬂF(w,))‘ < (d—e)l|Y|} < le|All.

ProvA. Por indugdao em [ > 1. |

Observe que as duas proposigdes acima valem para > (d + €)[Y| e > (d + €)!|Y| no lugar de
< (d—¢)|Y] e < (d —€)!|Y], respectivamente.

Vamos ver uma aplicagdo num resultado sobre existéncia de progressoes aritméticas. Ponha ri(n)
para a cardinalidade méxima de um subconjunto de [n] que ndo contém uma progressao aritmética de
k termos, que abreviamos k-PA. Pelo Teorema de Szemerédi temos que ri(n) = o(n). O caso k = 3 foi
provado analiticamente por Roth, em 1954, usando uma adaptagao de uma técnica conhecida como
método de Hardy-Littlewood. Vejamos uma demonstragdao combinatoéria deste caso.

TEOREMA 12 Com a notacdo acima
r3(n) = o(n).

PROVA. Sejam X, Y e Z cdpias disjuntas de [3n] e A C [n]. Ponha S para o conjunto das triplas
(z,y,2),comz € X,y €Y ez € Z tais que

y—w:z—y:z;zeA.

Seja G = (V, E) o grafo com 9n vértices, X UY U Z, e as arestas sdo os pares contidos em alguma
tripla de S. Entao, e(G) > 3|A|n e E(G) pode ser decomposto em e(G)/3 triangulos aresta-disjuntos,
que chamaremos de triangulos candnicos.

A primeira observagao é que se G contém um tridngulo que nao é candénico, entao A contém uma
3-PA.

De fato, se z/,9/,2’ formam um tal tridngulo, onde vy — z’ # 2’ — ¢/, entao paraa = 3y — 2’ e
b =2 —y temos a,b € A, pois {z/,y'} e {y/,2'} fazem parte de alguma tripla de S, e também
% = % € A, e temos uma 3-PA em A.

Agora vamos supor que |A| = an, para alguma constante « > 0, e vamos provar que A deve conter
uma progressao aritmética. E suficiente mostrar que o grafo G deve conter um triangulo nao-canonico.

Ponhav =9nee(G) = (Z) > 3an?, onde B é uma constante fixa e independente de n. Apliquemos
o Lema de Regularidade em G com € = % e mgy = [6_1-|.

A segunda observacao é que o numero de arestas nao contidas em pares com densidade pelo menos

B/6 é, por (2), no maximo
v? V2B B(v
Fd+5e) =57 < §(2>'
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Removendo essas arestas obtemos G” que ainda contém um triangulo T', pois existiam S3(})/3
triangulos aresta-disjuntos em G. Ainda, as trés arestas deste tridngulo estdo contidas em pares e-
regulares com densidade pelo menos /6. Vamos supor que esses pares sao os dados por Vi, V; e
Vs.

A terceira observagao é que, pela Proposicao 10, se (V1, V3) e (Va, V3) sdo e-regulares, entdo existem
pelo menos (1 — 2¢)| V3| vértices v € V3, cada um ligado a pelo menos (/6 — €)|V;| vértices de V;, para
i = 1,2. Entdo, fixe algum deles, digamos v, e ponha I';(v) para o conjunto de vizinhos de v em V.

De 3/6—¢ = 96/60 > € temos que existem pelo menos (3/6 —¢)|T1||T2| > (98/60)3|V1||Vz| arestas
ligando vértices de I';(v) com vértices de I'y(v). Cada aresta corresponde a um triangulo contendo
v. Desde que, dois tridngulos canodnicos nao tém dois vértices comum, entao existem no méaximo
|V1| = V3] tridngulos candénicos contendo v.

Portanto, para n suficientemente grande, G contém um tridngulo que nao é candénico, entao como
ja foi observado, A contém uma 3-PA. |

1.5 Sejam G um grafo, P = {Vy, V4,..., Vi } uma partigao do seu conjunto de vérticese d > ¢ > 0
reais. Definimos o grafo reduzido R = R(P,d,e) pondo V(R) = {V4,...,Vi} e V;V; € E(R) se, e
somente se, (V;,V;) é (g, G)-regular de densidade pelo menos d.

Dado um inteiro positivo ¢ ponha R(t) o grafo obtido de R substituindo cada vértice por um
conjunto de ¢ vértices e cada aresta pelo grafo bipartido completo K**.

O préximo lema afirma que todo subgrafo de R(t) é também subgrafo de G, dado que € é pequeno
suficiente e V; grande suficiente, onde os valores de ¢ e |V;| dependem somente da densidade d e do
grau maximo de H, A(H).

LEMA 13 Dados reais d > € > 0, um grafo R e um inteiro positivo m construa o grafo G pondo para
cada vértice de R um conjunto de m pontos e substituindo cada aresta de R por um par e-regular
de densidade pelo menos d. Seja H um subgrafo de R(t) com h vértices e grau mdzimo A. Ponha
go=(d—¢e)2/(2+A). See<egget—1<eym, entio H C G e, mais que isso, o mimero de copias
rotuladas de H em G € maior que

((d=e)® = Ae)m — (t—1))" > (gom)".

PROVA. Suponhamos, sem perda de generalidade, que V(H) = {v1, ..., v} e suponha que |[V(R)| = r.
Considere H C R(t) e seja h: V(H) — V(R(t)) injetora, um homomorfismo de grafos.
Podemos escrever

V(G) = V1<G) U---UV9, com |Vi(G)| = m para todo i € [r],

e, também,
V(R(t)) = V1<R) U---UVH | com |V;-(R)| = { para todo i € [r].

r
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Vamos definir um homomorfismo injetor ¢g: V(H) — V(G) indutivamente. Para todo j € [h]
ponha

C;(0) = V9, onde i & tal que h(v;) € V' C V(R(%)).

Dessa forma, C; (i) denota o conjunto de vértice de G candidatos a g(v;) no i-ésimo passo. Enquanto
a imersao segue C}(i) vai ficando menor até o j-ésimo passo, quando g(v;) é escolhido.

Para ¢ > 1, no i-ésimo passo escolhemos g(v;) € C;(i—1) tal que, para todo j > i com v;v; € E(H),
vale que

(8) ITa(g(vi)) N C5( = 1) > (d —€)|C5(i — 1)].

Para todo j > ¢ fazemos a atualizagao

, C;(i —1)NTq(g(vi)) sevw; € E(H),
G =9 g v
(i —1) caso contréario.

Ou seja, queremos escolher g(v;) tal que C; (i) nao seja pequeno, isto é, ndo muito menor que C;(i —1).
Porém, pela Proposigao 10, a menos de €|C;(i—1)| escolhas para g(v;), temos |C;(i)| > (d—¢)|C;(i—1)]
para cada j.

Para todo j > 4, defina d;; = | {l € [i]: vjv; € E(H)} |, ou seja, o nimero de vértices v;, com [ < 1,
que sao adjacentes a v;. Entao, para todo j > 1,

|Ci(5)| > (d —e)%im se dij > 0 e
|Cj(2)| = 1m Se dij = 0.
Assim, para todo j > 4, temos |C;(i)| > (d — €)*m > em. Entdo, quando escolhemos g(v;) todos os

vértices de C;(7 — 1), menos Aem deles, satisfazem (8) para todo j > 4, e no maximo t — 1 vértices ja
foram escolhidos. Conseqiientemente, temos pelo menos

Ci(i— 1) — Aem — (t —1) > ((d — €)® — Ae)m — (£ — 1) > egm

escolhas para g(v;). [ ]
Vejamos uma demonstragao do celebrado Teorema de Erdds—Stone. Lembremos que o Teorema de
Erdés-Stone diz que se G,, tem pelo menos e(T"~1(n)) + yn? arestas entdo o grafo G,, contém K (t).

Usaremos o Lema de Regularidade para mostrar que G tem grafo reduzido denso o suficiente para
conter K" e usaremos o Lema 13 para concluir que K" (t) C G.
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PROVA DO TEOREMA DE ERDOS-STONE. Sejam 7, t > 2 (se t = 1 temos o Teorema de Turén) e G

um grafo de ordem n e pelo menos e(T™~%(n)) + yn? arestas. Escolha ¢ suficientemente pequeno, isto
é, tal que
(vy—o)"
<gg= -
=0T Ty
e B=2y—4c —d—mo~! > 0 para mg >y ! inteiro e d = 7.
Seja P = {Vb, V1,...,Vi} a partigdo dada pelo Lema de Regularidade e escreva |V;| = m, para

todo i € [k]. Assuma
t—1)M
n 2 max {ﬁ’nO(g’mO)} .
Sabemos que n > mk e temos que

m:n—|Vo| S noen :n(l—e) S t—l’
k - M M €0

assim, estamos nas hipéteses do Lema 13.

Consideremos o grafo reduzido R = R(P,d,¢). Entdo, basta provar que K" C R e, pelo Lema 13,
teremos K'(t) C G. Vamos estimar o niimero de arestas de R.

Sabemos que e(G) < e(G") + (d + 4¢ + mo~!)n2/2. Cada aresta de R corresponde a no maximo
m? arestas de G”, portanto, temos e(G) < e(R)m? + (d + 4¢ + mo~')n?/2. Como B > 0 e n > mk,
temos

e(R) > (e(G) — (d+4¢ + mo—l)”—Q) -

2 ) m2

G) — (d+4e+mo )n?/2\ 1
Z(e( ) —( ;2;;;2 0 ) /)519
> (2(2(/2 - (d—|—45—|—m0_1)) %1&

(T (n) | 1 >1k2
2( o RT3

1 1
1- K
> ( r— 1) 27
para n suficientemente grande. Portanto, e(R) > e(T"~!(k)), logo, temos que K" C R. [ |

Observe que provamos mais.

TEOREMA 14 Sejam H um grafo de ordem h e v > 0 um real. Para todo n suficientemente grande,

“ () ()

entdo o nimero de copias rotuladas de H em Gy, é maior que (en/M)", onde ¢ = e(y) e M = M(e).
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PROVA. Seguindo a demonstragao do Teorema de Erdos-Stone temos que

(R)> (1 = +8 K
© x(H) =1 2’
portanto, pelo Corolario 6, na pag. 8, temos que H C R e pelo Lema 13, o teorema. |

Em contrapartida, temos o seguinte resultado observado por Fiiredi, que diz que se um grafo tem
poucas cépias de um grafo fixo, entao ele pode ser coberto com poucas arestas.

TEOREMA 15 Para todo grafo H de ordem h e todo real v > 0 existe B = (v, H) > 0 tal que se
G = G,, tem no mdzimo Bn" cépias de H, entdo podemos tornar G livre de H removendo no mdzimo
yn? de suas arestas.

PROVA. Apliquemos o Lema de Regularidade para ¢ suficientemente pequeno (< (d —e)2/(2+A)) e
mo > ¢~ 1. Tome B = (¢/M)" e considere o grafo G = G"(P,~,€) o grafo obtido de G removendo as
arestas que nao interessam.

Se H C G”, entao H C R = R(P,~,¢e). Mas, pelo Lema 13 o nimero de cipias rotuladas de H

em G é maior que
h h
h n en h
Em >(€—) >(—) = pn".
em) > (2)" > (51)" =
Portanto, G” nao contém H. Resta observar que de G para G” jogamos fora no méximo yn? arestas.

2 Algumas aplicagoes classicas

2.1 Um Problema extremal do tipo Ramsey-Turdn tem a seguinte formulagao: sejam L =
{L1,...,L,} uma familia de grafos, c¢: E(G,) — [r] uma r-coloragao das arestas de G,, tal que para
todo ¢ € [r] ndo temos um L; monocromdtico da cor i e a(Gy) < m. Nestas condigoes, qual é o
numero méximo de arestas que G, pode ter?

Uma das primeiras aplicagoes do Lema de Regularidade € o seguinte resultado do tipo Ramsey-
Turdn demonstrado por Szemerédi [32].

TEOREMA 16 Para todo inteiro positivo n, se G de ordem n ndo contém K* e a(G) = o(n), entdo
e(G) < n?/8 + o(n?).

PROVA. Para ¢ > 0 fixo, tome mg > ¢!

Regularidade, que

e suponha, para M = M(e,mp) dado pelo Lema de

2
M
e(Gp) > (1/8 +6e)n?, a(G,) < Eﬂn— 1 e n> >’
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Vamos mostrar que K* C G.

Seja P uma particao (g, k, G)-regular dos vértices de G dada pelo Lema de Regularidade. Assuma
|Vi| = m, para todo i € [k]. Note que a(G) < £2m. Tome d = 2¢ e considere o grafo reduzido
R = R(P,d,¢e). A demonstragdo segue em dois casos.

Primeiro, suponha que e(R) > k2/4. Pelo Teorema de Turdn o grafo R contém um tridngulo,
digamos V1V, VoV3 e V1V3. Sabemos que pelo menos uma fragao 1 — 2¢ dos vértices de Vi tém pelo
menos (d — €)m vizinhos em V5 e em V3. Fixe um tal v € V; e ponha X seus vizinhos em V5 e Y seus
vizinhos em V3.

Nao é dificil provar que todo grafo J de grau médio ¢(J) > a(J) contém triangulo.

Agora, |X|, [Y| > em, portanto, |d(X,Y) — d| < ¢, donde tiramos que e(X,Y) > e3m?. Usamos
esse fato e o pardgrafo anterior, lembrando que a(G) < &?m, para concluir que G[X U Y] contém
triangulo e, portanto, G[V; U V3 U V3] contém K*. Com isso terminamos o primeiro caso.

Agora, podemos supor que e(R) < k2/4. Tome G” = G"(P, 2¢,¢), o grafo obtido a partir de G
ndo considerando as arestas descritas em (i)-(iv) na pégina 4. Por (2) temos que e(G”) > (1/8+¢)n2.
Entao,

e(G")

m

Y AV V)= > e(G")(n/k)™% > (1/8 + €)k?,

1<i<j<k
e no méximo k2/4 dessas densidades sio ndo-nulas, portanto, a média dessas densidades ndo-nulas é
maior que p = 1/2+4e. Logo, existe um par com densidade maior que . Sem perda de generalidade,
assumimos que d(Vy, Va) > u.

Ponha H = G[V; U V5]. Vamos mostrar que H contém K*.

Pelo menos (1 — €)m vértices de Vi tém, cada um, mais que (d — €)|Va| = (1/2 4 3¢)m vizinhos
em Vs. Escolha dois deles, digamos z, y € Vi, adjacentes. Isso pode ser feito pois podemos tomar &
pequeno o suficiente para que (1 — &)m > 6em.

Entdo |T(z) NT(y) N Va| > 6em > &2m, portanto, existem z, w € I'(z) N ['(y) adjacentes. Dessa
forma, K* C H C G. [ ]

Em 1976, Bollobas e Erdés [5] mostraram que existe uma seqiiéncia de grafos (Hp)nen tais que
K* ¢ H,, o(H,) = o(n) e e(H,) > n*/8 — o(n?), ou seja, a constante 1/8 é a melhor possivel. O
problema de determinar

max {e(G,): K? Z G,, e a(Gy,) = o(n)},

foi completamente resolvido, usando o Lema de Regularidade, por Erdds, Hajnal, Sés e Szemerédi [§]
em 1983.

2.2 O préximo resultado, o Teorema de Ruzsa-Szemerédi, também foi uma das primeiras apli-
cagoes do Lema de Regularidade. Dizemos que um emparelhamento M em G é induzido se as Unicas
arestas de G ligando vértices de M sao aquelas de M.

TEOREMA 17 Se Gy, € a unido de n emparelhamentos induzidos, entio e(Gy) = o(n?).
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PROVA. Vamos provar a seguinte afirmacio: Seja 0 < & < 1 arbitrdrio e n > 2M/e?, onde M =
M (g,mg = 4e~ ') é dado pelo Lema de Regularidade. Se para algum inteiro positivo k o grafo G, é a
unido de k emparelhamentos induzidos, entdo e(G,) < 5en? + ken.

Tome d = 2¢ e considere o grafo G” = G”"(P,d,¢), onde P = {Vj, ..., Vi} é uma particdo (&, k, G,,)-
regular dada pelo Lema de Regularidade. Vejamos que todo emparelhamento induzido em G” contém
no méaximo en arestas.

Tome I C G” um emparelhamento induzido em G”, ponha U = V(I), U; = UNV, e A =
{i € [k]: |Ui| > e|Vil}

Também, ponha L = J;c, U; e S = U \ L. Entéo

|| < Z|U1| < ZS% < en.

iZA igA

Se |U| > 2en, entao |L| > |U|/2 e, portanto, existem u, v € L adjacentes. Suponha, sem perda
de generalidade, que u € V5 e v € V5. Entao d(Vh,V2) > 2¢ e como |U;| > ¢|V;], i = 1,2, temos que
d(U1,Us) > €, ou seja, existem mais que e|Up||Usz| > min {|U1|, |Ua|} arestas ligando vértices de Uy a
Us, contradizendo o fato de I ser induzido.

Logo, |U| < 2en donde segue que I contém no méximo en arestas. Portanto, como e(G”) >
e(Gy) — 5en? e G, é a unido de k emparelhamentos induzidos, segue que e(Gy) < 5en? + ken. [ |

Esse teorema que acabamos de provar é, na verdarde, equivalente ao que é conhecido como Teorema
de Ruzsa-Szemerédi [29] provado em 1978.

TEOREMA 18 Se H ¢é um hipergrafo 3-uniforme sobre n vértices contendo cn? (hiper)arestas entdo
existem 6 pontos que geram 3 ou mais arestas, para todo n > ny(c).

PROVA. Observe que o Teorema 15 no caso de tridngulos diz que dado um real positivo € existe um
real positivo § tal que para todo G = G, com no méximo &n? tridngulos, existe E’ C E(G) com
|E’| < en? tal que a remogdo de E’ de G o torna livre de tridngulos.

Suponha H é um hipergrafo tal que quaisquer 6 vértices geram menos que 3 arestas. Vamos
mostrar que e(H) = o(n?).

Construa um grafo G da seguinte forma: para cada {z,y,z} € E(H) ponha {z,y}, {y, 2} e {z,2}
em F(G). Entao ¢(G) = 3e(H) e como seis vértices geram no maximo duas triplas de H temos que o
ndmero de tridngulos em G é 0 méximo (72‘) = o(n?), ou seja, para todo § > 0 o nimero de tridngulos
em G, é menor que én3.

Portanto, existe E’ como enunciado acima, ou seja, tal que G \ E’ é livre de triangulos. Como os
tinicos tridngulos de G sdo aqueles gerados por alguma aresta de H temos que e(H) < en?, para todo
real positivo €. |

O Teorema de Ruzsa-Szemerédi tem a seguinte conexdao com o Teorema de Roth sobre 3-PA. Seja
f(k,n) o nimero méximo de arestas que pode conter um grafo de ordem n que é uma unido de k
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emparelhamentos induzidos, ou seja,

f(k,n) = max { e(Gp): G = U M;, onde M; é emparelhamento induzido}.

i€k
Entao,
n, 9N
n
De fato, tome ay,...,a.,(,) uma seqiiéncia de inteiros positivos que nao contém uma 3-PA. Defina o

grafo bipartido G = ([2n] U [3n], E), onde
E={(z+ai,x+2a;):z €[n]ei€[r3(n)]}.

Entdo |E| = r3(n)n e G = U, {(z +as,z +2a;): i € [r3(n)]}. Resta observar que cada fator da
unido é um emparelhamento induzido em G. Portanto, f(n,5n) > r3(n)n. A desigualdade f(k,n) <
5en? + ken, para todo n suficientemente grande, prova que r3(n) = o(n).

O Teorema de Ruzsa-Szemerédi pode ser formulado da seguinte maneira: Seja Hj; a familia dos
hipergrafos r-uniforme com k vértices e t arestas. Defina ex(n, H};) como o niimero méximo de arestas
que um hipergrafo r-uniforme com n vértices pode ter para nao conter uma copia de algum membro
de Hy . Entao, existe ¢ > 0 tal que

enr3(n) < ex(n, He3) = o(n?).

Frankl e R6dl sugerem que algo similar deve funcionar para provar que r¢(n) = o(n), onde para algum
problema extremal sobre hipergrafos PE(k) temos cota superior o(n!) e cota inferior cn!~!rg(n). Eles
verificaram que r4(n) = o(n) usando esta técnica.

2.3 Vejamos uma aplicagdo em Teoria de Ramsey. Denote por R(H) o menor n € N tal que para
todo grafo de ordem n, ou o grafo contém uma cépia de H ou o seu complemento contém uma copia de
H ou, equivalentemente, o menor natural n tal que qualquer 2-coloragao das arestas do grafo completo
K™ contém uma coépia monocromatica de H.

O seguinte resultado é devido a Chvétal, R6dl, Szemerédi e Trotter [7], de 1983. Ele diz que o
nimero de Ramsey, R(H), de um grafo H com grau limitado é linear no tamanho do grafo.

TEOREMA 19 Para todo inteiro positivo A existe uma constante ¢ = c(A) tal que todo grafo H com

grau mdzimo A(H) < A wvale que
R(H) < c|H]|.
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PROVA. Aplicamos o Lema de Regularidade para mo = R(K2T1) e ¢ tal que

e < g = M e e < # _ 1
B A+2 mo — 1 r’
para d = 1/2 e para todo r > my.
Tome
_ M
= go(l —¢)’
onde M = M(e,mgp). Escreva |[H| = h e considere G de ordem n > max{ch,ng(e,mp)}. Vamos

mostrar que G ou o seu complemento, GG, contém uma cépia de H.
Seja P = {Vb,..., Vi} uma particao (e, k, G)-regular dada pelo Lema de Regularidade e assuma
que |V;| = m para todo i € [k]. Entao,

n—|Vo| _ n—en 1—¢ h
= > > = —.
9) m % Vi > ch

Tomando o grafo reduzido R = R(P,0,¢) temos que

> (o) ) (2)

(-l E)E
- E ST E) 2
1 k2
>(1_E_5)5
N FRE S TR A
k mo—l k 2

portanto, pelo Teorema de Turdn, K™ C R.
Defina uma 2-coloragao das arestas de R por

0 se d(V;,V;) >1/2,

1 caso contrario,

«(ViVj) = {

para todos i, j € [k] distintos.
Denote por R? e R! os subgrafos induzidos em R pelas arestas de cor 0 e cor 1, respectivamente.
Entdo, esses sdo os grafos reduzidos para os paramétros P,1/2,¢e em G e em G, respectivamente.
Pela defini¢io mg = R(K21!) temos K* C K™ monocromético, onde t = x(H) < A+1, portanto,
ou H C R°(h) ou H C RY(h). Logo, por (9) e pela escolha de € podemos usar o Lema 13 para concluir
que HC Gou H CQG. ]
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2.4 Por toda esta segao v, §, 0, € e § denotam reais positivos menores que 1.

Diferente do que vimos até agora, os resultados desta segao dizem respeito a subgrafos induzidos.
Neste caso, existe uma versao para o grafo reduzido, o grafo reduzido induzido e uma versao “induzida”
do Lema 13 que diz que todo subgrafo induzido do grafo reduzido induzido é subgrafo induzido do
grafo original. O grafo reduzido induzido I(P, 8,¢) é definido como na Segdo 1.5, pagina 16, com a
condicao extra que 0 < # < 1/2 e para todos V;, V; € P temos que g < d(V;,V;) <1 —p6.

Vejamos, sem nos aprofundarmos nos detalhes, que um subgrafo induzido de I é um subgrafo
induzido do grafo original G. Sejam G um grafo, P = {Vy, V1,..., Vi } uma parti¢do do seu conjunto
de vértices e 3, € > 0 reais. Seja H um subgrafo induzido de I = I(P, 3,¢) com conjunto de vértices
V(H) ={V,,..., W, }. Agora fazemos como no Lema 13, vamos escolher vy,...,v, € V(G) tal que
G[{v;}?_,] é uma cépia induzida de H em G.

Ponha C;(0) = Vj; o conjunto de vértices candidatos a v;. No 4-ésimo passo escolhemos v; €
C;(i — 1) tal que para todo j > % temos

ITa(vi) N Cj(’i -1 > B - 8)|Cj(i —1)| se Vl,VlJ €eEH)e
Ta(vi) NCj(i — 1) < (B +¢)|C;(i — 1) se V,Vi; ¢ E(H),

e fazemos a atualizacdo C;(i) = C;(i — 1) NTg(vs).

Dessa forma, v; é adjacente a mais que (8 — ¢)|C;(i — 1)| ou nao é adjacente a mais que (1 — (8 +
€)|C;(i —1)| > (8 — €)|C;(i — 1)| vértices de Cj;(i — 1) dependendo se V,V}, é ou ndo uma aresta de
H.

Dizemos que um grafo G tem a propriedade (k,m,3,¢), para 0 < 8 < 1/2, k e m inteiros, se seu
conjunto de vértices V(G) pode ser particionado em k subconjuntos Vi, ..., Vi de mesma cardinalidade
m tal que todo par (V;,V;) sdo e-regulares com densidade maior que 8 e menor que 1 — 3, para todo
1 <i<j<k.Rodl [27] provou o seguinte lema.

LEMA 20 Dados 0 < 8 < 1/2 real e k > 0 inteiro ezistem e, = €(k,3) e my = m(k,B) tal que todo
grafo G com a propriedade (k,m,[,er), com m > my, contém todos os subgrafos de ordem k como
subgrafo induzido.

Prova (EsBOCO). A prova é por indugao em k, para todo 5. Para k = 2 tome my = |1/8] > 2 e

Ek = ,3
Suponha que o resultado vale para todo inteiro positivo < k e para todo 0 < 8 < 1/2. Dados k+1
e ( tome g = e(k,8/2) e my = m(k,3/2), para os quais vale o lema, e defina

Ept1 = 5(k+1,ﬁ):min{m,gek},e
Mgl = m(k+1,6):max{2[%-|,k+l}.

Seja G um grafo com a propriedade (k + 1,m,[,ext1), onde m > myy1. Escolha um vértice
Uk+1 € Viy1 com mais que (d(Vigs1,V;) — €k+1)|V;| e menos que (d(Viy1,V;) + €k+1)|Vj| vizinhos em
Vj, para todo j € [k].
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Agora, para todo j € [k] escolha B; C Vj tal que
(i) |B;| = [Bm/2] > my,
(ii) se {vj,vk41} € E(H) entdo {u,upy1} € E(V}, Viy1), para todo u € Bj e, se {vj,vk+1} € E(H)
entdo {u,up11} & E(V},Vit1), para todo u € B;.

Queremos aplicar a hipétese de indugdo em By,...,Bj;. Vamos mostrar que os pares (Bj, Bj)
sdo (e, G)-regulares. Tomemos X; C B; e X; C Bj;. Temos que min{|X;|,|X;|} > eg|B;| >
2ep4+1/B [Bm/2] > €ry1m, e como (V;, V;) é gq1-regular temos

|d(Xs, X;) — d(Bs, Bj) < |d(Xi, X;) — d(Vi, V)| + [ d(V5, V) — d(Bs, Bj)| < 2€k41 < €.
Logo, por indugao, existem u1,...,u, com u; € B; para todo i € [k], tal que {u;,u;} € E(G) se, e
somente se, {v;,v;} € E(H), portanto, G[u1,...,uxt1] € isomorfo a H. [ |

Em 1979, Erdé8s [11] perguntou se, dado um inteiro positivo k, existe d tal que todo grafo G de
ordem n suficientemente grande e tal que para todo S C V(G) com |S| > n/2 vale que

(3-9)(3) <o < (3+4) (3
entdo G contém K*.

Dizemos que um grafo G tem a prorpiedade (v,d,0) se para todo S C V(G) com |S| > 4|V (G)|
temos

(0 —4) ('g') < e(G[S]) < (0 + ) ('g').

Em 1986, Rodl [27] provou o seguinte resultado que responde na afirmativa a pergunta de Erdés.
De fato, ele provou um resultado mais forte que aquele conjecturado.

TEOREMA 21 Para todo inteiro positivo k e para todos o e vy, existe § e existe um inteiro positivo ng
tal que todo grafo de ordem n > ng com a propriedade (y,0,0) contém todo grafo de ordem k como
subgrafo induzido.

ProvAa (EsB0gO). Observe que se o grafo G,, tem a propriedade (v, d, o) entdo o seu complemento
satisfaz (y,d,1 — o). Também, como podemos considerar os complementos dos grafos em questao,
vamos supor o < 1/2.

Suponha

4 4 3
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Ponha mog =k e

o 1 To 1 o 9 1
—mind 2 - —1-9 2 T2
d=ming g = l= = og(1—e) M2}
M
N, = max{ [1—-‘ m(k,0/2),n0(6,m0)} )

onde M = M (e, mp) e ng(e, mp) sao dados pelo Lema de Regularidade. Por (10) temos que € e § sao
positivos.

Seja Gy, paran > N1, com a propriedade (v, d,¢) e uma partigao (g, t, G, )-regular P = {Vp, ..., Vi}
dada pelo Lema de Regularidade. Prova-se que

(11) % <d(V;, V) <1- % para todos i, j € [t].

Donde deduzimos o teorema da seguinte forma: o nimero de arestas do grafo reduzido R(P, d, €) para
d = 0 é maior que (1 —¢) (;) e, pelo Teorema de Turan, podemos conluir que K™° C R.
Sejam Vs, ..., Vs, pares 2-a-2 (g, Gp)-regulares. Temos |Vs,| > Ni(1 —¢)/M > m(k,0/2) e

e <e(k,0/2). Logo, G, satisfaz a propriedade (k,m(k, ), 8,¢(k,3)) para = o/2. [ |
Ro6dl também provou o seguinte resultado.
TEOREMA 22 Para todo inteiro positivo k e para todos o e § com § < o < 1—10, existe v e um inteiro

positivo ng tal que todo grafo de ordem m > ng com a propriedade (y,d,0) contém todos os grafos de
ordem k como subgrafo induzido.

PROVA. Antes de demonstrarmos esse teorema, observe que se
11
01 = max 0+(5—§,§—a+(5
entdo, se (), satisfaz (v,d,0) também satisfaz (y,d1,1/2) e podemos assumir que 0 < § < 1/2.
Portanto, é suficiente provarmos o teorema para o = 1/2 e para todo k e todo § < 1/2.
Defina 8 = 1/2— 4 e assuma que k > 3/8. Seja mg o menor inteiro tal que qualquer trés coloragao
das arestas do K™ induz algum K* monocromético. Ponha

1
€ = min {mo_l, Ek (k, iﬂm) }

e sejam My, ng e a particao Vp,...,V; de V(G) dados pelo Lema de Regularidade, onde G é um grafo

com
Momk }

NO = max{no,
1—c¢
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vértices e com a propriedade (v, d, o) para

k(1 —¢)
Y= M.
0
Se R é o grafo reduzido para d = 0 temos e(R) > (1 —¢)(}) > (1 — ﬁ)(;), portanto, pelo
Teorema de Turdn temos que K™ C R, ou seja, existem classes V..., Vs, tal que todo par

(Vsi» Vs;) € (g, G)-regular.
Para tal K™, considere ¢: F(K™0) — [3] uma 3-coloracgdo de suas arestas dada por

1) o({i,5}) =1se d(VSuVSJ) < B/2;
(ii) (p({i,j})ZQSe ,3/2<d(V91-,VS]-)<1—,6/2;e

Vejamos que ndo pode ocorrer K* monocromético da cor 1 ou 3. Primeiro, para cor 1. Se
G’ = G|, V] temos, onde V/ sdo os vértices do K*¥ monocromitico e pondo m = |V;,
k2 T

t 20 m
' (2)m§+(2)t 1 r_ 1
d(G") < @) <2ﬂ+k<2 J.
Para a cor 3 temos (t) ) 5
N m -5 . B 1 _1
d(G") > @) >1-5 -2 <5+é

Como |[V(G")| > £1V(G)|(1 — €) = 7|V (G)| contradizendo o fato de G ter a propriedade (v, 4,1/2).
Para a cor 2 temos que G satisfaz a propriedade (k,m, /2, k), para m > my. De fato, para todos

1 e 7 temos
No NO 1—5M0mk
=Vl >1—-e)— > (1 —¢)— > =
Vgl =1Vl 2 (=032 2 (1= )32 = 572

e d(Vy, ng) € (B/2,1 — B/2) com esses pares e-regulares por defini¢do. [ ]

mg

3 O caso esparso e grafos Ramsey-minimais

Para uma seqiiéncia de grafos com e(Gp) = o(n?) o Lema de Regularidade nao fornece informagao
alguma. Ele aproxima G,, pelo grafo vazio pois o niimero de arestas que desprezamos é quadrético no
nimero de vértices. Nesta se¢ao veremos uma variante do Lema de Regularidade para grafos esparsos.

Fixe um grafo G = (V, E). Para uma particao Q de V dizemos que G é (Q, n)-uniforme, para
0 < n <1 fixo, se para algum p € [0,1] e para todo A, B C V disjuntos quando Q §é trivial ou
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pertencentes a partes diferentes da partigdo se Q nao é trivial, e tais que |A|, |B| > n|V|, temos a
seguinte condigao de pseudo-aleatoriedade

|ec(4, B) — pl|A||B]|| < np|A|B.

Se Q é trivial e ) > 0 estd fixo, o grafo aleatério G, , é um exemplo de grafo (Q, n)-uniforme; neste caso
de partigdo trivial dizemos simplesmente n-uniforme. Um grafo aleatério Gy, , com p = p(n) = C/n é
n-uniforme quase-sempre, para C' dependendo somente de 7.

Para um subgrafo gerador H de G definimos a densidade relativa de H em G no par (A, B) de
subconjuntos disjuntos de V' por

(12) du,c(4,B) =

caso contrario.

{eH(A,B)/eG(A,B) se eq(A,B) > 0,

Dizemos que o par (A, B) de subconjuntos disjuntos de V é (e, H, G)-regular se para todo X C A
eY C B com |X| > ¢|A| e |Y]| > ¢|B| temos

|dH’G(A,B) — dH,G(X,Y)| <eE.

Dizemos que uma particdo (e, k)-equipotente Vp, Vi, ..., Vi dos vértices de G é (¢, H, G)-regular se o
ndmero de pares (V;,V}), para 1 < i < j < k, que nao sao (g, H, G)-regulares é no maximo e(g) O
seguinte resultado foi provado por Kohayakawa em 1991 (veja [22]), e independentemente, por Rodl.

TEOREMA 23 Dados um real positivo € < 1 e inteiros mqg, | > 1, existem constantes positivas n =
n(e, mo,l) e M = M (e, mo,l) > mg tais que para todo grafo (Q,n)-uniforme G, onde Q ¢é uma I-
particio de V(QG), se H C G é um subgrafo gerador de G, entdo existe uma (k + 1)-particao (e, H,G)-
reqular de V(G) que refina Q, com mo < k < M.

O papel da particao Q é unicamente de controlar a particao dada pelo teorema no caso de grafos
l[-partidos. Note que essa versao implica o caso denso se tomamos G = K"; por esse motivo dedicamos
a Secao 3.2 a uma demonstragao desse caso esparso, incluindo sua versao para o Lema 3.

Vejamos uma variante do caso esparso. Sejam G = (VJE) fixoe 0 < n < 1le0 < p < 1
Dizemos que G é n-superiormente-uniforme com densidade p se para todos A, B C V disjuntos com
A}, | B > n|V] temos

ec(4,B) < (1+n)p|A||B|.

Definimos a p-densidade entre A e B em G por

eg(A, B)

dg (A, B) = L5 0)
GwAB) =~ raB]

e escrevemos dp(A, B) se G é subentendido. Note a relagao entre a defini¢do de p-densidade com a de
densidade de G relativa & Gy, , (eq. (12)).
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Para 0 < e <1e A, B CV disjuntos nao-vazios dizemos que (A, B) é (&, p)-regular se para todos
X CAeY CBcom |X|>¢|lA] e|Y| > ¢|B| temos

|dp(A, B) — dp(X,Y)| <e.

Uma particao (e, k)-equipotente P = {Vy, V1,..., Vi } do conjunto de vértices V é (g, p)-regular se
[Vo| < €|V| e no méximo 5(’5) pares (V;,V;), para 1 <i < j <k, nao sao (g, p)-regulares.

Temos entao a seguinte versao esparsa que € 1til nos casos em que o grafo esparso nao é subgrafo
de algum grafo np-uniforme fixo.

TEOREMA 24 Dados 0 < € <1 emq > 1 existem constantes positivas n = n(e, mg) e M = M (e, mg) >
myo tais que qualquer grafo n-superiormente-uniforme G com densidade 0 < p < 1 admite uma (k+1)-
parti¢ao (e,p)-regular de V(G), com mo < k < M. [ |

3.1 O caso esparso em Teoria Extremal de Grafos. Considere a seguinte generalizagao do
problema do subgrafo proibido. Sejam G e H grafos e defina ex(G, H) como o nimero méaximo de
arestas que um subgrafo de G pode ter para que H nao ocorra como subgrafo. Formalmente,

ex(G,H) =max{e(J): HZ J C G}.

Dessa forma, ex(n, H) = ex(K", H).
No caso de subgrafos extremais de grafos aleatérios, isto é, quando G = G, ,, o resultado mais
simples conhecido é o seguinte, de Babai, Simonovits e Spencer [2], de 1990.

TEOREMA 25 Se F, € um subgrafo de G, 1/2 com o mdzimo possivel de arestas sem conter K3 e B,
¢ um subgrafo bipartido de Gy, 173 com o mdzimo possivel de arestas, entdo e(Fp,) = e(By). Ainda, F,
€ bipartido quase-sempre. |

Também é sabido (de [2]) que se H é 3-cromético, fixado 0 < p < 1, e F;, C Gy, € livre de H com o
numero maximo de arestas, entao

e(By) < e(Fy) < e(By) + o(n?)

quase-sempre. Ainda, removendo o(n?) arestas de F,, podemos torni-lo bipartido. Esse resultado
generaliza-se para grafos r-cromaticos.
Em 1997, Kohayakawa, Luczak e Rodl [21] conjecturaram

CONJECTURA 26 Para todo grafo ndo-vazio H de ordem pelo menos 3 e para todo 0 < p =p(n) <1
tal que pnt/m™2(H) 5 50 quando n — oo, onde

-1
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temos que

1

(13) x(Gpp, H) = (1 - @1

+ 0(1)) e(Gnp)

vale quase-sempre.

Os casos H = K® e H = C* foram, essencialmente, provados por Frankl e Rodl [13] e Fiiredi [15],
respectivamente.

Em [21], Kohayakawa, Luczak e Rodl provaram o caso H = K* e observaram que uma aplicagio
simples do Teorema 24 prova a conjectura quando H é uma floresta. O caso H = C' foi provado por
Haxell, Kohayakawa e Luczak [18, 19]. De fato, nesses casos foram verificados a Conjectura 27 abaixo

Vejamos como a versao esparsa do Lema de Regularidade, o Teorema 23, se aplica no caso dessa
conjectura. Seja J um subgrafo do grafo np-uniforme G, ;. Pelo Teorema 23, temos uma particao
(€, J,Gpp)-regular P de V(G p).

Se sabemos que para algum «y > 0 temos

o(J) > (1 - ﬁ + 7) e(Gnyp).

entao é facil encontrarmos |H| partes de P que “formam uma cépia” de H e no caso p constante,
podemos mostrar que essas partes geram uma cépia de fato de H (cf. Lema 13). Infelizmente, esse
nao é o caso quando p — 0 conforme n — oo; aqui muito “trabalho extra” precisou ser feito nos
resultados parciais conhecidos [18, 19, 20, 21].

Vejamos uma conjectura (de [21]) que implica (13). Sejam m um inteiro positivo e H um grafo com
V(H) = {v1,...,v5}, pata h > 3,0 < p = p(m) < 1 e seja V,,, = (V;)’_; uma familia de conjuntos
2-a-2 disjuntos, cada um de cardinalidade m. Dados reais 0 < ¢ < 1e 0 <y <1 e um inteiro positivo
T dizemos que um grafo h-partido F' com parti¢ao V(F) =Vi U--- UV}, e com T arestas é um

(6’ Y, Ha V’ma T)—grafo

se, para todo 1 < i < j < h, todo par (V;,V}) é (&, p)-regular e se v < dpp(Vi, V) < 1 sempre que
V05 € E(H)

CONJECTURA 27 Dados 0 < a <1 e0 <y <1 existem constantes ¢ = e(a,y) >0 e C = C(a,7y) tais
que se p = p(m) > Cm~Ym2(H) entio o nimero de (e,v,H; Vi, T)-grafos livres de H é no mdzimo

o ((g)T m2>

para todo T e todo m suficientemente grande.
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Vamos assumir a Conjectura 27 e vamos provar a Conjectura 26.
Seja § > 0 dado. Vamos mostrar que existe um K positivo tal que se p = Kn~1/m2H) entio

1 n’p
eX(Gnm,H) = (1 - W + 5) 7,

vale quase-sempre.

Tome
~

h
2e(5)
e 0 < v < §/5. Entao, pela Conjectura 26 existem ¢ > 0 e C' > 0 tais que, quaisquer que sejam m e
T, o numero de (g,7, H; V,,, T')-grafos H-livres é no maximo

o ((g)Tmz)

sep>Cm Podemos assumir que € < /5.
Agora, sejam 7 e My dados pelo Lema 24. Assuma que 7 < § < 5 e tome K = (Mp)/mH)C,
Seja G um grafo n-superiormente-uniforme com densidade p = Kn~1/"2(H) de ordem n suficien-
temente grande. Entao, todo subgrafo de G com pelo menos

o =

—1/ma(H)_

1 n2p
l————+§) —
( x(H) 1" ) 2
arestas contém um subgrafo isomorfo algum (g,7v, H; V,, T)-grafo, onde n/My < m < n/myg, para
todo T' e para mo = max{5/4, k1}, onde k; é tal que

(o) ()

para ¢ < §/5 e todo k > kj.

De fato, seja F C G com pelo menos (1 — 1/(x(H) — 1) + 6)n?p/2 arestas. Claramente, F é
n-superiormente-uniforme com densidade p.

Seja P = (V;)k_, a particdo (e, p)-regular (e, k)-equipotente dada pelo Lema 24. Ponha m = |V,
para todo i € [k]. Seja R = R(P,7,¢) o grafo reduzido de F.

Se
> (=i ve) ()

entdo F' contém um (e,7,H;Vy,,T)-subgrafo para algum 7. Agora, suponha que e(R) < (1 —
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1/(x(H) — 1) + 0)(%). Dessa forma,

(55 oo} o)

1 1
5 — 1—- —
<(e+k+7+( X(H)_1+g)+n
1 1\ n?p
=(1-— - ) —
( X(H)_1+Q+n+'y+55+k) 5
1 n2p
1l———+6§) —.
<( X(H)—1+) 2

uma contradigao.

Portanto, todo subgrafo de G com pelo menos (1 —1/(x(H) — 1) + §)n?p/2 arestas contém algum
(e,7v,H; Vi, T)-subgrafo.

Observe que nao ¢ dificil provar que o grafo aleatério G, € n-superiormente-uniforme quase-
sempre. Dessa forma, resta provar que para quaisquer inteiros positivos m e T, com n/My < m <
n/mo, um (g,v, H; Vy,, T)-subgrafo de G, , contém H quase-certamente.

Como p(m) = Km~Y/mH) > Om~1/mH)  podemos usar a Conjectura 26. Qualquer
(6,7, H; Vi, T)-grafo tem pelo menos e(H)ypm? arestas. Fixe T > e(H)ypm? e fixe m, com
n/My < m < n/myg.

Entao, o nimero esperado de (g,7, H; Vy,, T')-subgrafos de Gy, , livres de H é no maximo

gt (B < o (Leg@mf <t (%)T —om (1) <ot

que, somando sobre todo m e todo T', ainda temos que o nimero esperado de (e, v, H; V,,, T')-subgrafos
de Gy p livres de H é o(1). O resultado segue da desigualdade de Markov. Portanto temos que a
Conjectura 26 implica a Conjectura 27.

3.2 Uma demonstragao do caso esparso do Lema de Regularidade. Se Py e P; sao partigoes
equipotentes de V', entao dizemos que Py refina Py se toda classe nao-excepcional de P, estd contida
em alguma classe nao-excepcional de Py. Se Py é uma partigao arbitraria, entao Py refina Py se toda
classe nao-excepcional de P; estd contida em alguma classe de Py.

Comegamos pelo lema abaixo que é uma forma defectiva da desigualdade de Cauchy-Schwarz e
que € importante na demonstragao do Lema de Regularidade.

LEMA 28 Sejam di,...,d, reais. Entdo para todo inteiro ndo-negativo m < n
= (Y e (1& 1\
2
i= i= i= i=
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Em particular, se

entao
2
n
2 2 M
(15) > d; Z—(1+(a—1) n_m> (Z@)
=1 =1
PROVA. Ponha S, = 330, d; e Q, = Y.+, d;*. Entéo
n 2 n 2 2
(16) 0< (di_&> => (di2—2d¢&+s%) ZQn—SLa
—~ n P n n n
portanto,
P T AN R
Qn_Qm— Z (2 n—m Z (2 - n—m
i=m-+1 i=m-+1
Entao
Spn? Sp — Sm)?
Qn:Qm+(Qn_Qm)Z = +(n m)
m n—m
— ls 2_|_ nm & _ S_m ’
no" n—m\n m )

e demonstramos (14). Agora, provar (15) é ficil. Observe que (16) é a desigualdade usual de Cauchy-
Schwarz. [ |

Fixe G = (V,E) e Q = {Uy,...,U;} uma Il-particao de V. Assuma que G é (Q, n)-uniforme para
algum 0 < n < 1. Seja p = p(G) tal que, para todos A, B C V tais que A e B sdo subconjuntos de
partes distintas de Q, ou disjuntos se Q é trivial, e |A|, |B| > n|V| vale que

lec(4, B) — p|A||B|| < npl|A||B|.

Vejamos um resultado de continuidade sobre dy g e d%LG.

LEMA 29 Fize 0 < § < 1072, Sejam A, B C V tais que A e B sio subconjuntos de partes distintas
de Q, ou disjuntos se Q € trivial, com 6|A|, §|B] > n|V|. Se X C AeY C B, |X| > (1-19)|A| e
Y| > (1 —6)|B|, entdo

(") |dH,G(X’Y) - dH,G(A’B)l < 54,
(ii) |du,c(X,Y)? —duc(A, B)?| < 96.
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PROVA. Vamos provar (i). Observe que 7 < ¢, entao

en(X.Y) _ en(4,B) ~2(1 + n)pilA|B]
eg(X,Y) - eg(A,B)

1
1ﬂ > dp.c(A, B) — 36.
-7

duc(X,Y) >

ZdH,G(Aa B) —20

Por outro lado,

eH(AaB) eH(AaB)
d X, Y)< <
neXY) S X Y) S T npX|Y]

(1 =m)p(1 = 0)?|A|[B|] — (1 —n)(1—4)>
<dpc(A,B) + 59,

portanto temos (7). A prova de (i7) é similar. [ ]

Fixe uma constante 0 < € < 1/2 e um subgrafo gerador H C G. Seja Py uma (m + 1)-particao
equipotente de V que refina Q, com 4™ > ¢75. Assumimos que n < 19 = no(m) = 1/m4™t! e que
n = |V| > ng = no(m) = mat+?m,

Definimos uma particado equipotente P; de V a partir de Py da seguinte forma. Para cada par
(e, H, G)-irregular (VS(O), Vt(O) ) de classes de Py, com 1 < s < t < m, escolhemos X = X(s,t) C S(O),
Y =Y(s,t) C V;(O) que atestam a irregularidade do par, isto é, tais que |X|, |Y| > 6|V9(0)| = 5|Vt(0)|,
e lduc(X,Y) —duc(V?, V) > e.

Fixado 1 < s < m, os conjuntos X (s,t) em

(X=X(t)cV@:1<t<me (VS(O),Vt(O)) nao é (g, H,G)-regular}

definem um partigdo natural de VS(O) em no maximo 2™~! partes. Vamos chamar essas partes de

dtomos de V¥, Tome g = 4™ e ponha ¢ = |_|V5(0)|/qj, para qualquer 1 < s < m. Note que ¢ > nn.

Trivialmente, podemos escolher uma particao P; de V que refina Py tal que
(i) VO(O) é uma classe de Py,
(ii) para todo 1 < s < m, todo dtomo A C Vi contém exatamente [|A|/c]| classes de P1,
(0)

(iii) para todo 1 < s < m, o conjunto Vs’ contém exatamente ¢ = |_|Vs(0)| /c]| classes de P;.

Observe que ¢? = 4™ < |VS(0)| =c¢q+r, com r < ¢, portanto, UVS(O)VCJ = g = 4™. Entao, podemos

assumir que P; tem exatamente m4™ classes nao-excepcionais e, € facil provar o seguinte lema.
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LEMA 30 A particio P, = {Vo(l), ey Vn(@ll)} definida a partir de Py como acima € equipotente e refina
Py, com m1 =mqg=md™ e |Vb(1)| < |V0(0)| +nd="m. [ |

No que segue, para 1 < s < m, sejam V;(i), para 1 <1 < g, as classes de P; que estdo contidas na
classe V¥ de Py. Também, para todo 1 < s <m, pomos Cs = J;;<, Vs(7)-

Fixe 1 < s < m. Note que |Cs| > |[Vi¥| = (c = 1) > [V = ¢ V9 > V9|1 = ¢71). Como
g ' <10 2e q_1|VS(0 | > ¢ > nn, pelo Lema 29 temos,

(17) |di,6(Cs, Cr) — da(VO, V)| < 5¢7
e
(18) |di,6(Cs, Co)? — du, (VLD V0)?| < 9¢7,

para todo 1 < s <t <m.
Seguindo a idéia da prova no caso denso, definimos o indice ind(R) de uma particdo equipotente
R ={Vy,...,V;} de V por

) 2
1nd(7?,) = ﬁ Z dH,G(V:i,V}')2a

1<i<j<r

e observe que 0 < ind(R) < 1. Os préximos lemas mostram que para P; definido como acima temos
que ind(P;) > ind(Py) + €3/100. A prova do primeiro lema é baseada na desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

LEMA 31 Suponha 1 < s <t <m. Entdo

(0)
ZJZIdHc Vi) 2 duc(VO, V) — 15

PROVA. Seja (Vs(o), V;(O)) um par de conjuntos de Py. Entao,

B2 dnalv - F v

Z ea(Vs(i), Vi(4)  _ eH(Cs,Ct)
- 1+n)q plVs(@)[|[Vi(7)| (1 +n)p|Cs||Cy
_1 +”dHG(Cs,Ct> > d.6(Cs, C) —
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Usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz

ZdHG Vi(5))? > du,c(Cs, Cp)? — 4,

e, por (18), temos
9
di16(Cs, C1) 2 dp,c(VO, V) - =,
q
e o lema segue de 9¢ ! + 47 < £5/100. [ |
A desigualdade no Lema 31 pode ser melhorada se (Vs(o), Vt(o)) é um par (g, H, G)-irregular. Forma-
lizamos isso no seguinte lema, que é provado usando a forma defectiva de Cauchy-Schwarz (Lema 28).
LEMA 32 Sejal < s <t <m tais que (VS(O),V;(O)) ndo € (e, H, G)-regular. Entdo
5

L y 0 (0)\2 3 5
p Z: Vi), Vi(i)? 2 i (VO VO 4+ - o

PROVA. Sejam X = X(s,t) C VS(O) eY =Y(st) C Vt(O) como definido acima e sejam X* C X e
Y* CY tais que cada um é uma uniao de classes de P; e maximal com esssa propriedade.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

qs qt
x =@ e v =wnu
=1 7j=1

Da maximalidade que assumimos temos que |X*| > |X| — 2™ 1(c — 1) > |X|(1 — 2™~ 1¢/|X]|) >
IX|(1 — 2™ 1/qe) = | X|(1 — 1/e2™*1). Da mesma forma, |Y*| > |Y|(1 — 1/e2™*1). Também, note
que 1/e2mt1 <1072 e que | X|/e2™H, [Y|/e2™FL > nn.

Pelo Lema 29, temos
5

|dH’(;(X*,Y*) ng(X Y)| < 2m+1’

e sabemos, de (17), que
|, (Cs, Cr) = dig.a (VL V)| < 5¢7".

Desde que |dy,g(X,Y) — du,c(Vs © V(0 )| >eebg !t +5/e2m! < /2, temos
(19) ‘dH’(;(X*,Y*) — dHyg(Cs,Ct)‘ Z 6/2.

Ponha d;; = dg,c(Vs(i), Vi(j)), para todo i € [g]. Na prova do lema anterior verificamos que

q q
1
Do>dij = 1 4 a(Cs, C) > (1 = 20)¢dng(Cy, Co)
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Da mesma forma,

szlj < +37) q dHG(CSaCt)

i=1 j=1

qs Qi
SO diy > (1-20)gsqidu,a (X7, V") e
i=1 j=1

qs gt
Z Z dij < (14 30)qsqrdm,a(X*,Y™).
=1 j—1

Note que gsm = | X*| > | X|—-2""1c > €|VS(O)| —2m=1e > eqc—2™"1c, entdio g5 > eq—2""1 > eq/2.
Da mesma forma, ¢; > eq/2.
Ponha p = qsqiq~% > €*/2 e dS, = dHyg(CS, Cy). Por (19), temos

ds Q¢ q
— 21 ¢sq ( € )
2.2 d 1+ > D di
ij 2 2 i
i=1 j=1 1 +37I ¢ 2d5, i=1 j=1
>p ( c 2) Z dij,
3d =
ou senao, temos
qs qt q q
129 qsq ( £ )
2.2 d 1- > D di
ij < 2 i
i=1 j=1 1 +3n ¢? 2d5, i=1 j=1
q
€
<p (1 - 2) Zdij-
3dgt =

Neste ponto, usamos a forma defectiva da desigualdade de Cauchy-Schwarz para concluir que

portanto,

1 9 g
—QZZ Vi(5))
=1 j=1

2

>du,c(Cs, Ct) + 1—0 —4n
>di,c (VO V9)? 4 40 — (97 +4n)
4 5
> 0 yOy & _ &
>du,a(Vs, Vi) + 40 100’
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e estd provado o lema. [ ]

O seguinte resultado, que segue dos Lemas 31 e 32, é o correspondente do Lema 3 para o caso
esparso.

LEMA 33 Suponham > 1 e0 < e < 1/2 sio tais que 4™ > 1800e75. Seja G = Gy, um grafo (Q,n)-
uniforme de ordem n > ng = ng(m) = m4>™* onde Q é uma particio de V(G) em I classes, e
assuma que n < 19 = no(m) = 1/m4™ . Seja H C G um subgrafo gerador de G. If P = {Vq,...,Viu}
é uma particao equipotente (¢, H, Q)-irreqular de V(G) que refina Q, entdo existe uma particio P =
{Vg,---s Vi, } equipotente de V(G) tal que

(i) P1 refina P,
(i) m1 =m4™,
(iii) V3] < Vol +nd ™, e
(iv) ind(Py) > ind(P) + £°/100.

PROVA. Sejam P como descrito no lema e P; = {VO' - } o refinamento construido a partir de

B m1
P como descrito nesta segao (V; = Vi(l)). Vamos mostrar que P satisfaz (i)—(iv).

Pelo Lema 30, s6 precisamos verificar (iv). Pelos Lemas 31 e 32, temos

ind(Py) = 2 2ZZdHG i ]

i=1 i=1

= Y 52 eV V)

1S8<t5m 1,

v

e estad provado o “coragao” do Lema de Regularidade. |
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PrROvVA DO TEOREMA 23. Seja G = G,, um grafo (Q,n)-uniforme, @ = {U1,...,U;}, e H C G um
subgrafo gerador. Assuman > M, e e < 1/2. Sejam mg > 1 el > 1 inteiros dados.

Tome s > 1 tal que 454 > 1800¢°, s > max{2myg,3l/e} e €4° ' > 1. Defina f(0) = s e,
indutivamente, f(t) = f(t — 1)47(¢=1),

Agora, tome tg = [100e %] e N = max{nof(t): 0 <t < to} = f(to)¥ (") +!, My = max{6l/e, N} e
n = n(e, ko, 1) = min{mf (£): 0 <t < to} = (1/4)f(to +1) > 0.

Também, seja T' o conjunto dos inteiros ¢ > 0 tais que existe uma (k + 1)-particio P; =
{Vo,Vi,...,Vi} de V(G) tal que

(i) P; refina Q,

(i) s/4l <k < f(2),
(iil) ind(P;) > te5/100, e
(iv) |Vo| < en(1 — 27+,

Tal parti¢ao existe para ¢t = 0: tome ¢ = [n/s] e R a partigao de V(G) em blocos de cardinalidade
¢, exceto possivelmente um que terd cardinalidade no méximo ¢ — 1 e tal que cada U; contém ||U;|/c]
blocos de R. Agrupando os no maximo [ blocos de R de cardinalidade no méximo ¢ — 1 em Vy temos
() |Vo| <lle—=1) <le <lne/(38l)] < ne/2, poisn > M > 6l/e. Claramente, (i) e (ii7) valem.
Vamos verificar (i7).

Temos m < n/c < s = f(0) e sabemos que existe 7 € [{] tal que |U;| > n/l, portanto,

m > Vil > n/l > ln_/l = i.
“lLe |7 In/sl] " 2n/s 4
Se uma parti¢ao P; existe, entdo t < o = |100e7°|, pois ind(P;) > 1. Considere ¢ o maior inteiro

para o qual P existe. Afirmamos que P; é (¢, H, G)-regular: caso contrario, o lema anterior implica
a existéncia de Py, contra a maximalidade de ?. |

3.3 Grafos Ramsey-minimais. Dados grafos G e H;, para 1 < i < r, escrevemos G —

(Hy,...,H,) se para qualquer coloragao c: E(G) — [r] das arestas de G existe uma cépia de H;
em G monocramdtica da cor 4, para algum 7 € [r]. Neste caso, dizemos que G é Ramsey com relagio
a (Hi)iepr-

Por exemplo, K37 — (C4, C4). De fato, considere uma coloracdo qualquer das arestas do K37
com duas cores, digamos branca e preta. Seja T a parte do K37 com trés vértices. Podemos supor
que nos vértices distintos z, y € T incidem 4 arestas pretas cada e eles tém um vizinho comum, isto
é, ID(z) NT(y)| = 1.

Seja z # x, y vértice de T. Se em z incidem trés arestas pretas temos um C* monocromaético
da cor preta, portanto, podemos supor que em 2z incidem pelo menos 5 arestas brancas. Mas neste
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Figura 1: K37 — (C*,C*%)

caso também aparece algum C? monocromaético da cor branca pois em z e em y incidem trés arestas
brancas cada.

Dizemos que G é Ramsey-critico com relagao a r-upla de grafos (H;);c se G — (H;)ig|y) © para
toda aresta e € E(G) temos G — {e} / (H;)ic[;- Dizemos que a r-upla (H;);c] € Ramsey-finita ou
Ramsey-infinita se o conjunto dos grafos Ramsey-criticos com relagao a tal r-upla for finito ou infinito,
respectivamente.

Na prova do préximo resultado usamos dois fatos béasicos da Teoria dos Grafos. O primeiro é que
todo grafo G contém um subgrafo H com grau minimo pelo menos x(G) — 1. O segundo é que se T' é
uma arvore, entao todo grafo G de grau minimo pelo menos |T'| — 1 contém 7'. Abaixo, demonstramos
esses fatos.

PROPOSIGAO 34 Os vértices de uma drvore T podem ser enumerados, digamos v1,...,v,, de forma
que todo v;, para i > 2, tem um inico vizinho em {v1,...,v;—1}.

PROVA. Escolha vy arbitrariamente. Escolhidos vi,...,v;, com i < n, tome v € T \ {v1,...,v;} e
considere o v — v1 caminho em 7. Ponha v;41 o dltimo vértice desse caminho em 7'\ {v1,...,v;}. W

PROPOSIGAO 35 Se T ¢é uma drvore e G qualquer grafo com grau minimo pelo menos |T| — 1, entdo
G contém um subgrafo isomorfo o T.

PROVA. Enumere os vértices de T' de acordo com a proposicao anterior e construa uma cépia isomorfa
a T em G indutivamente. |

PROPOSIGAO 36 Todo grafo G tem um subgrafo de grau minimo pelo menos x(G) — 1.

ProvA. Tome uma enumeragao v1, ..., v, dos vértices de G tal que v, é o vértice que realiza o grau

minimo de G; tome v,_1 0 vértice que realiza o grau minimo de G \ {v,}; e asim por diante.
Colorimos os vértices de G com um algoritmo guloso: a partir de v1, a cor do vértice v; é a menor

cor disponivel. Assim, x(G) < 1+ max{§(H): H C G}, que prova a proposigao. [ ]
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PROPOSIGAO 37 Para todo inteiro positivo k eziste um grafo com cintura (isto €, comprimento do
menor circuito) e nimero cromdtico maiores que k.
e—1

PROVA. Assuma que k > 3, fixe ¢ < 1/k positivo e tome p = p(n) = n*~". Ponha X o ndmero de

circuitos curtos em G, ,. Entao,

Pela desigualdade de Markov

E [X] < (k _ Q)nlc—l k_ (k _ 2)nl~c—1n(e—1)k _ (k‘ _ Q)nks—l’

PriX >n/2| < (n/2) < 4

e pela escolha de ¢ temos ke — 1 < 0, que implica

lim Pr[X >n/2] =0.

n—oo

Agora, se « é a cardinalidade de um maior conjunto independente entdo
n (2) r
Pria(Gnp) 2] < (| )(1=p)¥ < (nexp{—p(r — 1)/2})",

esep=nc"ler>(1/2)n/k temos

_ -1 €
n exp (%) Snexp( 42 ) — 0,
quando n — oo.

Portanto, para n sficientemente grande temos Pr[X > n/2] < 1/2 e Pr[a > (1/2)n/k] < 1/2, ou
seja, existe um grafo G' de ordem n com menos que n/2 circuitos curtos e com conjunto independente
méximo menor que n/2k. Remova um vértice de cada um dos circuitos curtos. Assim, temos um grafo
H de ordem pelo menos n/2, sem circuitos curtos e nimero cromético

H| /2

XH) 2 omy 2 o~ F

O seguinte resultado ¢ de [26].

LEMA 38 Se T ¢é uma drvore diferente do KY™, qualquer que seja m, entdo (T,T) é Ramsey-infinito.
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PROVA. Vamos mostrar que para todo natural n existe um grafo G de ordem pelo menos n que é
Ramsey-critico com relacio a (T,T).

Defina ¢ = |T'|. Dados inteiros positivos k e n seja G um grafo tal que x(G) > t? e com cintura
maior que n.

Suponha que exista uma 2-coloragao das arestas de G tal que os dois subgrafos monocromaticos
definidos por essa coloragao, digamos G1 e G2, s@o tais que x(G;) < t, parai = 1,2. Tome ¢;: V(G;) —
[t], para i = 1,2, uma coloragio prépria dos vértices de G;. Definimos uma t2-coloragio dos vértices
de G pondo, para todo v € V(G), ¢(v) = (¢1(v),ca(v)). Claramente, ¢ é uma coloragao prépria o que
é um absurdo.

Assuma, sem perda de generalidade, que x(G1) > t. Entdao G7 contém um subgrafo H de grau
minimo pelo menos ¢ e isso implica que H contém T'. Portanto, G — (T, T).

Considere G* C G um subgrafo Ramsey-minimal. Como 7 niio é uma estrela (ou seja, K™)
temos que T' contém um caminho com trés arestas. Portanto, G* nao é uma floresta pois as arestas de
uma floresta podem ser coloridas com duas cores de modo que nao existe subfloresta monocromética
contendo um caminho com 3 arestas.

De G* conter um circuito deduzimos, pela hipétese no tamanho da cintura de G, que G* é de
ordem pelo menos n. |

De fato, a proposi¢ao acima pode ser provada para drvores 17 e T tomando G tal que x(G) >
(|IT1] — 1)(|T2| — 1) e, ainda, a proposi¢do também vale para florestas F; e Fy se assumimos que cada
uma contém um caminho de comprimento 3.

Em [25] foi provado que se x(G1), x(G2) > 3 entdo o par (G1,G2) é Ramsey-infinito. Também,
se (G1 e G5 s20 2-conexo e tais que a remogao de quaisquer dois vértices adjacentes nao desconecta o
grafo, entdo o par (G1,G2) é Ramsey-infinito.

Em 1994, Luczak [24] provou o seguinte teorema.

TEOREMA 39 Se F' é uma floresta que ndo é um emparelhamento e G contém pelo menos um circuito,
entdo o par (F,G) é Ramsey-infinito.

Para provar esse resultado vamos demonstrar os seguintes lemas.

LEMA 40 Para todo grafo G que contém um circuito e inteiros positivos m e t existe um grafo J =
J(m,t,G) de ordem n tal que

(i) J contém pelo menos 3mn cdpias aresta-disjuntas de G,

(i) todo subgrafo de J com s <t vértices contém no mdzimo (s — 1)m1(G) arestas, onde

m1(G) = max{|;(|li)1 :K?CHC G} .

A demonstragao desse lema é probabilistica e seguira das proposicoes abaixo. Seja G um grafo fixo
e X¢ o nimero de cépias de G em G, 5.
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PROPOSIGAO 41 Sejam G um grafo e p = p(n) = n~ /™ & logn. Entio Gy, contém pelo menos
n(logn)? cdpias aresta disjuntas de G quase sempre.

PROVA. Seja F uma familia aleatéria de copias de G' contidas em G, ,, cada uma pertence a F com
probabilidade
n(logn)?

= 1~ ° 7
p 4|G|'n|G|pe(G) )

independentemente.
Dessa forma, pondo X = |F|, temos

3n(logn)? < (|g|)pe<6‘>p < E[X] < 0%y = O(n(logn)?).

Vamos calcular a varidncia de X. Temos Var(X) = E [X?] — E [X]? = E[X(X - 1)+ E[X] -
IE [X]?. Vamos escrever o segundo momento fatorial & [X (X — 1)] como a soma E’[X], 4+ E” [X], do
numero esperado de cépias arestas disjuntas e arestas nao-disjuntas.

E” [X], < Z 1o ) p 2(G=1T1) p2(e(G) —e()) 2

JCG
< O(n®(log n)? Z n |J| —1/m1(G) log n)—e(J)
JCG
_ i1
< O(nlogn) Z ne(J)(m () )(log n)3—e(J) — O(nlogn),
JCG

pois a somatéria pode ser decomposta na soma para os subgrafos J tais que e(J)/(|J| — 1) = m1(G)
mais a soma para os subgrafos J tais que e(J)/(|J| — 1) < m1(G). No primeiro caso o expoente de n
se anula e e(J) > 3 pois J contém circuito e temos um fator de O(1). No segundo caso o expoente de
n é negativo e temos um fator de o(1).

Um simples argumento de contagem mostra que IE’ [X] = IE [X]? (1 4+ O(1/n)); temos

B[X],< Y o 2@ — EIX] (14 0(1/n))

ICG
Iconjunto
indepentente

Usando a desigualdade de Markov, a probabilidade do niimero de cépias aresta nao-disjuntas ser
pelo menos n(logn)? é no méximo O(nlogn)/n(logn)? = O(1/logn), portanto, a probabilidade do
niimero de tais cépias ser menor que n(logn)? é maior que 1 — O(1/logn).

Ainda,

Var(X) = E'[X] + E” [X] + E[X] - E[X]* = O(E [X] (log n)?),
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e por Chebyshev,
9 Var(X)

4 B[X)?

Pr[x < Zmpx] < = 0(1/n)

ou seja, | X| > 2n(logn)? com probabilidade 1 — o(1).
Portanto o nimero de cépias aresta disjuntas em F é pelo menos 2n(logn)? — n(logn)? quase
sempre. |

PROPOSIGAO 42 Considere as hipdteses da proposicdo acima e sejat um natural. Entdo quase sempre
Gpp contém menos que n/logn subgrafos de ordem s <t com mais que (s — 1)m1(G) arestas.

PROVA. Ponha Y o nimero de subgrafos de Gy, ;, de ordem s < ¢ com mais que (s — 1)m;(G) arestas
e defina

e =min{[(s —1)m1(G)] — (s — 1)m1(G): s € [t]}.

Entao, para constantes ¢, ¢ e ¢’ > 0,

(3) t (3)

s=1 e=[(s—1)m1(G)] s=1 e=[(s—1)m1 ()]
t r
<Y noplCDm@ < 37 g3 (1M (G) (lgg ) (6= ms (6]
s=1 s=1

< J ns (nfl/ml(G) log n)(sfl)m1(G)+e

T

' 1—e/m1(QG) (s—1)m1(G)+e 7 (log n)T — n

scn E_:I(IOg ") ¢ " e/mi (@) 0 (logn)? )"

Agora, usando a desigualdade de Markov Pr[Y > n/logn] < O(1/logn), ou seja, quase sempre ¥ <
n/ logn. [ |

PROVA DO LEMA 40. Pelos lemas anteriores, temos que existe um natural positivo N tal que para
todo grafo G que nao seja uma floresta e para todo natural ¢, existe um grafo J,, de ordem n e que
contém pelo menos n(logn)? cépias disjuntas de G e menos que n/logn subgrafos de ordem s < t e
pelo menos (s — 1)m1(G) arestas, para todo n > N.

Ponha n = max { N, exp(t?), exp(2m) }. Dessa forma, o niimero de cépias aresta disjuntas de G em

Jp, é pelo menos n(logn)? > 4nm?2, e o niimero de subgrafos de ordem s < ¢ e pelo menos (s —1)m1(G)
arestas é menor que n/logn. Portanto, o nimero de arestas que pertencem a grafos pequenos e densos
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¢ no maximo fn/ logn < n. Removendo-as ficamos com 4nm? — n > 3nm cépias aresta disjuntas em
J(m,t,G) C J,. [ ]

Lembrando a definigdo do niimero de Turan, para quaisquer grafos G e H temos
ex(G,H) = max{e(J): H¢Z J C G}.
LEMA 43 Seja F uma floresta com t vértices. Entdo
ex(G,F) < (t—1)|G|.
A prova desse lema faz uso do seguinte resultado.

PROPOSIGAO 44 Todo grafo G que contém pelo menos uma aresta contém um subgrafo H tal que

e(H) S e(@)
|H| ~ |G|

0(H) >

PROVA. Defina uma seqiiéncia de subgrafos induzidos de G = Gy 2 G; D G2 D --- da seguinte
maneira. Se G; contém um vértice v; com grau no maximo e(G;)/|G;| entao defina G;1 = G; — {v;},
senao tome H = G;.

Assim, para todo 4 temos

e(Giy1) _ e(Gi) —grau(vy) _ e(Gi) —e(Gi)/|Gi| _ e(Gi)(|Gil = 1) _ e(Gi)
|Gt |G| — 1 B G| — 1 |Gi(|Gi| — 1) Gyl
portanto
e(H) _ e(G)
> .
|H| — |G|
A desigualdade 6(H) > e(H)/|H| segue da escolha de v;. Como G contém pelo menos uma aresta
temos que H nao é vazio. |

PROVA DO LEMA 43. Seja J um subgrafo de G com e(J) > (t — 1)|G| arestas. Pela proposic¢ao
anterior J contém um subgrafo H com §(H) > e(J)/|J| portanto

e(J) (&
SH)> =—=>@t—1)—>(t—1),
|1 7]
e pela Proposicao 35 o subgrafo H C G contém qualauer floresta com no méximo t vértices. |

Agora, vamos provar que para qualquer grafo que contém circuito e qualquer floresta que nao é
um emparelhamento formam um par Ramsey-infinito.
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ProvA DO TEOREMA 39. Vamos mostrar que para todo inteiro positivo t existe um grafo de ordem
t e Ramsey-critico com relagao a (F,G). N

Fixado ¢, seja J = J(|F|,t,G) dado pelo lema acima e tome J C J o grafo gerado pelas 3|F|n
cbpias arestas disjuntas de G em J. Tome c: e(J) — {0,1} uma 2-coloracio qualquer das arestas de
J. Vamos mostrar que J — (F,G). _

Se pelo menos 2|F|n arestas sao de cor 0, entdo J contém uma cépia de F' da cor 0, pois para
uma floresta F' vale que ex(J, F) < (|F| — 1)[J| < 2|F||J|. Por outro lado, se menos que 2|F||J]|
arestas recebem cor 0, entao temos pelo menos |F||J| cépias de G monocromética da cor 1 em J.
Logo J — (F, G). N

Agora, vamos mostrar que qualquer subgrafo de J que seja Ramsey-minimal com relagao a (F, G)
tem mais que ¢ vértices.

Seja K um subgrafo de J de ordem s < ¢. Vamos mostrar que existe uma 2-coloracao c: E(K) —
{0,1} das arestas de K tal que ¢~ '(0) forma um emparelhamento e cada cépia de G C K, tem uma
aresta de cor 0.

Seja H C G tal que e(H)/(|H| —1) = m1(G). Note que H contém circuito pois G contém circuito.
Chamamos uma cépia de H em K de cdpia priprias se essa copia estd contida em uma cépia G, ou
seja, desconsideramos cépias de H que encontram mais de uma cépia de G.

Note que a cota superior para a densidade dos subgrafos de J, Lema 40(%¢), implica que cada cépia
de H em G é induzida e que quaisquer duas copias préprias tém no maximo um vértice em comum.

Seja H; C K uma cépia propria de H. Se nenhum vértice de H; pertence a outra cépia prépria
de H em K, entao alguma aresta de H; recebe cor 0 e todas as outras arestas de K que incidem em
algum vértice de H; recebe cor 1.

Por outro lado, se existe Hy com vértice em comum com H; entao temos uma seqiiéncia Hy,..., Hy
de cépias proprias de H tais que

(a) toda outra cépia H' de H em K nao tem vértice em comum com J;ey V (Hi);

(b) pelo item (i7) do lema, temos que as arestas geradas por (J;cq V (H;) séo aquelas de U,y E(H,);
e

(c) para cada j, a cépia H; compartilha um tnico vértice v; com Uie[j—l] V(H;).

Para ver (c) suponha o caso em que r cépias de H formam um “circuito” (veja figura 2). Neste caso,
o numero de arestas é, por (b), e(H)r, enquanto que o nimero de vértices é (|H| — 1)r contradizendo




(i7) do lema.

Agora, tome e; € Hy e para cada ¢ = 2,...,£ tome e; € H; tal que v; € e;. Isso é possivel pois H
contém circuito. Por (c), {e;}; é um emparelhamento. Colorimos essas arestas com a cor 0 e todas as
outras arestas adjacentes a vértices de (J;cq V (H;) colorimos com a cor 1. [ ]

Em [12] é apresentado muito dos resultados conhecidos a respeito de pares de grafos Ramsey-
minimais. Alguns resultados recentes incluem: em 1997, Kohayakawa e Kreuter [20] provaram que
para quaisquer inteiros 3 <[y < --- <[, para r > 2, a r-upla (Cli)iem é Ramsey-infinita. Também,
eles observaram que o Coroldrio 2 de Rodl e Ruciniski [28], de 1995, implica que (G,G) é Ramsey-
infinito para todo G que contém um circuito. Esses resultados usam o Lema de Regularidade, no
primeiro caso, a versao esparsa.

4 Aspectos algoritmicos

A primeira demonstracdo algoritmica do Lema de Regularidade foi dada em 1994 por Alon, Duke,
Lefmann, Rodl e Yuster [1]. Eles mostraram que, dado um grafo, podemos construir uma parti¢ao
regular do seu conjunto de vértices em tempo polinomial na ordem do grafo. Esse teorema fornece
algoritmos eficientes para muitos dos problemas cuja solugao existencial é garantida pelo Lema de
Regularidade.

Formalmente, seja T'(n) = O( o tempo necessario para multiplicarmos duas matrizes n X n
com entradas 0 e 1. Entao, o seguinte resultado € uma versao construtiva do Lema de Regularidade.

n2.376)

TEOREMA 45 Dados um inteiro positivo mg e 0 < € < 1 ezxiste M = M (g, myg) tal que todo grafo de
ordem n > M admite uma particio (e, k,G)-regular de V(G), para algum mo < k < M, e tal particao
pode ser construida em tempo O(T'(n)).

O ponto central nessa versao algoritmica é o seguinte conceito. Dado um grafo bipartido H com
classes A e B de cardinalidade n e grau médio ¢, para quaisquer z, y € B definimos a desvio de

vizinhanga de = e y por
t2
o(@,y) = Tu(@) NTay) - =

Para um subconjunto Y C B definimos o desvio de Y por

Zx,er O'(.’I,‘, y)

7= yp

Note que conseguimos calcular os desvios o(z,y) para todo par de vértices de B calculando o
quadrado da matriz de adjacéncias de H, portanto, em tempo O(T'(n)). Esse serd o fator determinante
na complexidade do algoritmo que constréi a particao e-regular.
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LEMA 46 Seja H um grafo bipartido com classes A e B de cardinalidade n e grau médio t. Seja
0<e<1/6. Seexiste Y C B com |Y| > en tal que o(Y) > (¢3/2)n entdo ocorre pelo menos um dos
seguintes casos:

1. t < e3n.
2. Em B eziste um conjunto maior que £'n/8 cujos vértices desviam de t por pelo menos e*n.
3. Ezistem A’ C A e B'C B com |A'|, |B'| > e*n/4 e |d(A’, B") — d(4, B)| > ¢*.
Ainda, existe um algoritmo com entradas H = (AU B, E) bipartido e Y C B e que retorna
(i) o fato 1 vale, ou
(ii) o fato 2 vale e um subconjunto de B demonstrando o fato, ou

(#13) o fato 3 vale e os subconjuntos A’ e B que demonstram o fato,

em tempo O(T(n)).

PROVA. Vamos assumir que I e 2 nao valem e vamos mostrar 3. Definimos Y’ =
{y e Y:|[l(y)| — ¢| < e*n}. Note que, por 2, esse conjunto nao é vazio. Escolha yo € Y’ que maximiza
Zer o(yo,y); vamos estimar essa quantia.

Temos
> > oW =eMYP- 3 Y o

Yy €Y yeY y#y' Yy EY\Y' yeYy'#y

Como |Y'| < |Y| temos que

Vamos provar por contradigdo & equagao acima que existem pelo menos €4n/ 4 vértices y € Y cujo
desvio de vizinhanca de yy é maior que 2e*n.
De fato, note que se existissem menos vértices como declarado acima, usando o fato do desvio nao
poder exceder n temos
4 3 3
Za(y,yo) Zn + |Y|2e%n < —n\Y| + 26|V < 3¢ 3n|Y].
yey
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Dessa forma, existe um conjunto B’ C Y, com |B'| > e*n/4 e yo ¢ B’, e para todo b € B’ temos
IT(6) NT(yo)| > t2/n + 2e*n. Defina A’ = T'(yg). Claramente, |A’| >t — e*n > £*n/4. Vamos mostrar
que |d(A’, B') — d(A, B)| > &*.

|B'|t?

= 2B
n

o(A,B) = 3 [T(yo) NT(B)| >

beB’

Portanto,

12 2%t
d(4',B") —d(A,B)| >——~+—— - =
A4, BY) = d(A, B)| >+ =
12 t te?
>+ 24—~ =24 — 4
_n(t+s4n)+ e

completando a prova da parte nao-algoritmica do lema.

A existéncia do algoritmo é facilmente provado. Nao é dificil ver que 1 e 2 podem ser verificados
em tempo O(n?). Se ambos os casos falharem, prosseguimos da seguinte forma. Para cada yy € B
cujo grau desvia de ¢ por menos que £'n computamos o conjunto By, = {y € B: (yo,y) > 2c'n}. A
demonstragio acima garante a existéncia de pelo menos um tal yo com |By,| > eln/4.

Os subconjuntos B’ = By, e A’ = I'(yp) s@o aqueles que procuramos e a computagao de o(y,y’)
para todos y, ¥’ € B pode ser feito em tempo O(T'(n)). [ |

LEMA 47 Seja H um grafo bipartido com classes A e B, cada uma de cardinalidade n. Seja 2n~=/* <
£ < 1/16. Assuma que no mdzimo e*n/8 vértices de B desviam do grau médio de pelo menos e*n. Se
H ndo ¢é e-regular entdo existe Y C B, com |Y| > en, tal que o(Y) > &3n/2.

PROVA. Vamos assumir que para todo Y temos o(Y) < &3n/2 e vamos mostrar que H é e-regular.
Nao é dificil provar que para testar a e-regularidade do par (A, B) é suficiente sabermos se |d(X,Y) —
d(A4, B)| < ¢ para todos os subconjuntos X C AeY C B com |X| = [¢|A|]| e |Y| = [¢|B]|]. Essa
afirmacao segue do seguinte fato, que dexamos para o leitor verificar,

1
d(4,B) = W > dx,Y),
k l
onde a soma é sobre todos os subconjuntos X de A e Y de B com cardinalidades k e [, respectivamente.
AFIRMAGAO:

2
(20) > <\P(x) nY|— t'i—') <e(A,Y)+ |V |%0(Y) + %65713.
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Vamos provar a afirmagao. Seja M = (m;;) a matriz de adjacéncias do grafo H. Entao

Z<IF<)mY|—t )<Z(|1“ nY|_t|z_|>2

zeX z€A
2
_ | 4
=D | 2t
r€EA \yeY
= t2| + 2t Yl
= My Moy, —
z€A \yeY Y17£Y2€Y Yyey

Y
:e(A,Y) t2| + Z y1 OF y2)|—26(A Y) |n|

Y17£Y2€Y

=e(A, Y)+t2| + Y (o) t2 —2e(A Y)tm
Y17Y2€Y ’ n , n
1 2

Resta mostrar que

Y|? Y| 1
1t2u — e(A,Y)tu < —ednd.
n n 5
Multiplicando a iltima igualdade por 1/(¢|Y|?) e reescrevendo, temos
t en3/5
d(A,Y) > — — ———.
(4,Y) 2 n  tY]?
De fato,
e(A,Y) _ (t—¢e*n)([Y| —¢e'n/8)
d(A,B) = >
T
_t_ €8 08t 4 1,
n Y] Y| —n 8

Dos limitantes para ¢ temos que 1 < * e de |[Y| < 1 + en temos

5,3 5,,2 1
n /5 > En /5 Z 84 + —53_
t|Y|? (en +1)? 8

Com isso, provamos a afirmacao. Agora, vamos voltar a demonstracao do lema.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (16) temos

> (i@ nv] —t'Y') > ((Z |F(m)mY|) —tm§>
zeX zeX
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E com a afirmacao acima ficamos com
Y ? 2
((Zﬂnmmyo—uxﬁi)fqm(dAY»Hw%ﬂﬂ+géM).
zeX n
Dividindo por | X|?|Y|? e depois usando o fato de e(A4,Y) < (t + e*n)|Y| +e*n?/8 e o(Y) < e3n/2 e

e > 2n~1/4 temos a estimativa

4,2 3
|4(X, )~ d(A, B)P? < (4w + S+ Pt + 2eond)

| XY |2 8 2 5
n+teln  eln?/8  eln  2°nP/5
— g2 e3nd 2en e3nd

< e(l+eh) £ 9,
- 16 128 10 ’

portanto, o par (A4, B) é e-regular. [ |

COROLARIO 48 Seja H um grafo bipartido com classes A e B, cada uma de cardinalidade n. Seja

2n~ Y% < ¢ < 1/16. Eziste um algoritmo com complezidade de tempo O(T(n)) que verifica que H ¢é
e-regular ou descobre A’ C A e B' C B, com |A'|, |B'| > e*n /16, tal que |d(A’, B’) — d(4, B)| > &*.

PROVA. Comecamos computando o grau médio ¢ de H. Se ¢t < €3n entdo de d(A, B) = t/n temos que
H é e-regular e estamos feitos.

Depois, contamos o nimero de vértices em B cujos graus desviam de ¢ de no maximo £*n. Se
existem mais que £%n/8 tais vértices, entdao pelo menos metade deles desviam na mesma diregio e se
denotamos por B’ tais vértices sabemos que |B’| > ¢*n/16. Célculos simples mostram que neste caso
|d(A,B") — d(A, B)| > &* e estamos feitos.

Agora, ou existe Y C B com |[Y| > en e o(Y) > €3n/2 e neste caso, pelo Lema 46, existem A’ e
B’ como procuramos e que podem ser descobertos em tempo O(T'(n)), ou ndo existe tal ¥ como no
comeco deste pardgrafo e assim, pelo Lema 47, H é e-regular. |

4

Vamos reescrever o Lema 3 levando em conta seu aspecto algoritmico.

LEMA 49 Seja G um grafo de ordem n. Sejam y < 1 um real positivo e P = {Vp, ..., Vkx} uma particio
(e, k, G)-equipotente de V(G) tal que 4% > 600y~>. Assuma que |Vi| > 4?*. Dados testemunhas de que
mais de 'y(g) pares (V;, V;) ndo sdo y-regulares, entao existe uma (1 +k4k)—parti§do equipotente Q de
V(G) que pode ser construida em tempo O(n) e que refina P e com menos que |Vo| +n/4F vértices na
classe excepcional e tal que ind(Q) > ind(P) + ~°/32. [ |
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Dessa forma, dado € e mg escolhemos b suficientemente grande, ou seja, tal que b > mg e 4° >
600(c*/16)~>. Tome f a funcdo inteira definida por f(0) = be f(i +1) = f(i)4’®. Ponha Q =
f([16(e*/16)75]) e ponha N = max {Q4%?,32Q/e°}. Provaremos o Teorema 45 com M = N (> Q).

Dado um grafo G = (V, E) com n > N vértices

1. dividimos os vértices de G em uma partigao equipotente P; = {Cy,...,Cy} tal que |C1| = |n/b]
e entdo |Cy| < b; fagamos k1 = b,

2. para todo par (C,, Cs) de P;, verifique e-regularidade ou ache X C Cr e Y C C5 com | X|, [Y| >
(€%/16)|C1| tal que |d(X,Y) — d(Cr, C)| > €.

3. se o numero de pares e-irregulares é no maximo e(kzl) entdo PARA,

4. usamos o Lema 49 com P = P;, k = k; e v = €*/16 para termos uma (1 + k;4%)-particio P’ que
refina P;,

5. facamos k; 1 = k4%, P;y1 = P, i =i+ 1 e voltemos para o passo 2.

AFIRMAGAO: O procedimento acima constréi uma particao (g, k, G)-regular em tempo O(7'(n)), onde

PROVA DA AFIRMAGAO. Ponha 7y = ¢*/16. Vamos provar por indugdo que na i-ésima iteracio
temos ind(P;) > (i — 1)y°/32 e que o tamanho da classe excepcional de P;, a qual denotamos V¢,
é no maximo yn(1 — 1/2%). Esta afirmacio é verdadeira para i = 1 pois o indice é nao-negativo e
Ve <b<Q < ned/20 < ny/2.

Assumindo para i > 0 vamos provar para i + 1. Pelo Lema 49, ind(P;;1) > ind(P;) ++°/32, logo,
ind(P;11) > iy°/32. Agora, pelo Lema 49, temos que |Vi | — |Vi| < n/4k < yn/20+1.

Desde que o indice de uma particdo é no maximo 1/2, podemos concluir que o algoritmo deve
parar apds no maximo [167*51 iteragdes produzindo uma partigao equipotente P; com no maximo )
classes. O tamanho da classe excepcional de P; é no méaximo yn < en.

Finalmente, observe que o numero de iteracbes é constante, como funcao de n, e o tempo de
execugao de cada passo é no méaximo O(M/(c)), onde c é a cardinalidade de uma classe ndo-excepcional
de uma particao equipotente, que é menor que n. ]

Esse algoritmo roda em tempo O(T(n)) e pode ser paralelizado; em [1] foi provado que, com
nimero polinomial de processadores no modelo EREW PRAM de computagao paralela, o algoritmo
roda em tempo O(logn).

Acabamos de ver que sabemos construir eficientemente uma particdo e-regular do conjunto de
vértices de um grafo. E quanto a verificar se uma particao dada é e-regular? Aqui temos um fenémeno
curioso, é mais facil construir uma particdo e-regular do que verificar sua regularidade!

De fato, em [1] foi provado o seguinte resultado sobre a complexidade do problema de decidir sobre
a regularidade de uma partigao.
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TEOREMA 50 O seguinte problema de decisao € co-NP-completo: dados um grafo G, uma particao
P={Vo,...., i} de V(G) e 0 < ¢ < 1, decidir se a particio P satisfaz as condigies de e-regqularidade
garantidas pelo Lema de Regularidade de Szemerédi.

Vamos ver como se demonstra esse teorema. De fato, vamos demostrar o teorema acima para
k =2 ee=1/2. Note que isso é suficiente para provar o Teorema 50.

Inicialmente, vamos definir trés problemas computacionais que farao parte das redugées polinomiais
na prova da co-NP-completude do problema de decidir se uma 2-partigao é 1/2-regular.

O primeiro problema é o clique (C(k)): dados um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k, decidir
se G contém um clique, isto é, um subgrafo completo, com k vértices.

Depois, temos o half size cliqgue (HSC): dado um grafo G de ordem n impar, decidir se G' contém
um subgrafo isomorfo ao grafo completo K s

Finalmente, temos o K**-problema (K(k,k)): dados um inteiro positivo k e um grafo bipartido
G = (AU B, E) determinar se o grafo G contém um subgrafo isomorfo ao grafo bipartido completo
KRk,

Assumimos que é sabido que ¢(k) é NP-completo, para todo k > 3. O leitor pode se referir a [16]
para uma demonstragao desse fato.

LEMA 51 HSC é NP-completo.

ProvA (EsB0OQO). Sejam um grafo G e um inteiro positivo k entradas para C(k). Podemos supor
que k é fmpar.

Se k < (|V]|+1)/2 ponha G* = G+ KVI*1-2k onde F + H significa que tomamos a unido disjunta
dos vértices de F' e H e colocamos todas as arestas entre vértices de F' e H. Caso contrario, tomamos
G* a unido disjunta de G com o gafo E?*~IVI=1 de ordem 2k — |V| — 1 e sem arestas.

Dessa forma, G* contém um clique sobre metade de seus vértices se, e somente se, G contém um
subgrafo isomorfo a K*, ou seja, HSC < ¢(k). [ |

LeMA 52 K(k, k) é NP-dificil.

ProvA (EsB0OGO). Se G é uma entrada para HSC entdo tomamos a seguinte reducdo para K(k,k):
ponha H o grafo bipartido (AU B, F') dado por A = {w;;: 1 <i,j<n},e B={fk: 1<k, l<n}e
o conjunto de arestas é dado por F' = {{a;;, 0k} :i =koui#1, j #k e {i,k} € E(G)}.

O lema segue da seguinte afirmacao que nao demonstraremos: G contém um clique de ordem
(n+1)/2 se, e somente se, H contém um subgrafo isomorfo ao grafo bipartido completo K (351252,
|

LEMA 53 O seguinte problema é NP-completo: dado um grafo bipartido G = (AU B, E), onde |A| =
|B| = n, e com |E| =n%/2—1, decidir se G contém um subgrafo isomorfo ao grafo bipartido completo
Kn/2.mn/2
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Prova (EsB0gO). Sejam G = (AU B, E) e k entradas para K(k, k). Se k > n/2 adicionamos 2k —n
vértices isolados em cada classe, caso contrario, adicionamos a cada classe n — 2k vértices, cada um
ligado & todos os vértices da outra classe. Podemos assumir que n é par e pomos k = n/2.

A demonstracao segue em dois casos.

(1)Se |E| < n?/2 — 1. Neste caso, se |E| < N?/4 — 1 estamos feitos, portanto, vamos assumir que
|E| >n?/4 - 1.

Para i = 1,2 ponha A; e B; conjuntos de cardinalidade n/2. Ponha

A'=AUA UAy e B'=BUB; UB,,
com as unioes sendo disjuntas. Para o conjunto de arestas ponha
E' =FEU E(Al, Bl) U E(Ag, Bg) U E(Al, B) U E(Bl, A),

onde E(X,Y) significa todas as aresta com um extremo em X e o outro em Y. Entao

2 m)?
|E’|:|E\+2(%) +2(%)n<%—1.

Entao se G contém um grafo bipartido completo com n/2 vértices em cada classe temos que G' =
(A’ U B', E’) contém um grafo bipartido completo com n vértices em cada classe.

Agora, se G’ contém um subgrafo H isomorfo ao grafo bipartido completo K™" entao nao existem
vértices de Az e By em H e, removendo de H os vértices de A e By temos um K n/2n/2,

Para termos o nimero certo de arestas, colocamos arestas entre os vértices de As e B, e entre os
de Bs e A, de forma que o grau dos vértices de Ay em B e o grau dos vértices de By e A nao excedam
n/2 — 1 (para nio criar cépias de K™™ em G') e até que tenhamos (2n)?/2 — 1 arestas em E'. Isto é

possivel pois
n\ 2 n 2n /n (2n)?
n n D) s BV g
|E|+2<2) +2<2)n+ 2 (2 1)— 2

(2) Se |E| > n?/2 — 1. Neste caso, sejam A1, As, By e By como no caso anterior. Ponha
E' = EUE(A1,B1)UE(Ay,B)UE(By, A),

de forma que |E'| = |E| + 3n? < (3n)2/2 — 1. Assim, como antes, G’ contém um subgrafo isomorfo &
K31/23n/2 g6 e somente se, G contém um subgrafo isomorfo a K n/in/2

Agora, colocamos arestas entre As e By, entre Ay e B e entre By e A, mantendo o grau dos vértices
de As e de By em B e em A, respectivamente, menores que n/2 até que |E’| = (3n)2/2 — 1. Isto é
possivel pois

|E|+3n2+n2+2n(g—1) >
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para todo n > 2 e |E| > n?/2 — 1. u

Agora vamos mostrar a co-NP-completude de e-regularidade: um grafo bipartido G com n vérices
em cada classe e n%/2 — 1 arestas contém um subgrafo isomorfo & K n/2n/2 g6 e somente se, ele nio é
g-regular para e = 1/2.

Suponha G e-irregular e sejam X e Y testemunhas de irregularidade de G. Devemos ter

1 1 1

d(X,Y) - §+ﬁ > 3
Essa desigualdade é possivel se, e somente se, d(X,Y) = 1. Desde que |X]|, |Y| > n/2 segue que o
o subgrafo de G induzido por X UY contém um subgrafo isomorfo & K™/ 2n” Por outro lado, se G
contém um subgrafo isomorfo & K™/2™/2 entio as classes X e Y desse subgrafo atestam a iregularidade
de G. Este fato completa a prova pois verificar que X e Y sao testemunhas de e-irregularidade pode
ser feito em tempo linear. Portanto, temos provado o Teorema 50. |

Entre as aplicagoes dadas pelos autores em [1] eles enfatizam a seguinte. Para todo § > 0 existe
¢ > 0 tal que para todo m e todo grafo com m arestas, todo grafo G de ordem n > ¢m e com pelo
menos dn? arestas contém uma cépia topolégica de H (isto é, um grafo obtido de H substituindo
suas arestas por caminhos dois-a-dois disjuntos) na qual cada aresta é substituida por um caminho de
comprimento 4. Podemos descobrir tal copia em tempo polinomial em n.

De fato, tome
70 0 20
Cc= C((S) = FM (2_07?> )

onde M é com no Lema 49. Ponha & = §/20 e mg = e~!. Aplicando a forma algoritmica do Lema de
Szemerédi que acabamos de ver, construimos uma particao (e, k, G)-regular.

Cada classe ndo excepcional tem, pela definigao de ¢, mais que (60/§)m vértices. Pela equagao (2),
como G tem pelo menos dn? arestas, temos que existem classes, digamos A e B, da particio com
densidade d(4, B) > §/2.

Seja X o subconjunto dos vértices de A com pelo menos (6/3)|B| vizinhos em B. Sabemos que a
e-regularidade implica que | X| > (1 — €)|A| > (30/6)m > 2m. Afirmamos que unindo quaisquer dois
vértices de X existem pelo menos 6m caminhos de comprimento quatro e vértices disjuntos com pelo
menos 1 vértice em B. Para que vejamos isso, fixe a1, as € X e suponha que conhecemos s < 6m tais
caminhos. Remova todos os vértices de A e de B que pertengam a esses caminhos e denote por Bj e
Bs o conjunto dos vizinhos de a; € as entre os vértices restantes de B. Claramente, para i = 1, 2,

1)
Bi| > 5|B| — 12m > e[ B,

portanto, por e-regularidade temos que quase todos os vértices de A tém muitos vizinhos em Bj e By
e assim conseguimos um caminho adicional entre os vértices a; e as.

Voltando para a prova da aplicagao do Lema de Szemerédi algoritmico, podemos construir uma
cépia de H sobre qualquer conjunto de |V (H)| vértices de X. Note que |V (H)| < 2m, pois H contém
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mais vértices no caso de ser um emparelhamento. Vamos construir os caminhos correspondentes as
arestas de H um-a-um. Suponha termos construido caminhos correspondentes a p < m arestas, e
suponha querermos um caminho entre a; e as. Vimos acima que existem pelo menos 6m caminhos
vértice disjuntos ligando esses vértices, e temos até agora usado no méximo 2m + 3p < 5m vértices, de
forma que pelo menos um daqueles caminhos pode ser escolhido. E, completamos a prova da aplicagao.
O algoritmo polinomial afirmado é imediato.

Em 1996, Frieze e Kannan [14] demonstraram uma versdo construtiva do Lema de Regularida-
de que, implicitamente, constréi uma particdo que satisfaz a regularidade garantida pelo lema. O
algoritmo deles é um algoritmo Monte Carlo que roda em tempo constante.

Vejamos uma versao do Lema de Regularidade provada em [14]. Sejam G = (V, E) um grafo
e Vi,...,V; uma particdo de V. Ponha d;; = d(V;,V;). Para todo X C V e todo i € [k] ponha
X; =X NV, Para S, T CV disjuntos defina

A(S,T) =e(S,T) = Y [SilIT;|di;.
i,j€lk]

Note que a somatéria acima é aproximadamente e(S;, Tj) se (Vi, V;) é e-regular. Portanto, A(S,T)
mede o devio da regularidade do par (S,T').

Dizemos que uma particao de V é e-suficiente se para todos S, T C V disjuntos, temos que
|A(S,T)| < en?. Niao é dificil provar que uma k-particio e-regular sem a classe excepcional é 4e-
suficiente.

Em [14] os autores afirmam que o seguinte resultado, uma versdo mais fraca do Lema de Re-
gularidade de Szemerédi mas com melhores constantes®, resolve aproximadamente Maz-Cut, Graph
Bisection, Min multi-way cuts e Graph Separator em grafos densos.

TEOREMA 54 Para todo grafo G de ordem n suficientemente grande e todo € > 0 podemos construir
uma k-particdo e-suficiente de V(G) em tempo nO(e=2)*, onde logk = O(s72). [ ]

Note que nao estamos assumindo equipoténcia das partes que pode ser conseguida com um custo
adicional O(e2). A demonstragio deste teorema é baseada nos seguintes lemas.

LEMA 55 Sejam 0 < § < 1 e G um grafo fizos. Se uma particio de V(G) ndo é e-suficiente, entdo
podemos em tempo 0(20(1/52)5*110g 6 1) construir, com probabilidade pelo menos 1 — §, um par
A, BCV(G) de conjuntos disjuntos tais que |A(A, B)| > en?/40. [ ]

LEMA 56 Dados um grafo G, uma particio P de v(G) e A, B C V(G) com |A(A, B)| > yn?, para
algum -y positivo, podemos construir um refinamento P’ de P tal que |P'| > 3|P| e ind(P’) > ind(P) +
472, |

3No Lema de Szemerédi, apenas log* k é polinomial em 1 /e. Compare com o resultado de Frieze e Kannan.
40 esconde um fator de ordem polylog(1/e)
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Portanto, segue que com no maximo 200e 2 construcdes como no Lema 55 temos uma particao e-
suficiente de V(QG).
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A Notacoes e definicoes

A.1 Teoria dos grafos. Como ja é usual em combinatdria, denotamos por [n] o subconjunto dos
naturais {1,2,...,n}. Também é usual a seguinte notagao, se X é um conjunto finito qualquer e
n < |X|, entdo usamos ()é) para denotar a familia de subconjuntos de X de cardinalidade n, ou seja,

(if) ={ACX:|A=n}).

Um grafo é dado por um par ordenado G = (V, E), onde V' é um conjunto finito cujos elementos
sao chamados vértices e £ C (‘2/) é o conjunto de arestas. Em particular, usamos K* para o grafo
completo com r vértices, isto é, [V(K")| =r e E(K") é a familia de todos os subconjuntos de V(K")
de tamanho 2.

Definimos os vizinhos de v € V por

I'e(v)={ueV:{u,v} € E},

e |I'(v)| é o grau do vértice v. Denotamos por A(G) o grau méximo em G e por §(G) o grau minimo
em G.

Se |V | = n ent@o a matriz de adjacéncias de G, A(G), é uma matriz simétrica n X n com entradas
0 e 1 indexada pelos vértices G de forma que, se u, v € V(G), na posigao u,v temos 1 se {u,v} € E e
0 caso contrario.

Uma arvore é um grafo sem circuitos e conexo (isto é, todo par de vértices é ligado por um
caminho), uma floresta é uma uniao disjunta de drvores e um emparelhamento é uma floresta onde
todo vértice tem grau 1.

Um subgrafo H de G, H C G, é um grafo H = (V(H),E(H)g tal que V(H) CV(G) e E(H) C
E(G)n (V(QH)). O subgrafo é induzido se F(H) = E(G) N (V(QH ). Se U C V(G), entdo U define
naturalmente um subgrafo induzido que denotamos por G[U].

Se U C V é tal que E(G[U]) = 0, entao U é chamado conjunto independente. A cardinalidade
do maior conjunto independente em G ¢é denotada por a(G).

Uma r-coloragao prépria dos vértices de G é uma fungao ¢: V(G) — [r] tal que ¥ (u) # 9(v)
para todo {u,v} € E(G). O menor r para o qual existe uma r-coloracao prépria dos vértices de G é
chamado o ntiimero cromaético de G e é denotado por x(G).

A.2 Notagao assintética. Sejam f e g fungoes definidas nos reais tomando valores nos reais
positivos.

g(n) = o(f(n)) se g/f — 0 quando n — oo.

g(n) = (1 +0o(1))f(n) se g/f — 1 quando n — oo.

g(n) = O(f(n)) se existe uma constante positiva ¢ tal que g(n) < c¢f(n) para todo n suficientemente
grande.
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