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1. INTRODUGAO

A topologia algébrica tem se apresentado como uma poderosa ferramenta no tra-
tamento de problemas combinatérios. Em [17] Lovész obteve um resultado em teoria
dos grafos por meio de métodos topolégicos que posteriormente Gy6ri demonstrou
de forma combinatéria [12]. Lovdsz também provou um resultado ligando o niimero
cromético de um grafo & conexidade de um espago topolégico construido a partir
desse grafo, demonstrando assim uma conjectura puramente combinatéria feita por
Kneser [15]. Este resultado foi mais tarde generalizado por Alon, Frankl e Lovész
[2] para tratar o nimero cromdtico de certos hipergrafos ligados a versdes mais
gerais da conjectura de Kneser. Nestes casos, sdo conhecidas apenas as demons-
tragoes topolédgicas destes resultados combinatérios. Uma sintese desses resultados
extremamente interessantes estd em Lovasz [18] e Alon [1].

Em [13, 27] foram apresentados resultados sobre a complexidade de proprieda-
des de grafos invariantes por isomorfismos. Esses resultados dizem respeito a outra
fascinante conexdo, entre a topologia algébrica e a complexidade de problemas com-
putacionais.

Nessa mesma, linha, temos os resultados que dizem respeito aos limitantes in-
feriores para o seguinte problema: dados P C R" e z € R" decidir se z € P.
Aqui, os primeiros resultados gerais apareceram em [8]; muitos outros vieram de-
pois [26, 3, 6, 28] e os mais recentes estdo em [5, 29]. Assim, a topologia algébrica
mostra-se util para o dificil problema de determinar limitantes inferiores para a
complexidade de certos problemas computacionais.

Os pré-requisitos para estes resultados vao desde nogoes basicas de topologia
algébrica a alguns resultados ndo-elementares como o teorema de dualidade de Ale-
xander e a dlgebra de incidéncia de reticulados. Isto faz com que estes resultados
sejam dificeis. Dessa forma, o que propomos nesta dissertacdo é estudar alguns
destes resultados e tentar escrevé-los de uma forma clara e completa, reduzindo, em
particular, os pré-requisitos.

Nas proximas segoes discutiremos mais especificamente os assuntos abordados
nesta introducgao que pretendemos tratar na dissertacao. Na 1ltima delas descreve-
mos o atual estagio de nossos estudos e damos uma, idéia de um provavel “Conteido”
para a dissertagao.

Projeto de dissertacao de mestrado sob orientagdo do Prof. Dr. Yoshiharu
Kohayakawa.



2. SOBRE 0S PRE-REQUISITOS DA TOPOLOGIA ALGEBRICA

Apresentamos aqui os resultados mais avangados da topologia algébrica que nos
serdo necessarios. Estes resultados pertencem a duas classes de teoremas: os teo-
remas de dualidade sobre variedades e os teoremas de ponto fixo. Apresentamos
também resultados que ligam a homologia de certos espacos & homologia de espagos
oriundos de certos conjuntos parcialmente ordenados.

Sejam M uma n-variedade orientada, A C M um subconjunto fechado e V a
familia de todas as vizinhangas abertas V' de A dirigida por inclusdo reversa, isto
6, V < V' se e somente se V' C V. Entdo {H*(V),jV } é um sistema direto de
modulos de homologia [9, Cap. 8], onde j“f’ é o homomorfismo induzido pela inclusao
i: V' < V. Definimos HY(A) = lim_, H1(V) (V € V).

Teorema 2.1 (Dualidade de Alexander). Se M é uma n-variedade coneza com-
pacta orientada, A C M um fechado e q um inteiro tal que H (M) = H, (M) =0,
entao

AmaL(A) = H,(M\A).

Uma referéncia para o teorema acima pode ser encontrada em [19].

A inclusio A — V induz o homomorfismo HY(V) — H?(A) e passando ao
limite temos 0 homomorfismo (canénico) k: HY(A) — H9(A). Suponha A fechado
e trianguldvel. Entdo A é um retrato absoluto de uma vizinhanca; lembrando que
a variedade M é compacta e portanto [11, Teorema 26.17.4, pag. 225] M é retrato
absoluto de uma vizinhanga temos que [11, Prop. 27.1, pag. 230] k é um isomorfismo.

E facil ver que a esfera S" satisfaz as hipéteses do teorema de dualidade de
Alexander, e é somente nela que estamos interessados. Da observacdo anterior e do
Teorema, 2.1 temos o resultado que nos interessa.

Coroldrio 2.2. H" 9" '(A) = H,(S™"\A) para todo fechado trianguldvel A C S™ e
todo ¢, 1 < g<n-—2.

Usaremos, também, o coroldrio acima com o fato de que se A é um espaco to-
poldgico tal que H,(A) é finitamente gerado para todo ¢, entdo os submddulos livres
de H,(A) e H(A) sao isomorfos (veja [24, Cor. 4, pag. 244]).

Sobre a segunda classe de teoremas temos os teoremas de ponto fixo de Smith.
Estes estabelecem uma relagdo entre um complexo simplicial A e o subespago |A|p
de sua realizagdo formado pelos pontos fixos da acao de um grupo I'.

Se R é um anel, dizemos que um complexo A é R-aciclico se Hy(A,R) = R e
H,(A, R) =0 para todo ¢ positivo. O préximo resultado é devido a Smith [23] (veja
também [16]).

Teorema 2.3. SeI' é um p-grupo agindo sobre um complezo simplicial Z,-aciclico
A, entao |Alr € Z,-aciclico.

Denotamos por x(S) a caracteristica de Euler do espago S. Os préximos dois
teoremas sdo devido a Oliver [21].



Teorema 2.4. Se o grupo I' age sobre o complezo Z,-aciclico A, e se I contém um
p-subgrupo normal Ty tal que T'/T'; € ciclico, entao x(|A|r) = 1.

Seja G a familia de todos os grupos I' contendo subgrupos I'; e I'; tais que

T <l «T,
(ii) T'; é um p-grupo, I'y/T; é ciclico e I'/T'y é um ¢-grupo, com p e g primos.

Teorema 2.5. Se I' € G age sobre o complezo Z,-aciclico A, entdo |Alp # 0.

Um arranjo de subespacos afins é uma familia finita A = {K,,...,K,,} de
subespacos afins no R*. O semi-reticulado intersec¢éo L, de A é o conjunto
parcialmente ordenado de todas as interseccoes nao vazias K; N--- N K;, com
1 <14y <--- <1i; <m, ordenadas por inclusao reversa. Definimos

m
Va=JKi e My=R"V,
i=1
O complezo da ordem A(P) de um conjunto parcialmente ordenado P é o com-
plexo simplicial cujos vértices sao os elementos de P e cujos simplexos sao as cadeias
de P.
Denotamos por A(z,y) o complexo da ordem do intervalo (z,y) em Ly, por H,
a homologia simplicial reduzida e por H* a cohomologia singular reduzida. Se z =
K; N---NK;; é um elemento de L 4 entdo definimos dim(z) = dimgm (K;, N---NK;;).
Goresky e MacPherson [10] (veja também [4]) estabeleceram o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Seja A um arranjo de subespacos afins no R*. Entdo

H (M) = P Hu—dime)—2—i(A(0,2)).
z>0
zeLl 5
Do Corolario 2.2 aplicado as compactificacoes VA C Rn ~ $” temos que ﬁi(VA) =

D 226 Hi aim@) 1(A(0,2)) , e entio chegamos ao seguinte resultado envolvendo os
ZEL 4

nimeros de Betti reduzidos ;.

Coroldrio 2.7. Se A € um arranjo de subespagos afins no R entdo

Bi(Va) = 6" (Ma) = Y Bi-dim(@)-1(A(0, ).
z>0
TEL 4
A vantagem de se expressar os nimeros de Betti de VA e M, em termos dos
numeros de Betti de conjuntos parcialmente ordenados é que esses invariantes to-
poldgicos no primeiro caso sdo, em geral, dificeis de calcular, mas no segundo caso
podemos usar a bem estabelecida teoria das fungoes de Mobius (veja [25]). Por [25,
pag. 120] o valor pu(z,y) da funcdo de Mdbius p no intervalo (z,y) de L4 é

wa,y) =D (1) Bi(A(z,y)). (1)
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3. SOBRE O PROBLEMA DAS PROPRIEDADES DE GRAFOS

Por toda esta secdo estamos considerando grafos sobre um conjunto fixo V de
vértices; sem perda de generalidade V' = [n] = {1,2,...,n}. Todas as propriedades
de grafos que consideraremos serao invariantes por isomorfismos.

Considere o seguinte jogo entre dois jogadores, 0 Bom e o Ruim: o Bom conhece
um grafo G = (V, E), que o Ruim desconhece. O Ruim tem que descobrir se o grafo
do Bom tem uma determinada propriedade o mais eficientemente possivel sendo que
a Unica pergunta permitida é “ij € E(G)?”. O Bom responde “Sim” ou “Nao” com
0 objetivo de induzir o Ruim a fazer o maior nimero de perguntas possivel. Note
que o Bom pode decidir “no momento” se a resposta é “Sim” ou “Nao”, desde que
o grafo vai sendo revelado a cada pergunta ndo hd motivo para o Bom escolher um
grafo antes do comego do jogo.

Informalmente a complexidade C(P) de uma propriedade P é o niimero de per-
guntas feitas por Ruim quando ambos Bom e Ruim jogam com estratégias 6timas.
De outro modo a complexidade de P é o nimero de entradas da matriz de ad-
jacéncias de um grafo que devem ser examinadas no pior caso para determinar se
o grafo tem a propriedade P. Uma propriedade é dita evasiva se Ruim é forcado a
fazer todas as perguntas, e é ndo-trivial se vale para algum mas nio para todos os
grafos sobre V = [n].

Em [7, Cap. 8] encontramos a demonstragio de que as seguintes propriedades sdo
evasivas:

(i) G tem no méximo k arestas (0 < k < ().

(vi) G é 2-conexo.

Com isso poderfamos conjecturar que C(P) = (n?), mas o seguinte exemplo [7,
pag. 409] desfaz a nossa conjectura: chame G de grafo escorpido se ele contém um
vértice b de grau n — 2, o Unico vértice nao adjacente a b tem grau 1 e é adjacente a
um vértice de grau 2. A propriedade “G é um grafo escorpiao” tem complexidade
< 6n.

Podemos considerar o grafo G como um subconjunto do conjunto V) dos 2-
subconjuntos de V' = [n], e identificamos uma propriedade P com uma familia P de
subconjuntos do conjunto das partes de V). Assim, dizemos G € P se e somente
se G tem a propriedade P.

Dizemos que uma propriedade P é mondtona decrescentese G € P e H C G entdo
H € P. A defini¢ao de propriedade mondtona crescente é completamente andloga.
Note que se P é uma, propriedade monédtona crescente, a propriedade complementar
P¢ é monétona decrescente e C(P) = C(P°). Daqui em diante consideramos propri-
edades mondtonas decrescentes apenas, e usamos o termo propriedades mondtonas.

Em 1973 Aanderaa e Rosenberg fizeram a seguinte conjectura.

Conjectura 3.1. Eziste uma constante € > 0 tal que qualquer propriedade mond-
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tona nado trivial para grafos sobre n vértices tem complezidade pelo menos en®.

Esta conjectura foi provada por Rivest e Vuillemin [22] para ¢ = 1/16 e de-
pois melhorada por Kleitman e Kwiatkowski [14] para ¢ = 1/9. A demonstracdo
do resultado de Rivest e Vullemin [22] pode ser encontrada em [7, Teorema 2.6,
pag. 414].

A seguinte conjectura foi atribuida a Karp (veja [13]) e a Best, van Emde Boas
e Lenstra (veja [7]).

Conjectura 3.2. Toda propriedade mondtona nao-trivial sobre grafos € evasiva.

Do fato de as nossas propriedades serem invariantes por isomorfismo, o grupo S,
age transitivamente sobre os (}) elementos de V) preservando o conjunto de grafos
tendo determinada propriedade. Note que P é um complexo simplicial abstrato
e entao podemos recorrer aos resultados sobre acoes de grupos finitos em espagos
topoldgicos.

Se A é um complexo simplicial abstrato sobre X = {z1,%s,...,z,}, defina o
grupo de automorfismos de A, denotado Aut(A), como o cole¢ao de permutagoes
de X que preservam A. Esse grupo também age na realizacao geométrica |A| de A
como um grupo de homeomorfismos lineares por partes.

Uma face livre de A é uma face ndo maximal contida em uma Unica face maxi-
mal. Um colapso elementar em A é a operagao de remocao de uma face livre de A
junto com todas as faces que a contém. Dizemos que A colapsa para A’ se existe
uma seqiiéncia finita de colapsos elementares a partir de A resultando em A’. Um
complexo é colapsdvel se ele colapsa para o complexo vazio. Se um complexo é co-
lapsavel entdo ele é contratil; por sua vez contratibilidade implica em Z-aciclicidade.
Por fim Z-aciclicidade implica em Z,-aciclicidade.

Depois de tantas defini¢coes podemos reescrever nosso problema da seguinte forma;:
dado um complexo simplicial A, determinar se um conjunto A de vértices de A é
uma face de A fazendo perguntas do tipo “z € A?”. O complexo A é evasivo se
nao existe estratégia que decide se A é uma face de A em menos que n perguntas,
e é nao-trivial se é diferente do vazio e de um simplexo.

Uma generalizagdo da Conjectura 3.2 foi proposta por Kahn, Saks e Sturtevant
[13] em 1984.

Conjectura 3.3. [13] Se A é um complezo simplicial sobre X ndo-vazio e nao-
evasivo e Aut(A) € transitivo sobre X entdo A € um simplezo.

A conex@o com a topologia é dada pela seguinte proposicao.
Proposi¢ao 3.4. [13] Um complexo ndo-evasivo é colapsdvel.

Seja I' um membro de G (veja Se¢do 2) e suponha que I' age transitivamente nos
vértices de A. Note que se existe uma face A de A ndo vazia tal que y(A) = A para
todo vy € T, pela transitividade da acdo de I' em X segue que A = X. Considere
o complexo simplicial abstrato Ar dado da seguinte forma: os vértices de Ar sdo
as faces de A ndo vazias I'-invariantes minimais e se A,,..., A} sdo vértices de Ar,
entdo {Ai,...,Ar} é uma face de Ar se A; U---U Ay é uma face de A.

5



Entao
|Ar| = |Alp = {z € |A|: 7(z) = = para todo v € T'}.

Ademais, v(A) = A se <y agindo em |A| fixa algum z € int,(|A]). Portanto pelo
Teorema 2.5 temos |A|r # () e estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 3.5. [13] Se A é um complexo ndo-vazio Z-aciclico sobre X e I' é um
subgrupo vértice-transitivo de Aut(A) que pertence a G, entao A é um simplezo.

Agora, seja P uma propriedade sobre grafos de ordem |V| = p®, onde p é um
primo. Identifiquemos V' com o corpo finito com p® elementos GF(p®) e considere-
mos o grupo de transformacoes lineares

F'={zw— az+b:a,be GF(p®*), a#0}.

A agdo de T sobre V' é duplamente transitiva sobre os elementos de GF(p*), e o
subgrupo das translagoes

I''={z—z+b:be GF(p*)}

é um p-subgrupo normal de I". Ainda, I'/T"; é isomorfo ao grupo multiplicativo do
corpo GF(p®) e portanto é ciclico. Assim I € G e temos o seguinte resultado devido
a Kahn, Saks e Sturtevant [13].

Teorema 3.6. [13] Se n é uma poténcia de primo entao toda propriedade nao-trivial
mondtona de grafos com n vértices € evasiva.

4. SOBRE O PROBLEMA DE PERTINENCIA EM UM SUBCONJUNTO DO R”

Suponha que temos um conjunto P em R"” e que queremos saber se um dado
ponto z estd em P. O modelo de computacio aqui é a drvore de decisdo algébrica
de ordem d, isto é, uma arvore terndria onde os nds internos sao rotulados com
polinémios p;(z) de grau no maximo d e as folhas tem rétulos “Sim” ou “N&o”.
Cada né tem trés filhos e as arestas sao rotuladas com <, >, =.

Dado z € R", em cada passo a partir da raiz, a resposta para p;(z) R0 (R € {<
,>,=}) diz em qual dos filhos prosseguimos e quando atingimos uma folha lemos a
resposta para “x € P7”.

Dados uma arvore T' e uma folha w, definimos L,, como o conjunto de pontos do
R™ que em T “vao parar em w”. Suponha que P é uma uniao de abertos disjuntos
{P,}ic1- Entao, para todo i, cada P; deve conter pelo menos uma componente
conexa de L,,, para alguma folha w com rétulo “Sim” tal que no raiz—w caminho
em T aparece somente desigualdades estritas pi(z) < 0,...,Px(z) < 0, onde &k é no
méximo a altura hy de T', e os polinémios p;(z) (1 <14 < k) sdo, a menos de sinal,
os rétulos dos vértices no raiz—w caminho em T'. Definimos como Lt o conjunto de
tais folhas “Sim”.

Denotamos por #§ o niimero de componentes conexas do espaco topoldgico S e
definimos B(m,n) = max{* (R"\p=1(0)): p € R[z1,...,z,] e grau(p) < m}.
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Voltando ao nosso problema, prova-se que se D = {z: IIp;(z) # 0} entao L,, C D
e #*L, <#D < B(hrd,n). Se d =1 chamamos T de arvore de decisao linear. Neste
caso L,, é conexo e entao 2" > |I|. Se d > 1, temos que |L*|B(hrd,n) > |I|.

Em 1979, Dobkin e Lipton provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1. [8] Qualquer drvore de decisao linear para o problema de pertinéncia
para a uniao disjunta de uma familia {P;};cr de abertos do R" tem altura pelo menos
log |1]|.

Em 1982, Steele e Yao publicaram o seguinte resultado.

Teorema 4.2. [26] Se T é uma drvore de decisdo algébrica de ordem d para o
problema de pertinéncia para a unigo disjunta de uma famdlia {P;};c; de abertos do
R", entdo a altura hr de T satisfaz 2" B(hrd,n) > |I|.

O resultado acima pode ser usado em combinacao com um resultado de Milnor
[20], que afirma que S(m,n) < (m + 2)(m + 1)" 1.

Se denotarmos por Cy(P) a altura minima para qualquer arvore de decisdo
algébrica de ordem d para o problema de pertinéncia em P, temos do Teorema 4.1
que C1(S) = Q(log Bo(P)), onde Gy(P) é o niimero de Betti de dimensao 0 de P.
Do Teorema 4.2 temos Cy(P) + nlog Cy(P) = Q(log By (P))-

Esse resultado foi melhorado por Ben-Or em [3] que provou C,;(P) =
Q(log Bo(P)) e este resultado ainda vale se tomarmos uma modificacdo conside-
rando drvores de computacdo algébrica ao invés de uma arvore de decisao, isto é,
permitimos também fazer certas atribuicoes, em cada passo, no lugar de sé fazermos
testes. Sob estas hipé6teses, o resultado obtido foi que 2"73"+hr > |]|.

Note que se o conjunto onde estamos testando pertinéncia for conexo os resultados
que descrevemos até aqui sao triviais. Esse problema foi contornado por Bjorner,
Lovész e Yao em [6], que provaram C,(P) = Q(log |x(P)|). Este resultado foi
melhorado em recente trabalho de Bjorner e Lovdsz [5], onde o limite obtido foi
C1(P) = Q(log(X;— £i(9)))-

Se T' é uma drvore de decisao linear para para P C R" denotamos por [T(T') e
I7(T) o ntimeros de folhas “Sim” e folhas “Nao” em 7', respectivamente. Ademais,
[T (P) é o minimo dos [*(T') para toda drvore de decisdo linear T' para P. Definimos
[=(P) de modo andlogo. Chamamos de poliedro convezo o conjunto solucdo de
um sistema finito de inequactes lineares e de poliedro a unido finita de poliedros
convexos. O resultado abaixo apareceu primeiro em [6].

Teorema 4.3. [6, 5] Seja P um poliedro fechado no R". Entdo
I (P) > [x(P) - 1],
7(P) 2 [x(P) =1+ (=1)"""|.

Acima, Péa compactificacdo de P, de forma que p= PUw, onde w é um ponto
“no infinito”. Mais adiante, em [5], Bjérner e Lovdsz mostraram que a caracteristica
de Euler pode ser substituida pela soma dos nimeros de Betti, melhorando os
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limitantes inferiores para o nimero de folhas para qualquer arvore de decisao linear
para P.

Teorema 4.4. [5] Para qualquer poliedro fechado P C R",

(P) > 3 AR\P).

IH(P) > ~14 Y BE\P).

=0

Um argumento baseado no teorema de dualidade de Alexander em S™ = I@,
fornece o seguinte resultado.

Coroldrio 4.5. [5] Para qualquer poliedro fechado P C R",

=(P) > 3" Bi(P),

F(P) > -1+ Y B(P).

Se P é auniao V4 de um arranjo de poliedros convezos fechados A = {K, ..., Ky},
pelo Colorario 4.5 temos que

(V) 2 30 B:(Va) = 32 A(M),

"(Va) > ZBz’(VA) = ZBﬁ(MA)-

Se todos os poliedros sao subespacos afins entao podemos combinar as desigualdades
acima com o Corolario 2.7 e a equagao 1 da Secdo 2 e temos os limitantes inferiores

U(Va) 21+ Y Y Bi(A0,2) 2 D |uea(0,2)],

z>0 1@ z€L 4
ZEL 4
V) > Y > Bi(A0) = D |, (0,2)
z>0 i z>0
zEL 4 €L 4

Se os subespagos sdo lineares entdo I (V) > |up,(0,1)]. Na Secio 4.1 indicamos
uma, situacao em que as desigualdades acima serao usadas.

Nota. Em [28], Yao mostrou que qualquer drvore de decisao algébrica de ordem d ou
arvore de computacio algébrica para um S C R" compacto semi-algébrico deve ter
altura Q(log |x(S5)|), estendendo o resultado de [6]. Em [29], ele mostrou que para
qualquer compacto S C R™ a altura minima de uma arvore de decisao algébrica de
ordem d ou 4rvore de computagio algébrica para S é pelo menos Q(log (X"~ 8i(S5)))
estendendo o Corolério 4.5. Esses resultados sdo consideravelmente mais dificeis.
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4.1. Uma Aplicagao. Considere o seguinte problema.

Problema 4.6 (k-iguais). Dados n nimeros reais x,,...,T, € um inteiro k >
2 quantas comparacoes x; > x; sao necessdrias para decidir se algum k deles

Tiys -, Ty, SGO 1guais?

Para k = 2 esse problema foi resolvido em [8] como conseqiiéncia do Teorema 4.1,
isto é, toda arvore de decisdo linear para o Problema 4.6 com k = 2 tem altura
Q(nlogn). Em [6] o problema foi resolvido para qualquer k > 2 e o resultado foi
que a altura é Q(nlog(2n/k)). Em [5] a constante foi melhorada; o resultado é
que a altura de uma arvore de decisdo linear para o Problema 4.6 é pelo menos
max{n — 1,nlog(n/3k)}.

Estes limitantes sdo obtidos aplicando os resultados tedricos de [6] e [5] ao arranjo
A, i, dos (Z) subespagos lineares de dimensao n — k + 1 dados pelas equacées z;, =
Ty = o0 =Xy, para 1 < 4; < iy < --- < 4 < n. O Problema 4.6 é equivalente a
decidir se z € V4, , para pontos x € R".

5. SOBRE A DISSERTAGAO

Antes, algumas palavras do que j4 fizemos e o que pretendemos fazer. Nao es-
tudamos as demostracoes dos resultados da Secao 2 mas pretendemos fazé-lo de pelo
menos parte deles, a fim de tornar o trabalho o mais completo possivel. Atualmente
estamos estudando os pré-requisitos para o teorema de dualidade de Alexander.
Com respeito & Secdo 3 estudamos [13, 27] e sobre a Secdo 4 estudamos os re-
sultados tedricos em [3, 8, 26] e parcialmente os de [5]. Falta-nos estudar alguns
resultados e as aplicacoes em [5].

A dissertagdo provavelmente serd dividida em quatro capitulos. O Capitulo 1
serd dedicado aos pré-requisitos dos assuntos tratados, por exemplo, os modelos
de computacao, as teorias de homologia e cohomologia, a dlgebra de incidéncia em
reticulados. O Capitulo 2 serd dedicado aos resultados de [13, 27] e o Capitulo 3 ao
problema de pertinéncia, por exemplo os resultados em [3, 8, 26, 6, 5].

Finalmente o Capitulo 4 conterad as aplicacoes referentes aos resultados expostos
no Capitulo 3, por exemplo, o problema dos k-iguais.

Pretendemos apresentar e discutir as aplicacoes de modo que esse capitulo sirva
como uma referéncia direta, isto é, para que o leitor possa ir direto aos resultados
se nao quiser ler a “parte topolégica” do trabalho.
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