Aplicacoes do Teorema de
Borsuk—Ulam em Combinatdria
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Nesta monografia apresentamos algumas ferramentas da topologia para re-

solver problemas em combinatéria extremal. Essas aplicacGes usam a técnica de
juncoes e produtos deletados desenvolvida por Sarkaria em conjunto com algum
resultado do tipo Borsuk—Ulam. Comecgamos, na Se¢do 1, com uma rapida in-
troducdo aos complexos simpliciais que sdo os objetos geométricos basicos aqui.

Na Secdo 2 apresentamos o conhecido Teorema de Borsuk—Ulam e, na contra-

mao do que se segue, apresentamos uma demonstragdo combinatdéria desse teore-
ma, geométrico-topoldgico. Na secdo seguinte damos as formulagdes equivalentes
ao Teorema de Borsuk—Ulam. Também apresentamos uma aplicacdo deste teo-
rema num caso particular do problema do colar: dois ladroes desejam dividir



um colar composto de d tipos de pedras preciosas de modo que cada um tenha
a mesma, quantia de pedras dos diferentes tipos.

O objetivo da Secdo 4 é apresentar generaliza¢ées do Teorema de Borsuk—
Ulam, para isso dedicamos parte dessa se¢ao para introduzir alguns conceitos
que sdo as generalizagOes daqueles envolvidos no teorema original. Uma dessas
generalizacoes é usada para demonstrar o problema do colar envolvendo £ la-
droes. Na Secdo 8 apresentamos a versdo plena do problema do colar. Mas para
tanto, ainda precisamos de algumas construcoes especiais de espagos topolégicos.
Isso é feito na Secdo 5; essa se¢do também é importante para as aplicacdes que
virdo em seguida.

Na Secdo 6 apresentamos um conhecido teorema da teoria de convexidade,
o Teorema de Radon: Todo conjunto de d + 2 pontos no R® pode ser dividido
em dois subconjuntos disjuntos de modo que os fechos converos se encontram.
Nas Secoes 6.1 e 6.2 apresentamos generalizagoes do Teorema de Radon. Aqui,
cabe a ressalva que destas trés secoes, apenas para o resultado da dltima, nao
se conhece uma demonstracdo combinatdria para o problema.

Na década de 30, Van Kampen e Flores, independentemente, foram pioneiros
em dar-nos exemplos gerais de complexos simpliciais ndo imersiveis em espagos
euclidianos de dimensdo duas vezes a dimensdo do complexo simplicial. Na
Secdo 7 veremos esse resultado e uma, generalizagdo dele devida a Sarkaria.

Uma das mais belas e, provavelmente, das mais conhecidas aplicacoes de
topologia em combinatéria é a demonstracdo de Lovasz para a conjectura de
Kneser: Se os r-subconjuntos de um (2r + t)-conjunto sdo particionados em
t + 1 classes, entdo alguma classe contém um par de conjuntos disjuntos. Na
Secdo 9 discutimos esse resultado e uma generalizacdo dele provada por Alon,
Frankl e Lovéasz. Nao demonstramos esses resultados, mas demonstramos uma,
posterior generalizagdo deles devida a Sarkaria.

Usamos a palavra aplicagdo para signifaicar funcio continua.



1 Complexos Simpliciais

Dizemos que um conjunto de pontos {vo,...,v,} C R? é afim-indepentedente
se nao existem ao,...,a, € R tais que (ao,...,a,) # (0,...,0), > ,a; =0e
Ei ;U = 0.

Um simplexo de dimensdo n, ou n-simplexo, ¢ = (vg,...,v,) no R? é o
fecho convexo de n + 1 pontos, {vo, - .., v, } afim independentes no R? chamados
vértices. Dessa forma, um ponto a € ¢ é da forma touy + -+ + t,v,, com
t; € [0,1] e 3>, t; = 1. Uma familia de simplexos A = {01,02,...,0,} é um
complezo simplicial geométrico se valem as seguintes condigoes:

(i) toda face de qualquer simplexo o € A é também um simplexo de A;
(ii) se o e o' sdo simplexos de A, entdo a intersec¢io o N o' é face de o e o’.

A unifo de todos os simplexos de A é denotada |A]. O espago topoldgico
|A| é a realizagdo geométrica de A; as vezes omitimos | | e diremos somente
complexo simplicial. Definimos a dimensdo do complexo simplicial geométrico
A por dim(A) = max{dim(c): o € A}.

PRrROPOSICAO 1 Todo complezo simplicial A de dimensdo d pode ser imerso mo
]R2d+1 .

PROVA. Primeiro, note que do fato da matriz de Vandermonde ter de-
terminante ndo-nulo temos que quaisquer 2(d + 1) pontos do conjunto
{t,2,...,6241): t € R} C R*¥*! formam um conjunto afim-independente. Fi-
xe 2(d + 1) deles, digamos v1, . ..,vy(q41). Esses sdo os vértices de |A]|.

E suficiente provarmos que para todo par de faces 01,00 € A

(1) lou] N oz| = o Noa.
Note que a inclusdo “D” em (1) é imediata. Vejamos “C”.
Tome
7= 3 awi= Y fv; €l ol
V€01 v €02
Portanto,

Do oawi— Y B+ Y, (ak— v =0,

vi€o1\o2 v;Eoa\o1 vEET1No2

logo, segue da afim-independéncia dos v;’s que todos os coeficientes sdo nulos.
Entao, ag, Br # 0 somente para, os vértices v € o1 N 2. |

Uma subdivisio de um simplexo o é um complexo simplicial S(o) tal que a
unido de todos os simplexos de S(o) é o. A subdivisdo de um complexo simplicial
A é um complexo simplicial A’ tal que

(i) todo simplexo de A’ estd contindo em um dnico simplexo de A;



(ii) a unido de todos os simplexos de A’ é A.

Seja A um complexo simplicial de dimensdo d. Vamos definir um tipo especial

de subdivisdo de A chamada subdivisao baricéntrica. Se o = (vo,...,v,) é um
simplexo de A, o baricéntro de ¢ é o ponto
1 T 1
= v ... v
T 1 n+1"

em particular, se o é um vértice de A entdo b, = 0.

A subdivisdo baricéntrica do complexo A é o complexo Sd(A) definido por:
seus vértices sdo os baricéntros dos simplexos de A. Dada uma seqiiéncia
0o, .-,04 de simplexos de A tal que o; é face de 041, para i = 0,...,d — 1,
a seqiiéncia correspondente de seus baricéntros é o conjunto de vértices de um
simplexo de Sd(A). Somente simplexos obtidos dessa forma sdo simplexos de
Sd(A).

Defina o didgmetro de um complexo simplicial A por diam(A) =
max,eca{diam(o)}, onde diam(o) é a distdncia méxima entre dois pontos de
o. O préximo resultado diz que podemos ter o didmetro de um complexo sim-
plicial arbitrariamente pequeno tomando sucessivas subdivisdes baricéntricas.

LEMA 2 Seja A um complexo simplicial de dimensao d. Entao

diam(Sd(A)) < —— diam(A).

~—d+1
PROVA. Seja o = (vo, .. .,Um), com m < d, um simplexo de A. Se z e y sdo dois
pontos de o entao
(2) llz =yl <Ily —vill,

para algum i, pois se z = ), t;v;,

Iy 2|l = Hztw—tm
1

Pela equagdo (2) temos ||y — || < |[v; — vj|| para algum j € [m].
Vamos mostrar que se b= (1/(m+1))(vo +---+vm) e b = (1/(i+1))(vo +
-+ +v;) entdo

< 3 tlly — will < (maxly - vil)) 3t = max[ly - vl
(2

m

b= b < diam(o).

m+1

Pela equacdo (2) temos ||b — b'|| < ||b — vj||, para algum j. Entdo

1 m
b || = v —w|l= L ol
|16 — vy Hm+1(vo+ + Vm) —v; il ;(w vj)|| <
1 m m .
p— ;H(Uz‘ —vj)ll € 7 diam(o).



Isso quer dizer que se o é um m-simplexo de A, entdo diam(Sd(o)) < m/(m+
1) diam(o), portanto, temos o lema. |

Se x € A entdo supp(z) é o suporte de x e denota o simplexo que contém x
em seu interior, minimal com esta propriedade em respeito a inclusao.

2 O Teorema de Borsuk—Ulam e uma aplicacao

No que segue denotamos por S™ a esfera de raio 1 e centro na origem do R+,
O seguinte teorema, conhecido como Teorema de Borsuk—Ulam, foi conjecturado
por Ulam e demonstrado por Borsuk em 1933.

TEOREMA 3 Se f: S® — R® ¢é uma aplicagdo entdo existe x € S™ tal que

f(@) = f(-2).

Uma conseqiiéncia interessante desse teorema é que a esfera S™ ndo tem
subespago préprio homeomorfo a ela. De fato, se esse ndo é o caso para algum
U C 8", tome z € S™\ U e tome a projegio estereografica m de S™\ {z} no R",
com z no pélo norte. Entdo, o homeomorfismo U =~ S™ e o Teorema de Borsuk—
Ulam nos dizem que existe u € U tal que 7|y (u) = 7|y (—u), uma contradi¢do
pois 7 é, claramente, injetiva.

2.1 Uma demonstracao combinatéria do Teorema de Borsuk—Ulam.
Agora, veremos uma demosntragdo combinatéria do Teorema 3 dada por
Weiss [18] em 1989. Por toda esta se¢do estaremos usando a norma ||z||; =
|z1| + -+ + |z,| para todo z = (z1,...,7,) € R*. Dessa forma, S"~! = {z €
R*: ||z||ly =1} e B* = {z € R": ||z]|s < 1}.

Suponha que temos o teorema demonstrado para a norma || ||;. Para voltar-
mos anorma usual || ||, seja f: (S™,]| ||) = R™ continua e considere a aplica¢do
h: (S™ | |l1) = (S™,|| ||) dada por h(z) = z/||z||. Entdo fh é continua e por-
tanto existe z € S™ tal que fh(z) = fh(—=), como h(z), h(—z) € S™ temos o
resultado para a norma || ||.

Um complexo simplicial T é uma triangulacdo especial de B™ se (i) B™ =
U, e @, (#9) nenhum de seus simplexos pertence a mais de um octante e, (i)
se é simétrica em relagdo a origem.

Dado X contido num espago topoldgico denotamos por 0X a fronteira (ou,
bordo) de X. Para a demonstragdo combinatéria do Teorema de Borsuk—Ulam
vamos usar o seguinte resultado conhecido como Lema de Tucker.

LEMA 4 Considere uma rotulagdo dos vértices de uma triangulacdo especial T de
B™ com rétulos em {£1,£2,...,+n}, digamos rot: V(T) = {£1,+2,...,+n},

de modo que todo vértice u € OB™ satisfaz rot(—u) = —rot(u). Entao eziste
um 1-simplexo (vg,v1) em T tal que seus vértices estao rotulados pelo mesmo
nimero com sinais opostos, isto €, rot(vg) = —rot(vy).



Figura 1: Uma triangulagio especial rotulada da bola B2.



ProvA. Tome T uma triangulagdo especial do B™. Para um simplexo o € T
defina sinal(o) = (sinal(z1),...,sinal(z,)) € {—1,0,+1}, onde (z1,...,z,) é um
ponto no interior relativo de o. Note que por (44) da defini¢do de triangulaco
especial sinal(o) estd bem definido.

Dizemos que o é completamente rotulado se, para todo ¢ € [n], quando
(sinal(o)); = +1 algum vértice de o tem rétulo ¢ e quando (sinal(o)); = —1
algum vértice de o tem rétulo —i.

Definimos um grafo G onde os vértices sdo os simplexos de T' completamente
rotulados e as arestas sdo definidas por: o7 € E(G) se

(a) 0,7 € 0B™" e 0 = -7, ou

(b) o é um k-simplexo e 7 é uma (k — 1)-face de o cujos vértices ja tém os
rétulos necessarios para uma rotulacao completa de o.

Note que o simplexo {0} = {(0,...,0)} pertence a dois 1-simplexo em cada
eixo coordenado, portanto, se rot(0) = ¢ € {£1,+2,...,4+n} temos que 0 é
adjacente (por (b)) em G ao 1-simplexo na direc¢do |i| no sentido sinal(z); logo,
0 tem grau 1 em G. Agora, provaremos que qualquer o € V(@) tem grau 2 a
menos que T contenha uma aresta com rétulos de sinais opostos, o que prova
o lema pois o nimero de vértices de grau impar num grafo G é par, isto é, tal
aresta existe obrigatoriamente.

Seja o € V(G) e suponha que sinal(o) tem k componentes ndo-nulas. Entéo,
dim(o) é no maximo k; note que dim(co) ndo é menor que k — 1 pois ndo haveria
vértices suficientes para uma rotulacdo completa. Portanto, a dimensao de o é
kouk—1.

Se o é um (k — 1)-simplexo completamente rotulado e o ¢ dB™ entédo ele
é face de dois k-simplexos completamente rotulados. De fato, ¢ é um objeto
de dimensdo k — 1 num espaco de dimensdo %k (sinal(c) tem k componentes
nio-nulas), portanto, o estd contido num hiperplano afim desse k-espago; desse
modo, o é face dos dois simplexos completamente rotulados contidos um em
cada semi-espaco definido pelo hiperplano. Claramente, nenhuma, face de o tem
rétulos suficientes para uma rotulagdo completa de o, portanto, por (b) o grau
de o0 em G é dois. Se o € 9B™ entiao o é face de um k-simplexo completamente
rotulado (o argumento é andlogo ao anterior levando em conta que sé um dos
semi-espacos definidos pelo hiperplano contém um simplexo de T pois o estd na
fronteria de B™). Portanto, o é adjacente, em G, a tal simplexo e (por (a)) ao
simplexo —o, isto é, o grau de o em G é dois.

Se o é um k-simplexo (isto é, tem k + 1 vértices) entdo ele tem os k rétulos
obrigatérios para uma rotulagdo completa mais um rétulo extra. Aqui temos
trés casos:

(i) o rétulo extra repete algum dos k obrigatdrios;
(ii) o rétulo extra tem sinal oposto ao de algum dos & rétulos obrigatdrios, ou

(iii) o rétulo extra é diferente dos k rétulos obrigatérios.



No caso (i), o é adjacente, em G, a duas de suas faces com os rétulos suficien-
tes para a rotulagéo completa de o. Note que o ndo é face de um (k+1)-simplexo
que fica completamente rotulado s6 com os rétulos de o, isso s6 pode ocorrer no
caso (iii), onde o é adjacente & sua face completamente rotulada e ao (k + 1)-
simplexo que tem ¢ como face e cuja dimensdo a mais é dada pela dire¢do do
rétulo extra. Portanto, nos casos (i) e (iil) o tem grau dois em G.

No caso (ii), temos um 1-simplexo, face de o, com rétulos de sinais opostos.
Como o nimero de vértices de grau impar deve ser par, o caso (ii) necessaria-
mente ocorre, 0 que prova o lema. |

Dizemos que uma aplicagdo f: S™ — X é antipoda se f(x) = —f(—x)) para
todo z € S™. Agora, veremos uma prova do Teorema de Borsuk—Ulam usando
o lema acima.

ProvA DO TEOREMA DE BORSUK-ULAM. Seja f: S™ — R"™ uma aplicacio.
Definimos uma aplicacdo g: B® — R", onde B™ é a bola fechada com o bordo
sendo o equador de S, isto é, com 0B™ = {(z1,...,2,) € S™: z, = 0}, por
g(x) = f(y) — f(—y), onde y € S™ é tal que sua tdltima coordenada é positiva e
a sua projec¢do ortogonal sobre B™ é . Claramente, g é uma aplicacdo antipoda
em OB™ = S"~1. Vamos mostrar que existe = tal que g(z) = 0.

Suponha que g(z) # 0 para todo x em B™. Do fato de B™ ser compacto
sabemos que existe € > 0 tal que ||g(z)||s > e. Ainda mais, sabemos que
aplicacdo definida num compacto é uniformemente continua, portanto, existe
d > 0 tal que se ||z — 2'||1 < d entdo ||g(z) — g(z')||1 < &/n, para quaisquer
z, z' € B™.

Agora, escolha uma triangulagio especial T' de B™ de modo que o diametro
de cada simplexo é menor que d. Isto é possivel pois se denotarmos por SA™(T')
a m-ésima subdivisdo baricéntrica iterada do complexo simplicial 7" temos, pelo
Lema 2, que diam(s) — 0 quando m — oo para todo o € Sd™(T).

Vamos definir uma rotulagéo dos vértices de T: ponha |rot(z)| = i se g(z); =
max{|g(z)1],---,|9(x)n|}, onde os g;’s sdo as componentes de g(z) € R”, e
sinal(rot(z))=sinal(g(z);).

Pelo Lema de Tucker (note que as hipéteses do lema estdo sendo satisfeitas),
existem dois vértices adjacentes em T', digamos z e z', com rot(z) = —rot(z') =
i. Como ||g(z)||1, ||g(z")|]1 > € temos, pela rotulagio que definimos, que g;(z) >
g/neg;i(z') < —e/n,donde tiramos que ||g(z)—g(z')||1 > 2¢/n, uma contradi¢do
pois, pela escolha da triangulagio, sabemos que ||z —z'||1 < & e pela continuidade
uniforme de g sabemos que ||g(z) — g(2')||1 < &/n. Portanto, temos que existe
z € S" tal que f(z) = f(—x). |

3 Equivaléncias do Teorema de Borsuk—Ulam

O Teorema de Borsuk—Ulam tem vérias formas equivalentes. Abaixo, (4i7) foi
provado por Borsuk e (iv) por Lyusternik e Shnirelman.



TEOREMA 5 Sdo equivalentes:
(i) Para toda aplicacdo f: S™ — R™ existe x € S™ tal que f(z) = f(—=x).
(i) Para toda aplicagdo antipoda g: S™ — R™ existe x € S™ tal que g(x) = 0.
(iii) Se f: S¢ — S™ ¢ aplicagio antipoda entdo d < n.

(i) Para qualquer cobertura aberta Ay, ..., An11 do S™ existe pelo menos um
i € [n+1] tal que A; N (—A;) #0.

(v) Para qualquer cobertura fechada By, ...,B,y1 do S™ existe pelo menos um
i € [n+1] tal que B;N (—B;) # 0.

PRrROVA.

(7) = (i1). Imediato.

(it) = (i). Se f é continua defina g: S™ — R™ por g(z) = f(z) — f(—x).
Claramente, g é continua antipoda e, portanto, existe z € S™ tal que g(z) = 0,

logo f(z) = f(~a).

(v) = (iv). Seja Ap,...,Apt1 uma cobertura aberta. Para cada z € S"
existe um aberto V, contendo z tal que o fecho V, estd contido em A; para
algum 1.

Considere a cobertura fechada {V, },es» que, por compacidade, possui uma
subcobertura finita. Defina B; como o fechado dado pela unido dos fechados da
subcobertura finita que estdo contidos em A;. Dessa forma, temos uma cobertura,
do S™ por n+ 1 fechados B;’s tal que, para todo i, B; C A;. Sabemos que existe
i tal que B; N (—B;) # 0, portanto, para tal i temos que 4; N (—A;) # 0.

(iv) = (v). Seja Bi,...,Bp+1 uma cobertura fechada e, para € > 0, defina
os abertos A = {z € S™: dist(z, B;) < €}. Fazendo £ — 0 temos uma seqiiéncia
T1,%s3,... de pontos que pertencem ao mesmo aberto de seus antipodas. Por

compacidade, existe uma subseqiiéncia convergente e tal ponto limite pertence
a Bi N (—Bz)

(i) = (i4). Suponha que existe f: S¢ = S™ com d > n. Entdo existe
induzida f: S™t! — S™ e da hipStese de f ser antipoda temos uma aplicacio
f: 8™t o R™! que ndo assume o valor 0, uma contradicdo.

(441) = (it). Suponha que f: S™ — R™ é uma aplicagdo antipoda que nio
assume zero. Defina a fungdo g: S — S™! dada por g(z) = f(=z)/||f(z)|]-
Claramente g é continua antipoda, uma contradicao.

(1) = (v). Seja By,...,B,y1 uma cobertura fechada do S™. Definimos
f: 8™ = R” por f(x) = (dist(z, B1), ..., dist(z, B,)). Entio sabemos que existe
z € S™ tal que f(z) = f(—=x), isto é, dist(z, B;) = dist(—=z, B;) para todo i € [n].

Se a j-ésima coordenada de f(z) é zero, entdo = € B; N (—B;). Se todas as
coordenadas sdo ndo-nulas, entdo x € By 1 N (—Bpt1).

(v) = (iii). Note que o bordo de um n-simplexo inscrito na esfera S™~! nos
d4 uma proje¢do, do simplexo na esfera, cuja imagem é uma cobertura da esfera



por n + 1 fechados com B; N (—B;) = § para todo i € [n+ 1] ={1,...,n + 1}.
Se existe f: S — S™~! antipoda entdo temos que f~!(B;) é uma cobertura
fechada de S™ sem antipodas num mesmo B; para todo ¢ € [n + 1]. |

3.1 O problema do colar. O Problema do colar pode ser descrito da seguin-
te forma: dois ladrées desejam dividir um colar composto de d tipos diferentes
de pedras preciosas de modo que cada um tenha a mesma quantia de pedras dos
diferentes tipos. Estamos supondo que existe um nimero par de pedras de cada
tipo e que o colar é “aberto”, isto é, ele tem duas extremidades. Queremos saber
qual o nimero de cortes suficientes para repartir o colar entre eles (veja fig. 2).

00000 000

Figura 2: Exemplo de um colar com trés tipos de pedras e uma divisdo (honesta!)
entre os dois ladrées. Um ladrao fica com o segmento do meio e o outro com os
dois restantes.

Em 1987, Alon [2] usou o Teorema de Borsuk-Ulam para provar o seguinte.

TEOREMA 6 Para um colar com d tipos de pedras d cortes sdo suficientes.

2

Antes de demostrarmos esse teorema note que esse resultado é o melhor
possivel no sentido que existem configura¢des onde sdo necessarios d cortes, por
exemplo, considere o colar onde primeiro aparecem as pedras do primeiro tipo,
depois as do segundo tipo, etc (veja figura 3). Entéo precisamos (ou melhor, os
ladrdes precisam) de pelo menos d cortes, um em cada segmento formado pelo
mesmo tipo de pedra para dividir o colar.

[ eseeee

Figura 3: Neste exemplo, o teorema é o melhor possivel.

PROVA. Para provarmos que d cortes sdo suficientes, ponha n = 2?21 k; o
numero total de pedras, onde k; é o numero de pedras do i-ésimo tipo. Damos
ao problema a seguinte formulagdo continua: o colar corresponde ao intervalo
[0,1] da reta e a k-ésima pedra corresponde ao intervalo [(k — 1)/n, k/n) (veja
fig. 4).
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Figura 4: Versdo continua do colar da figura 2.

Definimos a fungéo caracteristica f;: [0,1] — {0,1} para o i-ésimo tipo de
pedra por
fi(@) {1 sex € [’“—;1, %) e a k-ésima pedra é do i-ésimo tipo,
i(z) =

0 caso contrario.

Considere zg = 0< 21 <--- <24 <1 = 2441 com 2z1,...,2q sendo d cortes no
colar (de fato, no intervalo [0, 1]). Se na divisdo do intervalo [0, 1] entre os ladroes
temos que o intervalo [2;_1, z;] fica com o primeiro ladrdo entdo pomos s; = +1,
se fica com o segundo pomos s; = —1, para todo i € [d+ 1] = {1,...,d+ 1}

Entdo, a tal corte associamos um ponto & = (1, ...,Z41) na esfera S? pondo
2

x; = z; — zj—1 e sinal(z;) = s;, para todo i € [d + 1].
Definimos g: S¢ — R? por
d+1 4
(3) (@1, s g P> (Zsinal(mi)uj[zi_l,zi]) o,
i=1 =1

onde z; = Y, _, 7 e p; é uma medida sobre [0,1] dada por u;(A) = [, f;dz.
Podemos ver a medida p; em (3) como o volume ocupado no intervalo [2;_1, 2]
pelas pedras do j-ésimo tipo. Entdo, para j € [d], de ) sinal(z;)u; = 0 deduzi-
mos que ambos ladroes receberam o mesmo volume de pedra do tipo j.

Nao é dificil verificarmos que g é uma aplicacdo antipoda, portanto, pelo
Teorema 5 (ii) sabemos que existe x € S¢ tal que g(x) = 0, isto &,

d+1
Zsinal(wi),uj[zi,l,zi] = 0, para todo j € [d],

i=1

mas isso nos diz que ambos ladrdes tém o mesmo volume de cada um dos j tipos
de pedras.

Note que esses cortes ainda nao resolveram o problema dos ladrées pois po-
dem haver cortes dividindo uma mesma pedra. Para resolvermos este problema
vamos nos concentrar em apenas um tipo de pedra.

Do fato de o nimero de pedras do i-ésimo tipo ser par, metade das pedras
(que cabe a cada ladrdo) é um nimero inteiro e, dessa forma, o niimero de cortes
nao-inteiros ¢ sobre pedras do i-ésimo tipo é pelo menos dois.
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Se ¢ = 2 entdo tais cortes estdo em pedras (do i-ésimo tipo) distintas, di-
gamos p; e p. Entdo, Y, vol*(p;) = Y, vol™(p;), onde vol™ (p;) e vol*(p;) é
o volume da pedra p; com cada ladrdo, representados por + e —. E facil de
vermos que podemos deslocar o corte p; de € de modo que o corte fique inteiro
e que um deslocamento de € do corte py também nos d4 um corte inteiro e, ou
volt(p1) =vol~(p2) = 0 ou vol~(p1) =volT(pz) = 0.

Se ¢ > 3 fixe p; e ps pedras do i-ésimo tipo com divisdes ndo-inteiras e tome ¢;
e ¢ dois cortes ndo-inteiros em p; e ps. Deslocamos ¢; de € de modo que se torne
um corte inteiro e deslocamos ¢; de & de modo que Y, vol* (p;) = >, vol™(p;)
(veja um exemplo na fig. 5), e procedemos por indugdo. Formalizamos essa prova
na Secdo 8.

AT G i oI
— T -/ LT 7 | — 1t |
0 Lo X 1 0 . X 1
TiTE |l :_| |_-_| |—:_|
l—¢

Figura 5: “Arredondamento” dos cortes.

Agora, é ficil ver que podemos “arrendondar” os cortes de modo a termos
uma divisdo inteira entre os ladrdes. Assim, prova-se por inducdo que existe
divisdo inteira. |

Observamos que o resultado que de fato foi demonstrado por Alon em [2] é
mais geral e diz que se temos um colar com d tipos diferentes de pedras e cada
tipo participa do colar com um miiltiplo de k entdo (k—1)d cortes sdo suficientes
para dividir o colar entre k ladrées. Entretanto, a demonstracdo de tal fato exige
uma generalizagdo do teorema de Borsuk—Ulam. Essa demonstragio topolégica
do problema é a dnica conhecida, até agora, para o problema.

4 Generalizacoes do Teorema de Borsuk—Ulam

Antes de termos as generalizagdes do teorema, precisamos de conceitos mais
gerais do que aqueles envolvidos no Teorema de Borsuk-Ulam. Na préxima
secdo damos as generalizacOes desses conceitos.

4.1 Zjespagos, Z,funcoes, homotopia e conexidade. Duas fun¢oes
fo, f1: X = Y s@o homotdpicas se existe uma deformagao continua de fy em fi,
isto é, existe uma funcdo continua, chamada homotopia,

F:XxI—>Y,

tal que F(z,0) = fo(z) e F(z,1) = fi(z), para todo z € X; e escrevemos
fo~ f1. E f4cil mostrar que f~g= fh~gh.

Uma aplicacdo f: X — Y é uma equivaléncia homotdpica se ela tem uma
inversa homotdpica, isto é, uma aplicacdo g: Y — X, tais que gf ~idx e fg ~
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idy. Os espagos X e Y sao homotopicamente equivalentes (ou, tém o mesmo
tipo homotdpico), e escrevemos X ~ Y se existe uma equivaléncia homotépica
f: X->Y.

Um espago X é contrdtil se a funcio identidade id: X — X é homotopicamen-
te trivial, isto é, a identidade é homotépica a uma funcgio constante co: X — X
com c¢g(x) = xo, para todo z € X e algum z¢o € X fixo. Por exemplo, to-
do C C R™ convexo é homotopicamente trivial, pois se fixamos zy € C' temos
que F: C x I — C dada por F(z,t) = tzo + (1 — t)z é a homotopia desejada.
Equivalentemente, X é contratil se é homotopicamente equivalente a um espaco
consistindo de um ponto.

Para k > 0, dizemos que um espago X é k-conexo se para 0 <[ < k toda
aplicacdo f: S — X é homotopicamente trivial. Assim, 0-conexo é equivalente
a conexo por caminhos. Um espago 1-conexo também é chamado simplesmente
conezo.

TEOREMA 7 Egquivaléncia homotopica preserva conexidade.

PRrovA. Seja f: X — Y uma equivaléncia homotdpica entre os espagos X e Y,
e seja g a inversa homotdpica de f. Suponha que X é k-conexo.

Para0 <1< k,dadah: S! — X existe H: S'xI — X tal que H(z,0) = h(x)
e H(z,1) = co(x) onde, co(x) = zo € X é uma funcio constante de S! para X.

Considere h': 8! — Y, para 0 < I < k; tome a composta gh': S' — X.
Entdo, existe F': S! x I — X tal que F(z,0) = gh'(z) e F(x,1) = co(z) = 20.

Agora, tome fF: S' x I — Y. Tal aplicacio é uma homotopia entre a
aplicagio composta fgh' e a fungio constante ¢;: S' — Y, dada por ¢i(x) =
f(zo) = yo. A aplicagdo composta fgh' é homotédpica a aplica¢do idyh' = h'.
Portanto, por transitividade da relagdo de homotopia de fun¢des, b’ é homotépica
a funcdo constante c;, isto é, Y é k-conexo. |

TEOREMA 8 A esfera S™ é (n — 1)-conexa. |

A demonstragdo desse fato é ndo-trivial e envolve conceitos ndo definidos aqui
(por exemplo, veja o Teorema de Isomorfismo de Hurewicz — Teo. 5, pdg. 398
de [16]), portanto, ndo demostraremos esse teorema. Claramente, S™ ndo é
1-CONexo.

Um Zp-par é um par (X, v) onde X é um espaco topoldgico e ¥ uma agéo do
Zpem X, isto é, v: X — X é um homeomorfismo tal que para todo z € X temos
vP(z) = z. Uma func¢do Z,-equivariante f: (X,v) — (Y,w) é uma aplicacdo de
X para Y tal que o seguinte diagrama comuta.

X —Y
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Um Z,par (X,v) é um Z,-espago se a Zyagdo de v em X é livre, isto ¢,
para todo z € X os pontos z,v(z),...,vP"!(z) sdo 2-a-2 distintos. Uma funcio
Zp-equivariante entre Z,-espagos é dita Z,-fungdo.

Observemos que uma, das equivaléncias do Teorema de Borsuk—Ulam diz que
nao existe f: (S"t!, 2 — —x) = (S™,z = —z). Uma primeira generalizacio do
Teorema de Borsuk—Ulam é a seguinte.

TEOREMA 9 Se (X,v) é um Zs-espago k-conezxo entdo nao existe uma Za-fungao
f: (X,v) = (S*, 2= —x).

PRrROVA. Por contradi¢do, assumimos que existe tal f e vamos construir
g: S¥t1 — X tal que fg: S¥*1 — S* & antipoda. Primeiro vamos construir
indutivamente uma decomposic¢io equivariante da esfera.

Ponha My = {z}, para algum z € S**! arbitrdrio, e M, = {—=z}. Ponha
Ly = Mg UM, (~ S°. Tome L; uma imersdo de S* em S¥+! de modo que
Ly é o0 equador de L,. Dessa forma, L; serd a imersio de S? em Sk+1 de modo
que L;_; serd seu equador. Entdo, L;_; divide L; em dois hemisférios abertos

M;" e M; com M;", M ~ int(B"), isto é, homeomorfo ao interior da bola, e

Mj' =-—-M;.

Os conjuntos M;" e M, , para 0 < i < k + 1, particionam o S**'. Em
coordenadas, M;" = {(zo,...,2x+1) € S¥*1:z; > 0,z; = 0 paratodo j >
i+1}.

Agora, vamos construir uma funcdo g: S¥*! — X indutivamente. Tome
7o € X arbitrédrio e ponha g(x) = o, para z € My e g(—z) = v(g(x)) = v(wo).
Assim, g estd definida em Lg. Agora, vamos estender g de L; para L;i1, para
i < k. Assuma estar definida g continua sobre L; tal que g(—z) = v(g(z)).
Sabemos que L; ~ S¢ e que L; U M| ~ B!, De X ser k-conexo temos que
g: L; = X pode ser estendida continuamente para g: L; U M;H — X. Para
x € M;, defimos g(x) = v(g(—z)). Assim, obtemos uma funcdo g: Liy; — X
que é continua pois, é continua nos fechados no-disjuntos L; UM;_F'r1 e L;UM;,
cuja unido é L;;1.

Falta vermos que g é uma Zo-funcdo. Para isto, note que se x € M;_FH entao
g(—2z) = v(g(z)) por definicdo, e se z € M; , entdo v(g(z)) = v (g9(-x)) =
g9(-z).

Dessa forma, temos g definida sobre Lj,; = S*¥*! e temos fg: Skt — S*
com fg(—z) = f(v(g(x))) = —fg(x), uma contradigao. |

Vamos ver uma generaliza¢io do Teorema de Borsuk-Ulam (na dire¢do de
(7i1) do Teorema 5), devida a Dold [10] de 1983. Esse teorema nio sera demos-
trado. A formulagdo desse teorema envolve o conceito de dimensdo de espagos
topolégicos e, pra nds, tal dimenséo se refere a dimensdo de um complexo sim-
plicial pois somente aplicaremos este teorema em tal caso ou quando o espaco é
uma esfera onde, claramente, sabemos dizer o que é (e qual é) a dimenséo.
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TEOREMA 10 Sejam p um inteiro maior ou igual a 2, (X,v) um Z,-espago k-
conezo e (Y,w) um Z,-espago de dimensio no mdzimo k. Entdo nao existe
Zp-fungdo f: X =Y. |

4.2 Produto deletado. Para todo inteiro p > 2, se X é um espago to-
polégico o seu produto deletado p-iterado é definido por

X0 =Xx--xX\{(z,...,z): 2 € X}

onde, X x --- x X = XP. Tal espago tem uma Z,-a¢do natural dada pela agéo
do gerador

Mp: ($17$27"'7‘r1))—} ($27"'3$p7m1)

que é livre s6 se p é primo, por exemplo, se p = 4 o ponto (1,2,1,2) tem dérbita
de tamanho 2. Por exemplo, (R"l)pA é o0 espaco de todas as matrizes d X p cujas
colunas nao sao todas iguais.

Vamos definir uma projecdo ortogonal g; de R¢XP sobre o subespago L de
dimens&o d(p — 1) perpendicular a diagonal D = {(,...,z): z € R?}. Em
coordenadas, o subespago L é dado pelo conjunto das (d x p)-matrizes X = (z;;)
tais que

P
inj =0, para todo i € [d].
j=1

Isso pode ser visto tomando a base {E;}% ; da diagonal D, onde E; é a (d x p)-
matriz com todas as entradas da i-ésima linha iguais a 1 e todas as outras
entradas iguais a zero. Assim, se X € L entdo (X, E;) = >, >y zr;(Ei)r; = 0.

Dessa forma, podemos tomar a projecao dos pontos de (Rd)pA em L dada por

1 P
g1t (@i [z — = Zmzk )
Pi=

portanto, gi(x) € L.

Tomando a projegio radial dos pontos de L\ {0} dada por g2: X — X/||X]],
pomos g = g2g1: (RY)%, — S(d + 1,p), onde S(d + 1,p) denota a esfera de
dimensdo d(p — 1) — 1 dada pelo conjunto das (d x p)-matrizes (x;;) tais que

P
Zmij =0, para todo i € [d], e mej =1
j=1 i,J
A Z,agdo em S(d + 1,p) é dada pela agdo do gerador m,(x!,--- ,xP) =
(x2,---,xP,x!) onde, x* € R? denota a i-ésima coluna da (d x p)-matriz. Cla-
ramente, essa acao é livre se p é primo. Dessa forma, provamos
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LEMA 11 Seja p > 2 um inteiro. Eziste uma fungdo Z,-equivariante
g: (RHE — S(d+ 1,p).

Em particular, se p € primo entdo g é uma Zp-fungdo. |

Lembremos que a primeira das versées do Teorema de Borsuk—Ulam que
vimos, diz que para qualquer aplicagdo f da n-esfera para os reais de dimenséo
n existe um ponto z da esfera tal que f(z) = f(—=z). O teorema abaixo usado,
entre outras aplicacOes, na demonstracdo da versdo generalizada do problema
do colar, generaliza o Borsuk—Ulam nesse sentido. Foi provado, em 1981, por
Barény, Shlosman e Sziics [6].

TEOREMA 12 Sejam p wm primo, (X,w) um Z,-espago e f: X — R? uma
aplicagdo. Se X é (d(p — 1) — 1)-conexo entdo existe x € X tal que f(z) =
fw(@) == flwP™(2)).

PROVA. Suponha que ndo exista tal x satisfazendo a conclusdo do teorema.
Defina f,: X — (R?)% dada por f,(z) = (f(=), f(w(z)),-.., f(WP™ (z))). Se
g é a aplicacdo como no Lema 11 entdo, segue de f, ser uma Z,funcdo, que
9fp: X = S(d+1,p) é uma Z,-fungdo de um espago (d(p — 1) — 1)-conexo num
espaco de dimensdo d(p — 1) — 1 que contradiz o Teorema, 10. |

5 Algumas construcgoes de espacgos topoldgicos e
complexos simpliciais

5.1 Espago quociente, buqué e jungao de espagos topoldgicos. Se-
jam T um espago topolégico e ~ uma relagdo de equivaléncia em 7. O espaco
quociente T'/ ~ é o espaco com a seguinte topologia: U C T/ ~ é aberto se
e somente se a unido de todas as classes de equivaléncia de U é aberta em T.
De outro modo, a topologia de T'/ ~ é a menor topologia que faz a projec¢do
m: T — T/ ~ continua.

Se {S;}icr é uma familia de subconjuntos de T' defina a relagdo ~ por: z ~ y
se e somente se £ = y ou existe ¢ € I tal que z, y € S;. Denotamos por T'/S;;cr
o0 espago quociente T/ ~.

Vejamos alguns exemplos.

(i) Cilindro: I* =[0,1] x [0,1] e @ =I*/ ~=T1?/({(0,¥), (1, ) D ye0,1)-
(ii) Cone: Ty = Q e C =T /{(x,1)}ze(0,1]-
(iii) Toro: T = Q/{(=,0), (z,1)}2e[0,1]-
(iv) Garrafa de Klein: K = Q/{(z,0),(1 — =z, 1)}m€[0,1].
)

(v) A esfera pode ser obtida por quociente na bola: B?/S4 1 ~ §9.
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Sejam (X, z) e (Y,y) espagos topolégicos com pontos base z e y em X e
Y, respectivamente. O buqué de X com Y, denotado por X VY, é o espago
quociente X WY /{z,y}, onde W denota unido disjunta.

Agora, vamos definir a operacdo jung¢do de espagos topoldgicos. Esta ope-
racdo é importante pois vamos usd-la por quase todo o resto destas notas. A
juncao dos espacos topolégicos X e Y é dada por

X+xY =(XxY x[0,1])/ ~,

onde, para zg, z1 € X x Y x [0, 1] distintos, temos zy ~ 21 se zg e z; pertencem
a um unico conjunto da familia de conjuntos

{{m}xYx{l}:weX}U{Xx{y}x{O}:er}.

Note que X e Y podem ser identificados com X xY x {1}/ ~ C X xY e
X xY x{0}/ ~ C X«Y, respectivamente. Também, X xY pode ser identificado
com X xY x{1/2}/~C X Y.

Um elemento de X * Y é uma classe de equivaléncia sobre o conjunto
{(z,y,t): 2 € X,y € Y, t € [0,1]} e (z,y,t) é frequentemente escrito como
uma combinagdo convexa formal tx + (1 — t)y. CUIDADO pois essa soma for-
mal é ndo-comutativa: %a:+ %y = (z,y,1/3) enquanto que %y-{- %a: = (y,2,2/3).
Além disso, para todo z € X temos que 0z + 1y é identificadocomy € Y C X xY
e para todo y € Y temos que 1z + Oy é identificado com z € X C X xY. Como
exemplo, verifique que [0, 1] % [0, 1] é um tetraedro.

Algumas jungoes tém nome especial. A juncdo de um espago topoldgico X
com um ponto é chamado cone de X. A juncdo de X com a esfera S° é a
suspensdo de X, denotada susp(X). Note que susp(S?) ~ Sl e S % S™ ~
Sn—i—m-‘,—l_

Sejam X, Y, U e V espagos topoldgicos, f: U = X e g: V — Y fungdes.
Definimos fxg: UV — X %Y por

frgltu+ (1 —t)w) =tf(u)+ (1 —t)g(v).

Os seguintes resultados sdo facilmente provados.

PROPOSIGAO 13 Para todo inteiro p > 2, se (U,w) e (V,v) sdo Z,-pares entio
(U xV,w*v) é um Zypar. |

PROPOSIGAO 14 Para todo inteiro p > 2, se f: (Uwy) — (X,vx) e
g: (Vywy) = (Y,vy) sdo fungdes Z,-equivariantes entao fxg: (UxV,wyxwy) —
(X *Y,vx *vy) é uma fungdo Z,-equivariante. |

5.2 Complexos simpliciais abstratos e complexo das cadeias de uma
ordem parcial. Note que um complexo simplicial fica definido (a menos de
homeomorfismo) pelo seguinte sistema de conjuntos chamado complexo simpli-
cial abstrato, que denotamos por (V, K), onde V é um conjunto cujos elementos
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sdo chamados vértices, e que aqui serd sempre finito, e K é uma familia de
subconjuntos ndo-vazios de V' que satisfaz:

(i) veV={v}ekK,
(i) ACBe K= A€K.

A dimensdo de um simplexo A € K é dim(A4) = |A| — 1 e a dimensdo do
complezo simplicial K é max{dim(A4): A € K}. O g-esqueleto, para 1 < q <
dim(K), de K é definido por K? = (V,K?) = {B € K: dim(B) < ¢}. Com essa
definicdo, denotamos o conjunto de vértices de K por K°. Para o g-esqueleto
de ¢™ usamos a notagéo oy

Uma realizagdo geométrica trivial de um complexo simplicial abstrato (V, K)
pode ser feita associando-se a cada v € V um vetor canlnico e, no RVl e
para cada A € K tomamos o fecho convexo |o4| = conv(e,: v € A). Dessa
forma, temos o complexo simplicial geométrico A = {o4: A € K}. Assim, cada
complexo simplicial geométrico A determina um complexo simplicial abstrato
e a um complexo simplicial abstrato existe associado um unico (a menos de
homeomorfismos) complexo simplicial geométrico. O espago topoldgico |A] é a
realizagdo geométrica do complexo simplicial abstrato (V, K).

A seguir vamos definir o conceito de conjunto parcialmente ordenado e ve-
remos a partir dai como se define o conceito subdivisdo baricéntrica de um
complexo simplicial abstrato.

Um conjunto parcialmente ordenado (ou ordem parcial) é um par (P, <) onde
P é um conjunto (P serd sempre finito) e < uma relacdo (bindria) de ordem,
isto é, uma relacdo reflexiva, antissimétrica e transitiva.

A um conjunto parcialmente ordenado P associamos um complexo simplicial
abstrato chamado complexo das cadeias de P, denotado cc(P). Este é um com-
plexo simplicial cujos vértices sdo os elementos de P e os simplexos sdo as cadeias
zo <z < - <zt em P. E facil ver que se P e () sdo conjuntos parcialmente
ordenados e f: P — () é uma func¢do entre os conjuntos que preserva compara-
bilidade entdo existe induzida uma fungdo simplicial cc(f): cc(P) = cc(Q).

Um complexo simplicial abstrato A tem naturalmente uma estrutura de or-
dem parcial dada pela relacdo de inclusdo entre as faces ndo-vazias. Denotamos
esta ordem parcial por poset(A) e ndo é dificil ver que |cc(poset(A))]| = |A|
(note que |cc(poset(A))| ~ [SA(A)] ~ [A]).

5.3 Juncgdo de complexos simpliciais. Sejam A; e A complexos sim-
pliciais abstratos. Vamos assumir que os conjuntos de vértices A} e A9 sdo
disjuntos. A juncdo abstrata dos complexos simpliciais A; e Ay é dada por

Al*AQZAlLJAQU{UlUO'Q:Ol€A1,(J’2€A2}.

Note que |Ay * Ag| & |Ar] *[Az].
Se A é um complexo simplicial denotamos por A*?P a jungdo iterada p-vezes
(ou simplesmente p-juncgdo) de A. O complexo simplicial A*? tem conjunto de
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vértices A% x {1,...,p} e as suas faces sio dadas pelos conjuntos nio-vazios da
forma,

{(v,1):v€o}U{(v,2):vE€ a2} U---U{(v,p): v E 0g,}

tal que o1,...,0p € AU{0}.

Para uma face de A*P temos a seguinte notacio (que é ndo-comutativa):
01 % 02 % -+ - * 0. Também, os pontos de |A*P| sdo escritos formalmente como
tix1 + - +tpxp com t; > 0, Eiti =lex; € "A"

Seja A um complexo simplicial e U C A uma familia de simplexos de A, ndo

necessariamente um subcomplexo. Defina Sd(U) = cc(poset(U)). Dessa forma,
Sd(U) é um subcomplexo de SA(A).

LEMA 15 Sejam Uy e Us duas familias disjuntas de simplexos que particionam
um complexo simplicial A. Entao temos uma imersao simplicial candnica

Prova. Basta definirmos ¢ nos vértices de Sd(A). Um vértice de SA(A) é um
simplexo ¢ € A. Defina

p(o) =

ox seo €U,
O0xo seo €U,.

Para fecharmos essa secdo, vamos definir o conceito de juncdo deletada in-
troduzido por Sarkaria (veja, por exemplo, [13]) e provar alguns resultados que
usaremos adiante. Se A é um complexo simplicial e p e j inteiros positivos, entdo
denotamos por A*Ap(j) o subcomplexo da juncgdo p-iterada de A cujas faces sdo
dadas pelos conjuntos ndo-vazios da forma

{(v,1):v€o}U---U{(v,p): v € gp},

onde o1,...,0p € AU {0} e os simplexos o1,...,0, sdo j-a-j disjuntos.

Figura 6: Exemplo: | (02)22(2) | ~ S2.
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Um ponto de ||A*Ap(].) | é formalmente escrito como t1z1 + --- + t,x, com
t€[0,1], >°,ti = 1, z; € |A] e os suportes supp(x;) sdo j-a-j disjuntos. Além
disso, temos a Z,-acdo, que é livre para p primo, dada pela a¢do do gerador

Vp: tl.Z'l +t2.Z’2 —|——|—tp.’Ep »—>t2m2 +"'+tp$p+t1$1.

Agora, vejamos alguns resultados sobre essas construgoes. Estes resultados
indentificam o ponto bédsico nas aplicagbes da técnica da juncio deletada. No
que segue, K é um complexo simplicial, p um primo e, d, j e n inteiros positivos.

TEOREMA 16 Suponha ezistir f: |K| — R? tal que para quaisquer p faces j-a-j
disjuntas, digamos o1, ...,0, € K, temos [, f(loi]) = 0. Se |KX ;)| € k-conezo
entdo k < (d+1)(p—1) — 1.

PROVA. A existéncia de tal funcio f faz que esteja bem definida a funcio
fo: ||K*Ap(j) | = ®R*HL
dada por
t; P
t1z1 + -+ tpx |—>( )

PPt £ ()
Claramente, f, é uma Z,-funcdo, onde as Z,-acOes sdo as usuais v, e 1, sobre
1Kl e (R+1)E | respectivamente. Note que o fator multiplicativo ¢; na tltima

linha garante a continuidade da funcdo.
Tomando g a Z,funcio dada pelo Lema 11, pdg. 16, temos que

9fp: | K *A”( i) | = S(d+2,p) é uma Z,-fungdo. Assim, o teorema segue do Teore-
ma 10, pag. 14. |

j=1

Felizmente, em alguns casos sabemos calcular a conexidade de algumas
juncdes deletadas de complexos simpliciais. Vejamos alguns resultados.

PROPOSICAO 17 Se A e B sao complexos simpliciais, p e j inteiros positivos,
entdo

(4) (A«B)JP  =AF  «BY

AG) T TAG) T T AG)
PROVA. Podemos assumir A% e B° disjuntos. Entdo o lado esquerdo de (4)
tem conjunto de vértices (A° U B%) x {1,...,p} enquanto que o lado direito
tem conjunto de vértices A° x {1,...,p}UB° x {1,...,p}, portanto, sio iguais.

Vamos mostrar somente “C” pois a outra inclusio é andlogo.
Uma face de complexo do lado esquerdo de (4) é da forma

(5) {(v,1):v€oi}U---U{(v,p): v €E€ap} #0,

onde os simplexos o; € A * BU {(}, para todo i € [p], sdo j-a-j disjuntos. Mas,
o; é da forma . .
ThUTE £ 0
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com 74y € AU{0} e 75 € BU {0}. Entdo cada {(v,i): v € 0;} de (5) pode ser
escrito como unido disjunta nao-vazia

{(,):verituf{(v,i):verh}.
Reescrevendo (5) temos
{(v,1):veTi}U---U{(v,p): v € TRIU{(v,1): v € Tp}U---U{(v,p): v € T8},

que claramente é uma face do complexo simplicial do lado direito de (4). |

z

e

COROLARIO 18 Para inteiros positivos n e p, o complezo simplicial | (a")*Ap(p)|
homeomorfo a esfera SMDE=V=1 " BEm particular, para S(n+2,p) C (R*1)%
o homeomorfismo é Z,-equivariante com relacGo as acdes usuais v, e n, sobre
||(O'")*Ap(p) | e S(n+2,p), respectivamente. Ainda, se p é primo o homeomorfismo
é uma Z,-fungao.

PROVA. Da definicdo de juncdo, (0")%,, = ((¢°)*"+!),, e usando o lema

A(p)
. —1 . . ~ s 2
anterior, ((00)"‘A”(p))*"Jrl = (0b75)* !, cuja realizagio geométrica é homeomorfa

a (SP=2)*t+l & S(n + 2, p). |

COROLARIO 19 Para inteiros positivos n, j e p, o complezo simplicial | (an)zp(j) |
é((n+1)(j —1) — 2)-conexo.

PROVA. Temos (0") Xy = ((6°)X;))*"*" que é isomorfo a (ag-’:zl)*”ﬂ, que é a
juncdo de um buqué de esferas de dimensdo j — 2. Agora, a prova segue do fato,
njo trivial, que juncdo de espagos topdlogicos com tipo homotépico de buqué
de esferas tem tipo homotdpico de buqué de esferas (veja [8]). Neste caso temos
um buqué de esferas de dimenséo (n + 1)(j — 1) — 1. |

Os célculos de conexidade podem complicar para casos gerais de complexos
simpliciais. Algumas vezes, o seguinte truque contorna esse problema.

TEOREMA 20 Sejam n, j e d inteiros positivos, p um primo, e K C o™ um
complezo simplicial. Se existe f: [K| — R? continua tal que, para todos
01,...,0p faces j-a-j disjuntas de K temos que [, f(|oi]) = 0 e, se existe
x: o™ = o™ U {0}, para algum inteiro m, tal que

(i) para todo o € K temos x(o) = 0;
(i) T C o= x(1) Cx(o), e

(iii) para todos o1, ...,0, € 0"\ K, faces j-a-j disjuntas, temos que (), x(0;) =

2

entdom € tal que (d+m+2)(p—1)—-1>Mn+1)GF—-1)—2.
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PROVA. Seja A = ¢™ e ponha U = A’P -\ K7F . As condigdes (), (ii) e (i)

R AG) N TTAG)
do teorema garantem a existéncia da fun¢do simplicial
Xp: U — (am)*Ap(p)
dada por
o1 % - - deoylor) x - -k x(op).
Estendemos x, por linearidade para a Z,funcdo

Ixpl: 1SA(U)] = 1Sd((e™) )]
Também, estendemos por linearidade a funcdo do Lema 15, pag. 19, para
o2 [SAAT )| = |SAE )]+ | SAD)],

que é uma Zp-funcdo, pois pela Proposigao 13 o contra-dominio é um Z,-espaco.
Pela Proposigéo 14 temos que fp, * |xp| é uma Z,-func¢do, onde f, é como no
Teorema, 16, assim temos

* * Fo* Xl *
F: [AT 1 = 1K+ 1SdU)] == RTHR + [(@™) |-

Pelo Lema 11, pela Proposi¢ao 14 e pelo Coroldrio 18, temos a Z,-funcéo
G: RTHL «[(0™)Z )| = S(d+2,p) x SPHDE=D=L,
Finalmente, temos a Z,-fungéo

GF: ”AX)( N " N S(d+m+2)(p71)71
b )

e o resultado segue pois, pelo Corolario 19 sabemos que |AZ ;[ é ((n +1)(j —

1) — 2)-conexo, e pelo Teorema 10, pag. 14, devemos ter (d+m+2)(p—1)—1 >
(m+1)(Gj—1)—2.

6 Os Teoremas de Radon e de Tverberg

Considere d + 1 pontos no R?, para d > 1 inteiro, em posicio geral ou, mais
simplesmente, um d-simplexo. Entdo de qualquer maneira que biparticionamos
esse conjunto de pontos, as faces induzidas por cada parte ndo se encontram.
Radon provou que esse ndo é o caso para d + 2 pontos.

O seguinte resultado, o Teorema de Radon, é bastante conhecido em teoria
de convexidade.

TEOREMA 21 Todo conjunto de d + 2 pontos no R? pode ser dividido em dois
subconjuntos disjuntos de modo que os fechos convexos se encontram. |

O seguinte resultado é equivalente ao Teorema de Radon.

TEOREMA 22 Para toda funcdo linear f: |o?!] — R? existem o1 e o2 faces
disjuntas de 0@ tais que f(|o1|) N f(loz]) # 0.
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PROVA DA EQUIVALENCIA. Que o Teorema 21 implica o Teorema 22 é imediato.
Para a volta, seja S um conjunto de d + 2 pontos no R? e g uma bijecao entre S
e os vértices de %t1. Estenda g linearmente sobre |o?*!| e considere a incluso
i: S < R?. Portanto, existem o e o9 faces de 0%+ tais que ig(|o1 |)Nig(|oz2|) #
0 e logo g(a1), g(a2) C S séo tais que conv(g(ay)) Nconv(g(as)) # 0. |

O Teorema de Radon tem a seguinte versio topoldgica, que obviamente im-
plica a combinatéria, e que foi demonstrada por Bajméczy e Bardny [3] em
1979.

TEOREMA 23 Para toda aplicagio f: |o?tt| — R? existem o1 e o2 faces dis-
juntas de 0@t tais que f(|o1]) N f(|oz]) # 0.

PROVA. Suponha existir uma aplicacio f: |o?t!| — R? tal que faces disjuntas
tém imagens disjuntas. Pelo Corolario 18 temos |(a%+")7%,)| ~ S que é d-
conexo e, portanto, pelo Teorema 16 temos que d < (d+1) —1. Esta contradigio
prova o teorema. |

6.1 O Teorema de Tverberg. Generalizando o caso da secdo anterior,
sejam d > 1 e p > 2 inteiros. Vejamos que existem (d + 1)(p — 1) pontos no
R? para os quais em qualquer p-particdo o fecho convexo das partes ndo se
encontram.

Por exemplo, no caso d = 1 ponha 4i,...,4,_1 C R com 4; = {ai,a}} tal
que ab—ai =1ea} < al sei < j. Suponha que no R4 temos p— 1 conjuntos
disjuntos Ay, ..., Ap_1, de cardinalidade d, que satisfazem a hipétese. Tome,
para todo i € [p — 1], pontos z; = (b;,1) € R?, onde b; € R¥~! é o baricéntro
de A; e ponha A= A; U {z;} (veja figura 7).

Zd

Figura 7: (d + 1)(p — 1) pontos no R? onde em qualquer p-particio nio existe
um ponto em todos os fechos p convexos.

Entéo, |J; Aé o conjunto de (d + 1)(p — 1) pontos no R? que procuramos.
De fato, existem p — 1 pontos com d-ésima coordenada igual a 1, e p partes
em uma parti¢do, portanto, uma das partes estd inteiramente contida em R?~1
portanto, [, conv(A'C R¥~1. Se a p-parti¢io no R? induz uma p-particio no
R¢-1, segue por indugdo que ), conv(A’'= 0. Caso contririo, alguma parte
nio encontra o R4~ e neste caso é imediato que (), conv(A'= 0.
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Em 1966, Tverberg [17] provou a seguinte generaliza¢do do Teorema de Ra-
don, agora conhecido como Teorema de Tverberg.

TEOREMA 24 Para quaisquer d > 1 e p > 2 inteiros, todo conjunto de (d +
1)(p—1)+1 pontos no R? pode ser particionado em p subconjuntos cujos fechos
CONVET0s se encontram.

A demonstragio original devida a Tverberg é complicada. Recentemente,
uma prova simples usando algebra linear e um resultado de Barany foi dada por
Sarkaria [15]. Quando p é primo, a demonstra¢io segue da seguinte versdo to-
polégica do Teorema de Tverberg, provado originalmente por Bardny, Shlosman
e Sziics [6] em 1981.

TEOREMA 25 Sejam p um primo, d > 1 e p > 2 inteiros e ponha N = (d +
1)(p — 1). Entdo, para toda f: |o| — R? continua existem o1,...,0,, faces
2-a-2 disjuntas de o™, tal que (), f(|o:]) # 0.

PROVA. Por contradi¢do, suponha que existe uma f: [0 — R? tal que para
qualquer conjunto de p faces 2-a-2 disjuntas de oV temos que a interseccio das
imagens dessas faces é vazio.

Pelo Coroldrio 19 sabemos que (V)

*Ap(z) é (N —1)-conexo e pelo Teorema 16
N —-1<(d+1)(p—1) -1, uma contradi¢do que prova o teorema. [ ]

Barany [7] conjecturou que o Teorema 25 vale para todo inteiro p > 2, e
Sarkaria (veja [9]) provou que vale para p poténcia de primo.

6.2 O Teorema de Tverberg Colorido. Pelo Teorema de Tverberg temos
que se hd um niimero suficientemente grande de pontos em posicio geral no R?,
podemos selecionar p subconjuntos de cardinalidade d+1 tal que o fecho convexo
desses conjuntos se encontram.

Uma versdo colorida desse resultado foi conjeturada por Bardny, Fiiredi e
Lovész. Em 1992, Zivaljevié¢ e Vreéica [19] resolveram esse problema e o seguinte
resultado é o Teorema de Tverberg Colorido.

TEOREMA 26 Dados inteiros p, d > 1 existe um inteiro T = T'(d,p) tal que
o sequinte vale. Dados Ay,...,Aq1 C R? disjuntos e |A;] =T (i € [d+1])
existem Si,...,Sp dois-a-dois disjuntos tais que todos tém cardinalidade d + 1,

|Si N Aj| =1, para todos i € [p] e j € [d+1], e ;¢ conv(S;) # 0.

Diferente do caso do Teorema de Tverberg, no caso colorido ndo se conhece
uma demonstracdo por métodos elementares. O caso T'(2,p) = 2p— 1, para todo
interiro positivo p, foi provado por Barany et al. [4].

Ponha ¢4, = min{T'(d,p): d,p > 1 e o Teorema 26 vale}. Bérdny e Lar-
man [5] conjecturam que tq p, = p.

O teorema abaixo, é a versdo topolégica do Teorema de Tverberg Colorido,
ele implica o Teorema 26 e, mais que isso, para inteiros p, m > 1 vale que
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tam < 4p(m) — 1, onde p(m) é o menor primo maior ou igual a m, visto que
para todo m existe um primo ¢, m < g < 2m. Esse resultado, juntamente com os
de [4], implica que o ndimero de maneiras de biparticionarmos um conjunto de n
pontos no R? em partes de cardinalidade n/2 é O(n9=5¢), onde g4 = (4d)~(4+1).
Esse é o primeiro limitante obtido para esse problema que é o(n?), para d > 3.

O teorema abaixo foi provado por Zivaljevi¢ e Vreéica usando seqiiéncias
espectrais e nossa demonstracio, seguindo Matousek [12] de 1996, usa a técnica
das juncdes deletadas de Sarkaria.

TEOREMA 27 Sejam um inteiro d > 1 e p um primo. Dados conjuntos disjuntos
A1,..., Ay de cardinalidade 2p—1 tome o complexo simplicial K cujo conjunto
de vértices é |J; Ai e o é uma face de K se |0 N A;| <1, para todo i € [d+ 1].
Entao para toda aplicagio f: |K| — R? ezistem 01,...,0, € K dois-a-dois
vértice-disjuntos tais que [; f(|oi]) # 0.

PROVA. Ponha N = (d+1)(2p— 1) — 1 e tome x: o™ — 02U {0} a coloragdo
x(o) ={i€[d+1]: o N A >2}.

Entdo 7 C 0 = x(7) C x(0) e x(0) = 0 & o € K e, para o1,...,0, faces
2-a-2 disjuntas, temos ﬂie[p] x(0i) # 0 pois caso contrario, se j € [d+ 1] estd na
intersec¢do temos, para todo i € [p], que |o; N A;| > 2 e entdo |A;| > 2p pois os
0;’s sao 2-a-2 disjuntos.

Suponha que existe f: |K| — R? tal que para quaisquer o1,...,0, € K
dois-a-dois disjuntos temos ), f(o:|) = 0. Entdo, pelo Teorema 20 (d +d +
2)(p—1)—1> (N +1)—2 que implica que (d+ 1)(—1) > —1, uma contradigio
que prova o teorema. |

7 O Teorema de Van Kampen—Flores generali-
zado

Foi mostrado, por Van Kampen em 1933 e por Flores em 1932, que ndo existe
imersdo do (n — 1)-esqueleto 62" ; no espago euclidiano R*™~1) . Por outro lado,
pela Proposigio 1 sabemos que 02" ; pode ser imerso no R>*~!. Van Kampen e
Flores provaram

TEOREMA 28 Para toda aplicagio f: |02 | — R2X("=Y) egiste um par de faces
disjuntas cujas imagens se encontram.

Note que para n = 2 temos, como conseqiiéncia do teorema, que o grafo
completo de cinco vértices ndo é planar. Vamos ver um esboco da prova do
Teorema de Van Kampen—Flores usando a técnica das juncoes deletadas. Seja A
o simplexo de dimensdo 2n e K a seu (n—1)-esqueleto. Ponha U = A*Az@)\K 22(2).
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Suponha existir alguma f como no enunciado mas que leva faces disjuntas de K
em subconjuntos disjuntos do R2("~1)_ Tal f induz a Zyfuncio continua

foi |KRg)l = (RXm=1)y2
Defina g: Sd(U) — S° = {-1,1} pondo

-1 seo; €K,
1 se 09 € K.

g(o1 x02) = {

Note que pelo menos um de o; e o3 deve estar em K pois todo simplexo em
A\ K tem dimensdo pelo menos n. Entdo temos

S & ARl —— KXo+ 18dU)]

i !

S2(n—1) ¢ (RZTL—I)2A % S0

e F contradiz o Teorema de Borsuk—Ulam.

Em 1991, Sarkaria [14] provou a seguinte teorema que generaliza o Teorema
de Van Kampen—Flores. Note que esse teorema implica a versdo continua do
Teorema de Tverberg quandon =s—1= (d+ 1)(p — 1), para p primo e j = 2.

TEOREMA 29 Sejam n, s, 7, p e d inteiros tais que 1 < s <n+1,2<j<p,
d >0 e p primo. Suponha que

(o) n=s—1len+1)(EF-1)>Wd+1(p-1), ou
(b)n>s—lem+1)p—1)+ps>n+1)(j-1)>(d+m+2)(p—1) para
algum inteiro positivo m.

Entdo para toda aplicagio f: o™ | — R?, ezistem o1,...,0, € 0™ | j-a-j
disjuntos tais que (), f(|os]) # 0.

PROVA. Se existe f: o™ ;| — R? tal que néo vale o enunciado, entdo temos a
Zy-funcdo
(07 )38, | — S(d+2,5).

No caso (a) temos uma contradigdo do Teorema 10, pois a conexidade do dominio
é maior ou igual a dimensao do contra-dominio.

No caso (b), sejam [n + 1] e [m + 1] os conjuntos dos vértices de o™ e o™,
respectivamente. Tome a seguinte m + 1 coloracgdo das s-faces 7° de o™

o(r*) = {[min(rs)%J se min7® < m’;%},

m+1 caso contrario.
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Donde tiramos que néo existem p faces 77,...,7, de o™ que s@o j-a-j disjuntas
monocramadticas. De fato, as p faces ndo podem ser todas de cor m + 1 pois de
(m+1)(p—1)+ps > (n+1)(j — 1) temos que o comprimento de

(6) (m(p—1)/(G —1),n+1]

menor que p(s + 1)/(j — 1) enquanto que ||J,; 77| > p(s +1)/(j — 1), portanto,
em (6) ndo existem pontos suficientes para tal coloragdo. Também, o ndmero
total de vértices ocorrendo como minimo de algum 77 é pelo menos p/(j — 1), ja
que as faces sdo j-a-j disjuntas, entdo se todos os vértices que sdo minimos de
algum 77 sdo menores ou iguais a m(p — 1)/(j — 1), temos que a diferenga entre
a maior e a menor cor que aparece é pelo menos

(G2 -0l =1

j—1 lp—1

Estendemos essa colorac¢do para todo o € o™ pondo

x(@) = | xo(r*)

TS€EOo

ou vazio se ndo existe 7° € o. Entdo, x satisfaz (i), (#4) e (#4i) do Teorema 20
para K = ¢”_,, portanto, (d+m +2)(p—1) —1> (n+1)(j — 1) — 2, ou seja,
(d+m+2)(p—1) > (n+1)(j — 1) contradizendo nossa hipétese. |

Do teorema acima temos a seguinte generalizacdo do Teorema de Van
Kampen—Flores.

TEOREMA 30 Para toda aplicagdo definida no (s —1)-esqueleto de aP*7P=2 para
o R, com d(p — 1) < p(s — 1), temos que existem p faces o1,...,0, 2-a-2
disjuntas tais que (), f(|os]) # 0.

Prova. Tome n =ps+p—2, 5 =2, m =0 e p primo no teorema anterior. H

8 O problema do colar generalizado

Suponha que temos pn pedras de t tipos distintos com pa; pedras do tipo 4
(¢ € [t]). Agora, estamos interessados numa parti¢cdo do colar em p partes de
modo que cada parte captura exatamente a; pedras do tipo ¢, para todo ¢ € [t].
Se as pedras de cada tipo aparecem contiguamente no colar, entdo numa p-
particao do colar temos pelo menos p — 1 cortes entre as pedras de cada cor, ou
seja, (p — 1)t cortes sdo necessarios.

Entdo o teorema demonstrado por Alon, como comentamos na péagina 12,
pode ser enunciado da seguinte forma.

TEOREMA 31 Todo colar com pa; pedras do tipo i, para i € [t], tem uma p-
partigdéo com no mdzimo (p — 1)t cortes.
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Vamos considerar a versao continua construida na Secdo 3.1, isto é, particio-
namos o intervalo [0, 1] em pn segmentos iguais e colorimos o j-ésimo segmento
com a cor ¢ se a j-ésima pedra é do tipo i.

Dada uma t-coloragio® do intervalo [0,1] uma p-particio de tamanho r é
uma seqiiéncia 0 = yo < y1 < -+ < ypr < ypy1 = 1 e uma particio da familia
de r + 1 intervalos F' = {[y;, Yi+1]: 0 < i <r} em p subfamilias Fy,...,F, dois-
a-dois disjuntas cuja unido é F' e Fj; captura 1/p da medida total de cada cor,
para todo j € [p].

Suponha que temos uma particdo em familias de intervalos F, ..., Fy, com
(p — 1)t cortes ndo necessariamente nos extremos dos pn segmentos. Seja r o
nimero de cortes ruins. Se r = 0, nada a fazer.

Assuma, que, paratodo 7' < r, podemos “consertar os cortes ruins” e suponha
existirem r > 0 cortes ruins. Entdo para algum ¢ € [t] temos um ndmero positivo
de cortes ruins no interior de segmentos da cor i. Seja G = (V, E) o grafo com
arestas multiplas dado por V = {Fy,..., F,} e ponha uma aresta {F}, F;,} para
cada corte ruim na cor ¢ entre um intervalo de F; e um de Fj.

Desde que a medida da cor ¢ capturada em cada F; é um multiplo inteiro de
1/pa;, se F; € V tem grau positivo, entdo tem grau pelo menos 2. Dessa forma,
G contém um circuito. Assim, podemos “deslocar” todos os cortes correspon-
dentes as arestas deste circuito pela mesma quantidade, sem mudar a medida
de qualquer cor capturada pelos Fj’s, até que um dos cortes atinja um de seus
extremos. Assim feito, diminuimos o nimero de cortes ruins e segue por inducio
que podemos consertar os cortes ruins.

Na prova da versdo continua do problema do colar usaremos o seguinte lema.
Ponha

Inp = {(ml, cyTp): T € oV e os suportes dos z;’s sdo 2-a-2 disjuntos} .

LEMA 32 Sejam n > 1 um inteiro, p # 2 primo e N = (n+ 1)(p — 1). Entio
egiste uma Ly-fungio f: [(eNPH) o | = Znp.

Prova (EsBogo). A idéia da prova é semelhante ao que foi feito no Terema 9:
considere uma decomposicio celular equivariante de |(o?V *p“)*A”(z) |. Para cada
orbita de vértices, escolha um vértice e defina f arbitrariamente neste vértice.
Estenda a func¢do equivariantemente para toda érbita. A construcdo da f segue

indutivamete na dimenséo das células pois a dimenséo de |(o™ _1’“)’2’(2) | menos

1 éigual an(p—1)—1 que é igual a conexidade de Zn , que é N — p (veja [6]).0

Dados inteiros positivos n e p defina Y, , a realizagcdo geométrica candnica
de (a")X)@) no (R™1)P por: sejam vy, ..., v, 0s vértices de o™. Fixe a reali-
zagio geométrica de o™ em R"T! dada naturalmente pela bije¢do v; > e;, onde
{ej}jemn+1) € a base canénica do R™*'. Agora, para cada vértice (vj,i), i € [p],

de (a”)X’@) associe o ponto (0, ...,0,€5,0,...,0) € (R*+1)7.

I Estamos assumindo que o conjuto de pontos de cada cor é Lebesgue mensuravel.
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Um ponto de Y, , é da forma (t;y',...,t,y?), comy’ € R+ (y® 1) =1e
os y*’s tém suportes 2-a-2 disjuntos, ainda para todo i € [p], ¢; > 0e Y, ¢; = 1.

PROVA DA VERSAO CONTINUA DO PROBLEMA DO COLAR. Seja c: [0,1] — [t]
uma t-coloragdo do intervalo. Ponha N = (p — 1)t.

Dado z € Zn,p, ponha (2o, ...,zn) = 1/p(z' +- - -+2P) e note que do fato de,
para todo [ € [p], o suporte dos z!’s serem 2-a-2 disjuntos implica que se z; > 0
entdo existe um tnico | € [p] tal que a j-ésima coordenada de z' é positiva. Para

x = (xg,...,2zn) defina uma parti¢do de [0,1] em N + 1 intervalos pondo
j—1 J
In=[0,z] e I;= Zm,,Zml , para todo j € [N].
i=0 =0
Agora, para todo [ € [p], seja F; a familia de todos os intervalos I; tal que
a j-ésima coordenada de z' é positiva, isto é, temos F; = {I;,,...,I;, }, onde
li,---,1x € [N + 1] sdo as linhas ndo-nulas de z!. Note que a soma dos compri-

mentos desses I;’s é 1/p, pois (z',1) = 1.
Para cada i € [t — 1] tome g;(2) a medida da i-ésima cor em | J F} e defina a
aplicagdo g: Zy , — R™! por

9(z) = (91(2); - -, 91-1(2))-

Dessa forma, para todo [ € [p] e todo i € [t — 1], temos que g;(n,' 1 (2)), onde
7np representa a agfo usual do gerador em Yn_pt1 € em Zn p, é a medida da
i-ésima cor em | F;.

Pelo lema acima, existe uma Z,-fun¢do f: Yn_pt1p = Zn,p. Ponha h =
9f: Yn_py1,p = RI7L. Pelo Teorema 12, pag. 16, existe z € Yy_p41,, tal que
h(z) = h(p(@)) = - - = h(ny?~ (x)).

Pela equivaridncia de f temos que z = f(x) satisfaz g(z) = g(ny(2)) =--- =
g(myP~1(2)) que implica que os conjuntos Fi,...,F, correspondentes a tal z
capturam 1/p da medida de cada uma das primeiras ¢ — 1 cores.

Desde que a medida total de cada F; é 1/p, cada F; captura precisamente
1/p da medida da dltima cor. Dividindo os intervalos de comprimento 0 ar-
bitrariamente entre os Fj’s, concluimos que existe uma p-particdo de tamanho
N=(p-1)t.

O teorema segue da seguinte proposigao.

PROPOSICAO 33 Se a versao continua do problema do colar vale para (t,p) e
(t,1) entdo também vale para (t,pl).

Prova. Dada uma t-coloragio do intervalo [0, 1], usamos (p — 1)t cortes para
formar uma p-familia de intervalos, cada famila capturando 1/p da medida de
cada cor. Para cada familia considere a t-coloragio do intervalo formada colando-
se os intervalos da familia e reescalonando o comprimento total para 1. Usando
(I — 1)t cortes temos uma [-particdo desta coloracéo.
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Voltando para a coloracéo original, isto acrescenta p(l — 1)t cortes. Entao,
no total temos (p — 1)t + p(I — 1)t cortes que fornecem um pl-particéo. |

9 A conjectura de Kneser

Dados inteiros r, t > 1 considere a colec¢do de todos os r-subconjuntos de X = [n],
paran < 2r+t—1. Entdo, podemos particionar (f) em t classes Xq,...,X; tal
que todo par de r-subconjuntos pertencentes a uma mesma classe tem intersec¢ao
nao-vazia.

De fato, se T' C X tem cardinalidade r ponha T em X; se ¢ = minT <t —1,
caso contrério, ponha T em X;.

Em 1955, Kneser perguntou se o mesmo pode ser feito para t + 1 classes.
Uma resposta foi dada por Lovész [11] em 1978.

TEOREMA 34 Se os r-subconjuntos de um n-conjunto, comn > 2r +t — 1, sdo
particionados em t classes, entdo alguma classe contém uwm par de conjuntos
disjuntos. |

Uma generalizacdo deste teorema foi conjecturada por Erd6s em 1973. Sejam
p, r e t inteiros positivos e n < (t — 1)(p — 1) + pr — 1. Ponha X = [n] e vamos
definir uma particdo X1,...,X; de (*) pondo um r-subconjunto T' em X,
paral = (minT)(1/(p—1)) seminT < (t—1)(p—1) (podemos supor p > 2 pois
para p = 2 estamos no caso anterior), caso contrario pomos em X;. Entdo nio
existem T1,...,T, € X; dois-a-dois disjuntos, pois se houvessem, |{J; Tj| = rp
enquanto que o nimero de inteiros m tal que (t—1)(p —1) < m < n é menor que
rp. Note que para |minT;/(p — 1)| fixo temos que os T;’s assumem no maximo
p — 1 valores minimos distintos.

Erd6s conjecturou que tal particio ndo existe paran > (t—1)(p—1)+pr—1.
A resposta foi dada por Alon, Frankl e Lovasz [1] em 1986.

TEOREMA 35 Dados inteiros positivos t, r, e p, suponhan > (t—1)(p—1) +pr.
Se a familia de r-subconjuntos de um n-subconjunto é particionada em t partes,
entdo umas das partes contém p elementos dois-a-dois disjuntos. |

Nesta secdo vamos provar uma generalizacdo posterior, de 1990, devida a
Sarkaria [13].

TEOREMA 36 Dados inteiros t, 7, p>1 e j > 2, suponha n(j —1) —1 > t(p —
1) + p(r — 1). Entdo para qualquer t-parti¢io da familia dos r-subconjuntos de
wm n-conjunto, existe uma parte com p elementos j-a-j disjuntos.

Note que para j =2 temosn > t(p—1)+p(r—1)+1=(t—-1)(p—1)+pre
estamos no caso anterior. Vejamos que a cota inferior acima é a melhor possivel,
generalizando a construc¢do anterior.
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Considere n < (1/(j — 1))(¢(p — 1) + p(r — 1)), e ponha X = [n]. Vamos
definir uma t-particdo dos r-subconjuntos de X, digamos Xi,...,X;, pondo
cada r-subconjunto T' com min7T < (¢t — 1)(p — 1)/(j — 1) em X|;j, para [ =
(minT)(j —1)/(p — 1), caso contrario colocamos T em X;.

Ent8o ndo existem T1,...,T, € X; j-a-j disjuntos pois neste caso, ||J,; T;| >
rp/(j — 1) enquanto que o ndmero de inteiros m tais que (t—1)(p—1)/(j —1) <
m < n é menor que rp/(j —1).

PrROVA DO TEOREMA 36. Seja p um primo e ponha N = n — 1 e lembremos
que oY ; denota o (r — 1)-esqueleto do complexo simplicial V. Suponha existir

Xo: 0—7{\[—1 \011-V—2 — [t]

uma, t-coloragio das faces de dimensdo (r — 1) de oV tal que nfio existem
01,...,0p em o ; \ oI, as quais sdo j-a-j disjuntos e com xo(0o1) = -+ =

Xo(o p)-
Ponha

@)= U x@

N
0DTET,_

para todo o € V. Note que x é como no Teorema 20. Tomando [t] como o
conjunto de vértices de o?~! temos definida

Xp: U= (a871)P
tomando

o1 %o (o) x -+ % x(0p),

A

onde U = (o 2 \ (AR 2) A(j)- Temos a inclusdo canonica

Sd((aN)*Ap(j)) - Sd((”i\iz)zp(j)) *Sd(U),

que composta com id * |xp| nos dd

Fe [Sd((0™)2 )1 = 1SA((0N )21+ 1802,

Entéo, a aplicagdo F' tem dominio (N +1)(j — 1) —2-conexo e contra-dominio

de dimens&o no maximo ¢(p — 1) — 1 + pr. Esse fato contradiz o Teorema 10,
pag. 14.
Agora, o teorema segue da seguinte proposi¢ao.

PROPOSIGAO 37 Se o teorema vale para p = p; e p = py entdo vale para p =
P1p2-
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PRrOVA. Seja n tal que

n(j—1)=12> t(pp2 — 1) +pip2(r — 1) = t(p1 — 1) + p1(t(p2 — 1) + p2(r — 1)),

~ v
~~

r'—1

e X um conjunto de cardinalidade n. Entao

(*) para toda t-coloragio dos r'-subconjuntos de X existem subconjuntos
Ti,...,T,, de cardinalidade r' e j-a-j disjuntos monocromdticos.

Note que 7'(2 = 1) =1 =7"— 1> t(p — 1) + p2(r — 1), portanto, para toda
t-coloragdo dos r-subconjuntos de [r'] existem T4, ...,Tp, € ({TTI]) 2-a-2 disjuntos
monocrométicos. Tome a t-coloracdo de (‘5 ) que atribui a cada r'-subconjunto a
cor dos membros de uma ps-upla monocromética de r-conjuntos 2-a-2 disjuntos
escolhida desse r'-subconjunto. Para tal t-coloragio vale (x).

Cada T] contém uma po-upla, portanto, temos um pips-upla de r-
subconjuntos de X j-a-j disjuntos monocromaticos. |

E com isso provamos o teorema. |

A seguir, apresentamos como Lovész [11] e Alon, Frankl e Lovész [1] resol-
veram as respectivas versdes da conjectura de Kneser. Ressaltamos somente a
conexao topologia-combinatdria que, por si, sdo resultados bastantes interessan-
tes.

9.1 O resultado de Lovasz. Defina o grafo de Kneser G¢, pondo como
conjunto de vértices os r-subconjuntos de [2r + ¢t — 1] e ponha dois vértices
adjacentes se e somente se eles sdo disjuntos. O Teorema 34 diz que x(Gy,r) > t.

Dado um grafo G = (V, E), defina o complexo simplicial N'(G) pondo o C
V(G) um simplexo de N'(G) se e somente se existe v € V(G) \ o tal que {v,w} €
E(G) para todo w € o. A demonstracio dada por Lovész para a conjectura de
Kneser segue dois passos independentes:

(i) |N(Gyr)| é (t — 2)-conexo;

(ii) Para todo grafo finito G, se |[N(G)| é (¢t — 2)-conexo entdo G néo é t-
colorével.

Vamos nos concentrar na parte (ii). Defina w: N(G) = N(G) por
w(o) ={v e V(G): {v,w} € E(G) para todo w € ¢} .

Entdo w tem as propriedades que 7 C ¢ implica que w(7) D w(o) e w?(c) D 0.

Ponha C(G) o subcomplexo de SA(N(G)) dado pela ordem parcial formada
pelos pontos fixos de w?. Dessa forma, (|C(G)|,|w]) é um Zs-espago.

Agora, todo homomorfismo de grafos g: G; — G2 induz uma Zs-funcio
g2: [C(G1)| = [C(G2)]-

Assim, a prova do passo (i) segue facilmente. Se G é t-colordvel existe
um homomorfismo g: G — Ky, portanto, existe uma Zo-funcio g»: |C(G)| —
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IC(K%)|. Entretanto, C(K;) = N(K;) pode ser descrito combinatorialmente
como a subdivisdo baricéntrica da fronteira do (t—1)-simplexo que é homeomorfo
a esfera S'=2, portanto, pelo Teorema 9, pag. 14, o espago topoldgico |C(G)| ndo
pode ser (t — 2)-conexo.

9.2 O resultado de Alon, Frankl e Lovasz. O hipergrafo de Kneser
Gp,p,r € 0 hipergrafo p-uniforme dado pelo conjunto de vértices ([’T‘]) e, uma
colecdo de p vértices forma uma aresta se sdo dois-a-dois disjuntos. Entao o Teo-
rema 35 é equivalente a Gy, p » ndo ser t-colordvel para todon > (¢—1)(p—1)+pr.

Seja H = (V, E) um hipergrafo p-uniforme. Definimos o complexo simpicial
C(H) tomando como conjunto de vértices todas as |E|p! p-uplas (vi,...,vp)
de vértices de H tal que {v1,...,vp} € E. Um conjunto de vértices
{(i,...,v}): i € I} é um simplexo de C(H) se existem Vi,...,V}, dois-a-dois
disjuntos tais que v; € Vj, para todos i € I e j € [p], e sobre os conjuntos de
vértices Vi, ..., V), existe um subgrafo p-partido completo.

Agora, a prova do Teorema 35 segue facilmente dos seguintes trés passos,
para p > 2 primo:

(i) para todo hipergrafo p-uniforme H, se |C(H)| é ((t—1)(p—1) — 1)-conexo
entdo H nao é t-coloravel;

(ii) |C(Gn,p,r)| é (n—pr—1)-conexo, portanto, para todon > (t—1)(p—1)+pr
esse complexo simplicial é ((t — 1)(p — 1) — 1)-conexo; e

(iii) se o Teorema 35 vale para (r,t,p;) e para ((t — 1)(p — 1) + pr,t, p2) entédo
também vale para (r,t,p1p2). Mais o resultado de Lovdsz para p = 2,
provam o teorema para todo p > 2.

Como antes, vamos nos concentrar na parte (i). Alon, Frankl e Lovész con-
jecturaram que esse resultado vale para todo inteiro positivo p. A prova de (i)
segue em mais trés passos:

(a) se |C(H)| é (m(p — 1) — 1l)-conexo entdo existe uma Z,funcio
Fi o™ 0)2 | — C(H)];

(b) se H é t-coloravel entdo existe uma Z,-funcdo g: |[C(H)| = S(t+1,p); e

(c) existe uma aplicacdo h: S(t + 1,p) — RI~! tal que para nenhum y €
S(t+1,p) vale h(y) = h(ny(y)) = --- = h(n"~(y)).

Para concluirmos (i), suponha que H seja t-colordvel. Por (a), (b) e (c)
temos F = hgf: [(c™P~D)*P | — R~ continua. Usando o Teorema 12 tome

A2)
2 € |(em-V)%, | tal que F(2) = F(vy(a) = -+ = F(u?'(z). Tome
y = gf(z). Pela equivaridncia de gf temos h(y) = h(n(y)) = --- = h(n,? (y))

contradizendo (c).
Para provar (a), fazemos como no Lema 32 na Se¢do 8. Tomamos uma
decomposi¢do equivariante de ||(am(”_1))’Z’(2) | e definimos f indutivamente na

dimensdo das células. Para (c), tome y = (y;;) € S(t + 1,p) e defina h(y) = ys.

33



Portanto, se h(y) = h(n(y)) = -+- = h(n," "' (y)) entdo yi = yi2 = -+ = Yip,
para todo i € [t], contradizendo a defini¢io de S(t + 1,p) que evita a diagonal.
Para (b), defina R;(u) como a ¢t X p-matriz cuja i-ésima linha é o vetor u e
todas as outras entradas sdo nulas. Ponha ((z1,...,2p) = (2p,21,...,2p—1) €
z=(1,-1,0,...,0). Note que ), ((z) =0
Dada uma coloragio prépria ¢ dos vértices de H, defina para todo vértice
(vi...,vp) € C(H)

P
gl(vla s 7Up) = Z Rc(vi)(czz)'
=1

Como a coloracdo é pripria, essa matriz é ndo-nula. Tendo definida a fun¢do
nos vértices, estenda g¢' linearmente para |C(H)|. Observe que ¢’ é equivariante
nos vértices, portanto, também é equivariante em todo = € |C(H)|.

Para z € |C(H)| é facil ver que ¢'(z) é uma (¢t X p)-matriz cujas linhas e
colunas somam zero. Agora, vejamos que g'(z) # 0.

Paraz € [C(H)], por definicdo z = )7, Ai(v,...,vl) com X; > 0e ) Ay =1.
Por definicdo, existem subconjuntos de vértices Vi, ...,V, dois-a-dois disjuntos
tais que v¢ € V; e todas as []|Vj| arestas (v1,...,v,), v; € Vj, do subgrafo
p-bipartido completo sdo arestas de H. Como a coloragdo é prépria cada cor
estd ausente de pelo menos um dos Vj’s. Temos que

g'(z) = Z Ai Z Re(i) ({Tz).

Claramente, a c(v;'-)—ésima linha dessa matriz é ndo-nula, pois é combinacdo dos
vetores (7z com coeficientes positivos, para todo j, tal que c(v;'-) aparece como
cor de algum vértice em V;. Como nio aparecem todos (/z’s, essa combinagio
ndo pode ser nula. Agora, ponha g(z) = ¢'(z)/||g'(z)||-
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