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Abstract

In this dissertation we describe topological methods for investigating the computational comple-
xity of some combinatorial problems. These methods are used to estimate the depth of linear decision trees
for the membership problem for the union of a finite number of convex polyhedra. As applications of these
results we derive an (nlog(n/k)) lower bound for the k-equal problem, an ©(nlog k) lower bound for the
k-distinct problem and an Q(nlog(n/k)) lower bound for the k-divisibility problem. These results were
obtained by Bjorner and Lovész.

We also give an exposition of the topological methods used by Kahn, Saks and Sturtevant and
by Yao for studying the complexity of graph properties. Their results state that properties of graphs of
prime power order are evasive and that properties of bipartite graphs are evasive, respectively.

Resumo

Neste trabalho descrevemos algumas aplicagoes da topologia algébrica em complexidade compu-
tacional. Bjorner e Lovasz usaram métodos topoldgicos para estimar a altura de uma arvore de decisao
linear que testa pertinéncia em unioes finitas de poliedros convexos. Como aplicacoes eles obtiveram as
cotas inferiores Q(nlog(n/k)) para o problema dos k-iguais, Q(nlogk) para o problema dos k-distintos e
Q(nlog(n/k)) para o problema da k-divisibilidade.

Descrevemos também os métodos topoldgicos usados por Kahn, Saks e Sturtevant para mostrar
que propriedades de grafos de ordem poténcia de primo sao evasivas. Estes mesmos métodos foram usados
por Yao para mostrar que propriedades de grafos bipartidos sao evasivas.
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Introducao

A topologia algébrica tem-se apresentado como uma poderosa ferramenta no tratamento de
problemas combinatérios. O exemplo mais conhecido nessa linha é devido a Lovasz; ele provou um resultado
ligando o ntimero croméatico de um grafo & conexidade de um espago topoldgico construido a partir desse
grafo, demonstrando assim uma conjectura puramente combinatéria feita por Kneser [20]. Este resultado foi
mais tarde generalizado por Alon, Frankl e Lovész [3] para tratar o niimero cromdtico de certos hipergrafos
ligados a versoes mais gerais da conjectura de Kneser. Sao conhecidas apenas as demonstracoes topoldgicas
destes resultados combinatérios. Uma sintese desses resultados extremamente interessantes estd em Lovasz
[22] e Alon [2]. Inspirado em Alon, Frankl e Lovéasz [3], Kiiz [21] apresentou um método para calcular
cotas inferiores do nimero cromatico de hipergrafos n-uniformes a partir de invariantes topolégicos.

Porém, estamos interessados em outra aplicacdo: a fascinante conexao entre topologia algébrica e
complexidade computacional. Determinar cotas inferiores de problemas computacionais sob algum modelo
de computagdo é um problema reconhecidamente dificil e a topologia algébrica tem-se apresentado como
uma ferramenta para tratar alguns desses problemas.

Problemas em geometria e otimizagao combinatéria, por exemplo, podem frequentemente ser
expressos como problemas de pertinéncia para conjuntos P C R": dado z € R" decidir se x € P. Por
exemplo, decidir se existem trés pontos colineares dentre n pontos dados (z;,y;) € R? (1 <i < n)éo
problema de pertinéncia para o conjunto P C R?" dado por

P={(z1,y1,--,%n,Yn): TiYj + Ty + TkYi  T;jyi  Try; Tiyk =0 algum i < j < k}.
Dois modelos de computacao padroes para esse tipo de problema sao a arvore de decisao e a arvore de
computacao.

Temos um conjunto arbitrario P no R" e queremos saber se um dado ponto = esti em P.
Uma drvore de decisdo algébrica de ordem d é uma &arvore ternaria onde os nés internos sao rotulados
com polindémios nao-nulos p;(x) de grau no méximo d e as folhas tem rétulos “Sim” ou “Nao”. Cada né
interno tem trés filhos e as arestas sdo rotuladas com <, >, = (um exemplo, para d = 1, pode ser visto na
pagina 16). Dado z € R™, em cada passo a partir da raiz, a resposta para p;(z) R0 (R € {<,>,=}) diz em
qual dos filhos prosseguimos e quando atingimos uma folha lemos a resposta para a pergunta “x € P7”.
Esse modelo de computacdo é bastante poderoso: o problema da mochila,’ que é NP-completo, pode
ser resolvido por uma drvore de decisdo linear (isto é, uma arvore de decisdo algébrica de ordem 1) de
profundidade polinomial (veja [17]).

Uma cota inferior uniforme para a altura das arvores que resolvem um dado problema determina
uma, cota inferior para o problema em questao nesse modelo de computagao. Um caminho para derivar cotas
inferiores é estabelecer ligacOes entre a complexidade computacional para P e as propriedades topoldgicas
de P. Isto em geral depende da contagem das componentes conexas de P ou R"\P. Este método foi
introduzido por Dobkin e Lipton [12], e muitos outros vieram depois, veja, por exemplo, [4, 5, 7, 8, 31].

'Dados inteiros positivos 1, ..., T, e k, queremos decidir se existe I C {1,...,n} tal que Dicr i =k
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Dadas uma arvore T' e uma folha w, definimos L,, como o conjunto de pontos do R” que em T’
“yao parar em w”. Suponha que P é uma unido disjunta de abertos nao-vazios {P;}ic;. Um argumento
simples mostra que, para todo i, cada P; deve conter pelo menos uma componente conexa de L., para
alguma folha w com rétulo “Sim” tal que no raiz w caminho em T" aparecem somente desigualdades estritas
p1(z)R10, ..., pr(z)Rk0, onde R; € {<,>} e os polinémios p;(z) (1 < i < k) sdo os rétulos dos vértices
no raiz w caminho em T e tém grau no méximo d. Definimos como L™ o conjunto de tais folhas “Sim”.
Acima, k é no maximo a altura hr de 7. Denotamos por #S o ntimero de componentes conexas de um
espago topolégico S e definimos B(m, n) = max{# (R*\p~1(0)): p € Rlzy,...,z,] e grau(p) < m}.

Se Dy, = {z € R": [], pi(z) # 0} entdo, para todo w € LT, temos que L,, C D,, e ndo é dificil
ver que L,, tem no méximo ((hrd,n) componentes conexas. Isso nos diz que o niimero de abertos || em
{P;}ier é no maximo |L*|B(hrd,n). No caso de arvores de decisdo linear L,, é conexo para todo w € LT
e, portanto, |I| < |LT|, isto é, |I| < 3hT.

Dessa forma, temos os resultados abaixo; o primeiro de 1979 devido a Dobkin e Lipton e o
segundo de 1982 devido a Steele e Yao.

TEOREMA. [12] Qualquer drvore de decisdo linear para o problema de pertinéncia para a uniGo
disjunta de uma familia {P;}icr de abertos nao vazios do R" tem altura pelo menos logs |I|.

TEOREMA. [31] Se T é uma drvore de decisao algébrica de ordem d para o problema de per
tinéncia para a unido disjunta de uma familia {P;}icr de abertos ndo vazios do R", entdo a altura hy de
T satisfaz 3" B(hrd,n) > |I|.

Agora, considere a seguinte pergunta: qual a altura minima de uma arvore de decisao linear para
decidir se entre 1, z2,...,Z, existem dois elementos iguais? Essa pergunta é equivalente a decidir se todos
os elementos da entrada sdo diferentes, isto é, na linguagem do teorema de Dobkin e Lipton, decidir se um
dado x € R" pertence a P; = {(z1,72,...,Zn) € R": ;1) > Tj2) > -+ > Ty(n)} Para alguma permutacao
de [n] = {1,2,...,n}. Portanto, segue imediatamente do resultado de Dobkin e Lipton que a resposta para
a pergunta no inicio deste pardgrafo é Q(logn!) = Q(nlogn).?

E para decidir se existem 3 iguais? HEssa pergunta parece ser a mais natural em seguida. O
leitor pode perceber que generalizagoes naturais dos P;’s que damos no paragrafo anterior ndo funcionam.
Daremos a resposta para essa pergunta (na verdade para uma mais geral, para k-iguais, 2 < k < n) nas
secoes finais do Capitulo 2.

O resultado de Steele e Yao acima pode ser usado nas aplicacbes em problemas concretos em
combinagiio com um resultado de Milnor [24], que afirma que 8(m,n) < (m + 2)(m +1)™ L.

Se denotarmos por Cy(P) a altura minima para qualquer drvore de decisdo algébrica de ordem
d para o problema de pertinéncia em P, temos do teorema de Dobkin e Lipton que C;(S) = Q(log £y (P)),
onde (y(P) é o nimero de Betti de dimensao 0 de P. Do teorema de Steele e Yao e o limitante de Milnor
temos Cy(P) + nlog Cq(P) = Q(log Bo(P)).

Esse resultado foi melhorado por Ben-Or em [4] que provou Cy(P) = Q(log Bo(P)) e este resul-
tado ainda vale se consideramos drvores de computa¢ao algébrica ao invés de uma arvore de decisao, isto
é, permitimos também fazer certas atribuicoes, em cada passo, no lugar de sé fazermos testes. Sob estas
hipéteses, o resultado obtido foi que 2°737+hr > |7|.

2Note que este resultado é 6timo, j4 que ordenando os n elementos conseguimos resolver esse problema com O(nlogn)
comparagdes. Denotamos por O(f(n)) a familia de todas as funces g(n): R — R para as quais existem constantes positivas
¢ e ng tais que g(n) < cf(n) para todo n > ng. Denotamos por Q(f(n)) a familia das fungdes g(n) como antes tais que
g(n) > cf(n) para todo n > no.

viii



Note que se o conjunto onde estamos testando pertinéncia for conexo os resultados que descreve-
mos até aqui sao triviais. Esse problema foi contornado por Bjorner, Lovisz e Yao em [8], onde provaram
que C1(P) = Q(log |x(P)|), onde x(P) denota a caracteristica de Euler de P. Este resultado foi melhorado
em recente trabalho de Bjorner e Lovasz [7], onde a cota obtida foi C1(P) = Q(log 3, 5;(P)). E no estudo
desse trabalho de Bjorner e Lovasz que nos ocupamos por todo o Capitulo 2 dessa dissertagao.

As folhas “Nao” de uma 4rvore de decisdo linear 7' para P C R" decompdem R"\P em células
convexas disjuntas abertas no seu fecho afim, portanto, com dimensdo bem definida. Se escrevermos V;
para o espago vetorial gerado pelas células de dimensao i e 0; : V; = V;_1 para o homomorfismo bordo
usual, entdo dim H;(R"\P) < dim(ker 9;) < dimV}; este ultimo é o nimero de células de dimensdo i.
Concluimos que o nimero de folhas “Nao” é pelo menos ) . 3;(R"\P). Essa idéia, que nos foi apresentada
por A. Mandel, “explica” o seguinte resultado devido a Bjorner e Lovész. Denotamos por IT(T) e I=(T)
o nimero de folhas “Sim” e folhas “Nao” em 7', respectivamente. Ademais, [T (P) é o minimo dos [T (T)
para toda drvore de decisdo linear 7" para P. Definimos [~ (P) de modo andlogo.

TEOREMA. [7] Para qualquer poliedro fechado P C R",

(P =Y BRN\P) e IT(P)> 1+ G(R"\P).
i=0 =0

Para nés um poliedro é uma unido finita de poliedros convexos. Uma pergunta um tanto natural
é saber se existe cota superior para [~ (P) em termos de Y 3;(R"\P) ou em termos de qualquer invariante
topoldgico de R*\P. A resposta é ndo pois se P C R" é um politopo convexo de dimensio n, entdo os
pontos de R™\ P suficientemente préximos do centro de gravidade das faces préprias maximais de P devem
parar em folhas “N&o” diferentes em qualquer arvore de decisio linear para P, isto é, [~ (P) é pelo menos
o nimero de faces préprias maximais de P. Por outro lado )  §;(R"\P) = 2 pois politopos convexos de
dimensao plena sao topologicamente o mesmo.

O leitor que conhece um pouco sobre nimeros de Betti deve estar se perguntando qual a vantagem
de se ter essa cota inferior dado que, em geral, nao é tarefa ficil computar os nimeros de Betti mesmo
no caso de poliedros apresentados combinatoriamente. Felizmente, se um poliedro puder ser representado
como uma unido de subespacos lineares conseguimos uma “traducdo” dessa cota topolégica para uma
combinatéria via a férmula de Goresky e MacPherson e a teoria das funcoées de Mobius, esta bastante
desenvolvida e estudada.

Se A = {K1,Ks,...,K;} é uma familia finita de subespagos lineares do R” denotamos por
V4 a unido dos elementos dessa familia, por M4 o complemento dessa unido e por L4 o reticulado das
interseccoes nao-vazias de elementos de A ordenadas por inclusao reversa. Usamos a férmula de Goresky
e MacPherson (veja Segdo 2.1) para escrever os nimeros de Betti de M 4 como a soma (em z) de niimeros
de Betti do complexo da ordem do intervalo (0, z) contido em L 4.

A partir disso, teremos uma cota inferior combinatéria usando o Teorema de Hall (veja Prop. 1.10)
e a definicao de fun¢do de Mobius i de uma ordem parcial. Apenas para termos uma referéncia, chegare-
mos ao resultado que o nidmero de folhas “Nao” de uma drvore T' para um arranjo de subespagos A é pelo
menos |;(0,1)], onde p é a funciio de Mébius do reticulado L4 e 0 e 1 sio o menor e o maior elemento,
respectivamente, desse reticulado.

Como uma aplicagdo desses resultados considere o seguinte problema.

PROBLEMA (k-distintos). Dados n nimeros reais 1,...,ZT, e um inteiro k > 2 decidir se exis
tem k deles distintos.



Podemos resolver esse problema com o seguinte algoritmo: processamos a entrada x1,z2,...,Tn

elemento por elemento mantendo uma lista ordenada y1, y9, .. ., ¥, dos x;’s distintos que foram encontrados
apds processar Ii,...,ITy;,. Se r > k paramos e respondemos “Sim”. Se r < k fazemos uma busca bindria
de Ty11 em y1,...,Yr; S€ Tyyp1 ocorre na lista e se m + 1 < n processamos Zp, 9, se m + 1 = n paramos

e respondemos “Nao”; caso 41 nao ocorra na lista entao ele é inserido 14. Essa busca com insercao em
Y1,---,Yr pode ser feita com no méximo [log(r + 1)| < log 2k comparacgoes (veja [11, pag. 15, ex. 1.3-5]).
Portanto, este algoritmo resolve o problema dos k-distintos com no méximo n log 2k comparacoes.

Provaremos na Segao 2.3 que esse algoritmo é étimo a menos de um fator constante. De fato,
qualquer drvore de decisdo linear para esse problema tem altura Q(n log k). Este limitante é obtido aplicando
os resultados abstratos a um arranjo A de subespagos lineares do R” e estimando a fun¢ao de Mobius do
reticulado L 4 (veja Secoes 2.2 e 2.3). Ainda, daremos cotas inferiores para os seguintes problemas.

PROBLEMA (k-iguais). Dados n nimeros reais x1,...,%y, € um inteiro k > 2 decidir se existem
k deles iguais.

PROBLEMA (k-divisibilidade). Dados n nimeros reais x1,...,%, e um inteiro k > 2 decidir se
o numero de x;’s iguais a qualguer nimero real € divisivel por k.

Na Secao 2.4 veremos algoritmos 6timos para os problemas dos k-iguais e k-divisibilidade.

Em [34], Yao mostrou que qualquer drvore de decisio algébrica de ordem d ou &rvore de com-
putacido algébrica para um S C R" compacto semi-algébrico deve ter altura Q(log|x(S)|), estendendo o
resultado de Bjorner, Lovész e Yao [8]. Na versdo estendida [36] de [34] Yao mostrou que sob o modelo
de 4rvore de computacio algébrica o problema dos k-iguais tem complexidade Q(nlog(n/k)). Isto é, sob
tal modelo mais poderoso de computagao esse problema tem a mesma complexidade de que sob arvore de
decisao linear. Em [35], ele mostrou que para qualquer compacto S C R" a altura minima de uma drvore
de decisdo algébrica de ordem d ou arvore de computacao algébrica para S é pelo menos Q(log > Bi(S ))
estendendo o resultado de Bjorner e Lovasz [7]. Em trabalho recente, Ben-Or [5] considerou drvores de
computagao e drvores de decisdo sobre corpos arbitririos. Ele obteve resultados paralelos aos de Yao [35]
para conjuntos algébricos S C K", onde K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0.
Como aplicagdes Ben-Or obteve as cotas inferiores Q(nlog(n/k)) para os k-iguais e Q(nlogk) para os
k-distintos. Entretanto, esses resultados sdo consideravelmente mais dificeis.

Agora, veremos alguns resultados que dizem respeito a outra fascinante conexio entre topologia
algébrica e complexidade computacional e é dela que nos ocupamos no Capitulo 3 dessa dissertacdo. Em
[18, 33| foram apresentados resultados sobre a complexidade de propriedades invariantes por isomorfismos
de grafos.

Considere grafos nao-dirigidos sem lacos ou arestas miltiplas sobre um conjunto fixo V de
vértices; sem perda de generalidade V = [n] = {1,...,n}. A seguir discorremos sobre de propriedades de
grafos invariantes por isomorfismos.

Defina o seguinte jogo entre dois jogadores, o Construtor e o Questionador: o Construtor conhece
um grafo G = (V, A), que o Questionador desconhece. O Questionador tem que descobrir se o grafo do
Construtor tem uma determinada propriedade o mais eficientemente possivel através de sucessivas perguntas
do tipo “ij € A?” (4,7 € [n]). A cada pergunta do Questionador, o Construtor responde “Sim” ou “Nao”
com o objetivo de induzir o Questionador a fazer o maior nimero possivel de perguntas. Note que o
Construtor pode decidir “no momento” se a resposta é “Sim” ou “Nao”, desde que o grafo vai sendo
revelado a cada pergunta nao ha motivo para o Construtor escolher um grafo antes do comeco do jogo.
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Informalmente a complexidade ¢(P) de uma propriedade P é o ntimero de perguntas feitas por
Questionador quando ambos Construtor e Questionador jogam com estratégias 6timas. Uma propriedade
é dita evasiva se Questionador é forcado a fazer todas as (g) perguntas, e é nao trivial se vale para algum
mas nao para todos os grafos sobre V = [n].

Por exemplo, as seguintes propriedades sao evasivas:

(i) G tem no méximo k arestas (0 < k < (3)).
(ii) G é uma 4rvore geradora.

(iii) G é uma floresta com k arestas (k < n).
(iv) G é aciclico (n > 3).

Nestes casos uma estratégia evasiva simples para o Construtor é: em determinado momento o
grafo construido é G e a pergunta é “ij é uma aresta do grafo?”; a resposta é “Sim” se e somente se algum
supergrafo de Gy U {ij} satisfaz P. E um exercicio simples se convencer que de fato com essa estratégia é

preciso fazer todas as (g) perguntas.

Além das citadas acimas, outras propriedades “importantes” foram mostradas serem evasivas
(veja [37]): G é conexo, G é 2-conexo, G é planar (n > 4), G é hamiltoniano (n primo). Para outros
resultados veja [9, Cap. 8]. Com isso poderiamos conjecturar que c(P) = (n?), mas o seguinte exemplo
[9, pag. 409] desfaz a nossa conjectura: chame G de grafo escorpido se ele contém um vértice b de grau
n 2, o Unico vértice nao adjacente a b tem grau 1 e é adjacente a um vértice de grau 2. A propriedade
“G é um grafo escorpiao” tem complexidade < 6n.

Podemos considerar o grafo G como um subconjunto do conjunto V(® dos 2-subconjuntos de
V = [n], e podemos identificar uma propriedade P dos grafos sobre V' com uma familia P de subconjuntos
do conjunto das partes de V(2. Assim, dizemos G € P se e somente se G tem a propriedade P.

7

Dizemos que uma propriedade P é mondtona se G € P e H C G entao H € P. Em 1973
Aanderaa e Rosenberg fizeram a seguinte conjectura.

CONJECTURA DE AANDERAA ROSENBERG. Ewiste uma constante € > 0 tal que qualquer pro
priedade mondtona ndo trivial para grafos sobre n vértices tem complexidade pelo menos en?.

Inicialmente a conjectura considerava grafos com lagos, mas Lipton e Snyder (1974) deram
contra-exemplos para a conjectura, todos eles envolvendo lagos. A conjectura foi mudada para a forma
acima e provada por Rivest e Vuillemin [26] para e = 1/16 e depois melhorada por Kleitman e Kwiatkowski
[19] para ¢ = 1/9. A demonstragido do resultado de Rivest e Vullemin [26] pode ser encontrada em [9,
Teorema 2.6, pig. 414]. Na Sec¢ao 3.5 mostramos que qualquer propriedade monétona nao-trivial para
grafos sobre n vértices tem complexidade pelo menos n2/4 + o(n?).3

A seguinte conjectura foi atribuida a Karp (veja [18]) e a Best, van Emde Boas e Lenstra (veja
[9])-

CONJECTURA DE KARP. Toda propriedade mondtona néao trivial sobre grafos é evasiva.

Do fato de as nossas propriedades serem invariantes por isomorfismo, o grupo S, age transiti-
vamente sobre os (g) elementos de V@ preservando o conjunto de grafos tendo determinada propriedade.
Note que P é um complexo simplicial abstrato sobre V(?) e entdo podemos recorrer aos resultados sobre
acoes de grupos finitos em espagos topoldgicos.

3Usamos a notagdo f(n) = o(g(n)) para indicar que lim, o f(n)/g(n) = 0.
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Podemos generalizar nosso problema da seguinte forma: dado um complexo simplicial A sobre
um conjunto de vértices X, determinar se um subconjunto A C X é uma face de A fazendo perguntas do
tipo “z € A?” (z € X). O complexo A é evasivo se nao existe estratégia que decide se A é uma face de A
em menos que n = | X| perguntas, e é ndo trivial se é diferente do vazio e de um simplexo.

Em 1984, Kahn, Saks e Sturtevant recorreram a alguns teoremas sobre pontos fixos de agao de
grupos em complexos simpliciais aciclicos e provaram que propriedades de grafos de ordem 6 sdo evasivas
(veja Secao 3.4). Eles também provaram o seguinte resultado (veja Secdo 3.2) além de uma intrigante
conexdo: complexos ndo-evasivos sdo contraiveis (de fato, eles provaram algo mais forte, veja pag. 41).

TEOREMA. [18] Se n € uma poténcia de primo entao toda propriedade nao trivial mondtona de
grafos com n vértices € evasiva.

Usando as mesmas técnicas de [18] Yao em 1988 provou o seguinte resultado (veja Se¢do 3.3).

TEOREMA. [33] Toda propriedade nao trivial mondtona de grafos bipartidos é evasiva.

No Capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos para a leitura desse trabalho. La aparece um pouco
sobre ordens parciais, homologia e cohomologia, um funtor entre ordens parciais e complexos simpliciais e
por fim apresentamos arvores de decisdo, o modelo de computacdao que adotamos por todo esse trabalho.

Os Capitulos 2 e 3 foram apresentados ao leitor no decorrer dessa introducao. Mais detalhes sdo dados na
introducao de cada capitulo.

xii



CAPITULO 1

Preliminares

O objetivo desse capitulo é introduzir a linguagem usada no decorrer desse trabalho, apresentar
parte dos pré-requisitos e seus resultados basicos, e estabelecer as notacdes, as quais esperamos nao divirjam
substancialmente das usadas pelo leitor.

Pedimos desculpas, antecipadamente, pela alta carga de defini¢bes encontradas nas paginas desse
capitulo; ela se faz necessiria pois um grande nimero de assuntos sao envolvidos aqui.

A primeira se¢ao deste capitulo dedicamos a ordens parciais e fungoes de incidéncia em ordens
parciais; em particular, calculamos a fun¢do de Md6bius unn(ﬁ, i), onde II, é o reticulado das particoes de
[n]. Como referéncias para este assunto podemos citar [1] e [30]. A segunda se¢do é dedicada & homologia
e cohomologia e seus resultados basicos que nos serao uteis. As referéncias aqui sao [16, 23, 28|.

A terceira secao é dedicada a associagao de um espago topolégico a uma ordem parcial. O objetivo
é apresentar uma conexao entre fungoes de Mobius (apresentadas na primeira segio) e caracteristica de
Euler. Uma referéncia para este assunto é [30]. A tltima se¢ao dedicamos a drvores de decisdo, que é o
modelo de computagao adotado por todo este trabalho.

1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Um conjunto parcialmente ordenado (ou ordem parcial) é um par (P, <) onde P é um conjunto
(P serd sempre finito) e < uma relagdo (bindria) de ordem, isto é, uma relagio reflexiva, antissimétrica
e transitiva. Dois conjuntos parcialmente ordenados P e () sao isomorfos, P = @), se exite uma bijecao
f:P — Q tal que z < y em P se e somente se f(z) < f(y) em Q.

Dado um conjunto parcialmente ordenado (P, <), ou simplesmente, uma ordem parcial P quando
a relacdo de ordem estd subentendida, dizemos que dois elementos x e y de P sdo compardveis se y < x ou
z < g, caso contrario sao incompardveis. Se quaisquer dois elementos de P sao comparaveis entao temos
uma, ordem total. Um subconjunto de P no qual quaisquer dois elementos sdo incomparaveis denominamos
anticadeia. Por outro lado, se tal subconjunto é totalmente ordenado o denominamos cadeia.

Um subconjunto ) de P tem uma estrutura de ordem parcial induzida pela ordem de P: z <y
em (Q se e somente se x < y em P. Assim, nos referimos a ) como uma subordem de P. Um tipo especial
de subordem de P é o intervalo fechado [z,y]={z€ P:z <z <y}.

Sex € Q@ C Peye€ P temos as seguintes definigoes:

z é minimo de () se para todo z € () vale que z < z,

x é mdzimo de () se para todo z € ) vale que z < z,

x cobre y em P se o conjunto {z € P: y < z <z} é vazio e y < z,
z é minimal em (@ se para todo z € Q vale que z <z = z =z,

z é mazimal em () se para todo z € Q valeque z < z =z = 2.

1



2 1. PRELIMINARES

A funcao zeta (: P x P — {0,1} é dada por ((z,y) = 1 paratodoz < yem P, e 0 caso
contrario. Defina o produto de duas funcgoes { como

Cla,y) = Y, Cx,2)¢(z,y).
2<z<y
Note que (?(z,y) é o nimero de elementos do intervalo [z,y] e, de um modo geral,
¢F(z,y) = > C(z,21)¢ (21, 22) - - - C (2K, Y)
<21 <22 < <zp =Yy

conta o ntmero de k-multicadeias x < z1 < 29 < --- < 2z =y de z para y em P. Considere a funcdo ¢ 4,
onde 6(z,y) =1 se x =y e 0 caso contririo. Entdo, claramente,

(€ 5K$,y)=={

1, sex<y,
0, sexz=y.

Ademais, (¢ 0)*(z,y) conta o ntimero de k-cadeias © < 2 < 72 < --- < z; =y de z para y em P.

Agora vamos ver o que é a fungao u(z,y) tal que - ( = 6, onde o produto é definido a seguir
(veja eq. 1). Temos que p(z,z) =1 e, se z # y, entdo (u-¢)(z,y) = 0, isto é, Zw<z<yu(m,z) =0 e ficamos
com a seguinte defini¢ao da func¢ao de Mobius p no par (z,y) de P:
1, ser =y,

p(@,y) = Z u(z,z), sezx#y.

T<lz<y
Quando existe o perigo de confusio, escrevemos pp para a fungao de Mo6bius sobre P.

EXEMPLO 1.1. Tome P, = (2["],C) o conjunto das partes de [n] = {1,2,...,n} ordenadas por
inclusao. Denotando os dois elementos de P; por 0 e 1 temos

pp (0,0) = pp(1,1) =1e pp(0,1) = 1.
Um célculo simples mostra que ppxo((2,9), (2',y')) = pp(z,z')ug(y,y') e entdo para quaisquer T C S
em P, a funcio de Mdbius neste intervalo vale up, (T,8) = ( 1) 5T

Para formalizar as idéias que descrevemos acima tome K um corpo e defina o seguinte conjunto:
Ag(P)={f:PxP—-K:z<Ly= f(z,y) =0}.

O conjunto A g (P) é um espago vetorial sobre K da forma usual. Definimos o produto de dois elementos
f egde Ag(P) por

(f-9)@y) = > flx,2)g(zy). (1)

z<z<y

PROPOSIGAO 1.2. Ak (P) é uma K dlgebra associativa com a func¢ao & de Kronecker como
identidade o esquerda e a direita.

Essa proposigio nos permite chamar A g (P) de dlgebra de incidéncia de P. A proposigio seguinte
caracteriza os elementos de A g (P) que tém inversa com respeito ao produto definido na equagao 1.

PROPOSIGAO 1.3. Um elemento f € Ak (P) possui inversa se e somente se f(z,z) # 0 para
todo = € P. Os elementos de Ay (P) que possuem inversa tém wma tunica inversa f~' d esquerda e a
direita.
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Uma classe importante de conjuntos parcialmente ordenados sao os chamados reticulados. Um
conjunto parcialmente ordenado P é um reticulado se para quaisquer dois de seus elementos x e y existem
o supremo x Vy € P e o infimo £ Ay € P com as seguintes propriedades:

(i) zVy =z se z,y < z e para qualquer w € P com z, y < w temos z < w,
(ii) z Ay =z se z <z, y e para qualquer w € P com w < z, y temos w < z.

Note que podemos definir, indutivamente, o supremo e o infimo de um subconjunto de P. Se P é uma
ordem parcial tal que para cada par de elementos existe o supremo (resp., infimo) entdo chamamos P de
V semi reticulado (resp., A semi reticulado).

Daqui por diante, vamos nos reter a um reticulado especifico chamado o reticulado das particies
de [n] = {1,2,...,n}, denotado II,. Esse reticulado consiste das parti¢des do conjunto [n] ordenadas por
refinamento, isto é, 7 < ¢ em II,, se todo bloco de 7 esta contido em um bloco de ¢. Por exemplo, se n = 8§,
m = 123|45|67|8, o = 123|458|67 e T = 146|257|38 entdo m < o e ¢ e T sd0 incompariveis.

Se um conjunto parcialmente ordenado P tem um minimo entao ele é denotado por 0. Da mesma
forma, se P tem um méximo ele é denotado por 1. Um conjunto parcialmente ordenado é puro se todas as
suas cadeias maximais tém o mesmo comprimento, e é limitado se contém um minimo e um maximo. Um
conjunto parcialmente ordenado é graduado se é puro, finito e limitado.

Um conjunto parcialmente ordenado graduado P é de posto n se todas as cadeias maximais tém
n + 1 elementos. Neste caso, existe uma tunica funcao posto p : P — {0,1,...,n} tal que p(z) = 0 se z é
minimo e p(y) = p(z) + 1 se y cobre z em P.

Claramente II,, é graduado de poston 1 e o posto de m € II,, é p(7r) =n  b(w), com b(w) o
numero de blocos de .

Nio é dificil provar que se 7 € II,,, entdo [r,1] = My(r) e se 7 = {By,..., B}, entdo [0, 7] =
Mg, xIIg, Xx---xII'p . O mais importante isomorfismo de intervalos, por ora, é: se 7 < o em II,, e
o = {Bi,...,B,}, entdo [m,0] = II, x -+ x I, , onde X\; (1 <4 < r) é o nimero de blocos de m que

refinam o bloco B; de 0. O fato de ppxg = ppig junto com esse isomorfismo nos diz que para sabermos
o valor da func¢do de Mobius no intervalo [m, o] de II, é suficiente saber quanto ela vale no intervalo [0, 1].
Para isso, vamos usar a seguinte formula de inversdo de Mobius (veja [1, pag. 152]).

PROPOSICAO 1.4. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e f, g funcoes definidas em P
com valores em K. Entao

g(z) = Zf(y) para todo x € P,
y2e

se e somente se

f@) =Y n(ey)gly)  para todo x € P.
y>z

Vamos agora ao célculo de p(0,1) = pm, (0,1). Seja T um conjunto finito de cardinalidade ¢ e
defina

f(m) = # {h =T |J ) = w} .

be€imh



4 1. PRELIMINARES

Dessa forma, 3. . _f(0) = t*™) e pela Proposicio 1.4 temos que f(7) = 3 o p(m,0)t?),

para todo 7 € 1I,.

o>T o>T

Considere o caso m = 0. Aqui temos f(0) = #{h : [n] = T': h é injetiva}, por definicio. Entéo

fO) =tt 1 2)---( n+1). (2)
Por outro lado,
F0) =" u(0,0)t>). (3)

Na equacio 3 o coeficiente de ¢ é p(0,1). Na equacio 2, o coeficiente de ¢t é ( 1)"'(n 1)L
Entao temos o valor de p(0, 1) comparando os coeficientes:

n@,0) = ( )" n DL (4)
1.2. Homologia e cohomologia

Um par de espacos (X, A) consiste de um espago topolégico X e um subconjunto A C X com a
topologia relativa. Uma fun¢do entre pares f : (X, A) — (Y, B) é uma func¢do continua f : X — Y tal que
f(A) C B. Por abuso escrevemos X para denotar (X, 0).

Chamamos uma familia A de pares de espagos e fungoes entre pares de espagos de categoria
admissivel para uma teoria de homologia se ela satisfaz as condigdes (1) (5) abaixo.

(1) Se (X, A) € A entao todos os pares e inclusées do diagrama abaixo estdo em \A.

(X,0)
0,0)—~ (A,0) 7 N (X, 4)— (X, X)

(4,4)

(2) Se f:(X,A) — (Y, B) estd em A entdo (X, A) e (Y, B) estdo em A juntos com todas as fungoes que
f define entre os elementos do diagrama acima e os elementos correspondentes no diagrama para o
par (Y, B).

(3) Sempre que a composicio de duas funcoes de A estd definida, ela estd em A.

(4) SeI =[0,1] e (X, A) estd em A, entao o produto cartesiano (X, A) x I = (X x I, A x I) estd em A
e as fungdes ¢, ¢1 : (X, A) — (X, A) x I definidas por tp(x) = (z,0), t1(x) = (z,1) estdo em A.

(5) A familia A contém um espago P consistindo de um tnico ponto. Se X e P estdo em A e P é um
ponto, entdo f: P — X estd em A.

Os pares e funcoes de A sdo chamados de admissiveis.
EXEMPLO 1.5. A; = todos os pares (X, A) e todas as fungoes entre tais pares.

EXEMPLO 1.6. A, = todos os pares (X, A) com X compacto e A fechado, e todas as fungoes
entre tais pares.

Duas fungées f, g : (X, A) — (Y, B) em uma categoria admissivel A sdo homotdpicas em A
se existe uma fungao h : (X,A) x I — (Y,B) em A tal que f = hiy e g = ht;. A fungdo h é chamada
homotopia.
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Uma teoria de homologia sobre uma categoria admissivel A consiste de trés tipos de objetos, a
saber,

(i) um R-médulo Hy (X, A) chamado k ésimo grupo de homologia relativa de X mddulo A para todo par
(X, A) em A e todo inteiro ndo-negativo k, onde R é um anel comutativo com unidade;
(ii) para cada funcdo f : (X,A4) — (Y,B) em A e cada inteiro ndo-negativo k, um homomorfismo
fxt H (X, A) — Hi(Y, B), chamado homomorfismo induzido pela f;
(iii) para cada par (X,A) em A e cada inteiro nido-negativo k, um homomorfismo 0 : Hy(X,A) —
Hy_1(A), chamado operador bordo. Por defini¢io H 1(A) =0,

satisfazendo os seguintes axiomas, chamados axiomas de Filenberg—Steenrod:
AXIOMA 1. Se f = identidade, entao f, = identidade.

AXIOMA 2. (gf)« = gufa-
AXIOMA 3. 3f. = (f|4)+0, isto é, o seguinte diagrama comuta:

Hy(X,4) "= Hy(Y,B)

d |

Ho1(4) Y225 g, (B

AXIOMA 4 (axioma da Exatidao). Se (X, A) é admissivel, i : A — X e j: X — (X, A) sao as
inclusdes, entdo a seguinte sequéncia é exata:

o Hy(A) = H(X) & Hy(X,A) S He 1(A) &0 15 Hy(X,4) >0

Ax10MA 5 (axioma da Homotopia). Se f, g : (X,A4) — (Y,B) sao fun¢des admissiveis ho-
motépicas em A, entdo para todo k os homomorfismos fy, g« : Hg(X, A) — Hy(Y, B) coincidem.

AXIOMA 6 (axioma da Excisdo). Se U C X é aberto, U C int(4) e a inclusio (X\U, A\U) —
(X, A) é admissivel, entdo a inclusdo induz isomorfismos Hy (X \U, A\U) = Hy(X, A) para todo k.

AXIOMA 7 (axioma da Dimensdo). Se P é um espaco admissivel consistindo de um tnico ponto,
entao Hy(P) =0 para k # 0.

A consisténcia dos axiomas acima pode ser verificada pondo Hy (X, A) = 0 para todo k. Adiante
daremos exemplos de teorias nao-triviais, mas omitiremos as demonstragoes.

Dizemos que os espagos X e Y sao homotopicamente equivalentes se existem f : X — Y e
g:Y — X tal que fg ~ idy (~ é notagao para homotopia) e gf ~ idx , e, portanto, Hy(X) = Hy(Y) para
todo k. Um espaco é contraivel se é homotopicamente equivalente a um ponto.

Um subespago A de X é um retrato se existe uma funcdo continua r : X — A tal que a restrigao
de r ao subespago A é a identidade.

Seja i : A — X a inclusdo da A em X. Se A é um retrato de X entao ri = id4 e, se ir ~ idx
dizemos que A é um retrato por deformacdo de X. Além disso, dizemos que A é um retrato por deformacgdo
forte de X se alguma homotopia h : X x I — X entre ir e idx é tal que h(z,t) = x para todo x € A e
t € I. Nestes casos Hy(X) & Hy(A) para todo k.

Uma teoria de cohomologia tem os objetos H*(X, A) (que é um R-médulo), o homomorfismo
induzido f* : H¥(Y,B) — HF(X,A) por f : (X,A) — (Y,B), e o operador cobordo § : HF"1(A) —
H*(X, A), satisfazendo os seguintes axiomas.
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AXIOMA 1. Se f = identidade, entdao f* = identidade.

AXIOMA 2. (g9f)* = f*g*.

AXIOMA 3. 6(f|a)* = f*0.

AxioMA 4. Sei: A— X ej: X — (X, A) sao as inclusdes, entdo a seguinte sequéncia é exata:
0= HO(X,A) = - — H1(4) & HF (X, 4) 5 Y X) 5 HYA) - -

AXx10MA 5. Se as fungoes admissiveis f, g : (X, A) — (Y, B) sao homotépicas, entao f* = g*.

AXIOMA 6. Se U C X é aberto, U C int(A) e a inclusao (X\U, A\U) — (X, A) é admissivel,
entdo isomorfismos H*(X, A) = H*¥(X\U, A\U), para todo k, sdo induzidos pela inclusio.

AXIOMA 7. Se P é um espaco admissivel consistindo de um tnico ponto, entdo H*(P) = 0 para

k #0.

A préxima secdo é um preparativo para apresentarmos exemplos nao-triviais de teorias de ho-
mologia, em particular, sdo aquelas de que faremos uso neste trabalho.

1.1.2.1. Complexos de cadeias e sequéncias exatas. Um complezo de cadeias C = {Cy, Op}nez
é uma sequéncia de R-médulos C), e homomorfismos dos R-médulos 3, : C, — C,,_1, tal que para todo
n € Z vale a relagdo 9,0,+1 = 0. Note que esta relacdo implica que im 0,41 C ker d, e desta forma o
n ésimo médulo de homologia Hy,(C) de C estd bem definido por

H,(C) =ker 0,/im Op41.

A homologia de C é a sequéncia H,(C) = H,(C; R) = {H,(C; R) }»,.

Uma aplicacdo de cadeias entre dois complexos de cadeias fy : C — C' é uma sequéncia de
homomorfismos f, : C;, — C!, tal que o diagrama abaixo é comutativo para todo n € Z:

15)
Cpny1 ™5 Ch

fn+ll fnl

'
Ch1 "5 C'y
Associado & aplicagao de cadeia fy estd bem definido um homomorfismo nas homologias f, :

H,(C) — Hy(C") chamado homomorfismo induzido pela f.

Um complexo de cadeias C = {C),, o, }nez tal que im oy, 41 = ker «, para todo n € Z é chamado
sequéncia ezata.

Uma sequéncia de complexos de cadeias e aplicacoes de cadeias
SN B N N
é ezata se, para todo n € Z, a sequéncia --- — Cp, In, Cl, Iny CJl — --- é exata.
Uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias é uma sequéncia da forma

04 58 Seoo.
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Uma, sequéncia exata curta induz de maneira natural uma sequéncia exata,

Ay

M Ho(A) 75 Ho(B) %5 Ha(C) 25 Hoi(A) ™ oo (5)

nos médulos de homologia. O homomorfismo A, é o homomorfismo conector. Tal homomorfismo sempre
existe nas condi¢oes acima e uma referéncia para o leitor é [28, pig. 182 183].

Suponha C = {C,,, 0y }nez com C, trivial paran < 0 e € : Cy — R um epimorfismo tal que
6(91 =0.

0] comple;cg de cadeia{C aumentado por € é o complexo C = {C'n, 5n}, tal que Cn=Cpedy, =0,
paratodon# leC_1=Redy=c¢.

Denotamos os médulos de homologia de € por H,(C) e o chamamos de n ésimo mddulo de
homologia reduzido de C. De R ser livre como R-médulo o homomorfismo e cinde e temos

H,(C) sen>1
H.(C) = In ) =
n(€) {Hn(C)GBR, se n = 0.
1.1.2.2. Homologia simplicial. Um complexo simplicial abstrato sobre um conjunto (finito) de

vértices V' é um par (V,A) , onde A é uma colecio de subconjuntos de V satisfazendo as condigbes
abaixo.

(i) Sez € V entdao {z} € A, e
(ii) se Se AeT C S, entdao T € A.

Um elemento S € A é chamado uma face de A, e a dimensdo de S é definida como sendo |S| 1.
A dimensao de A é definida por dim A = max{dim S: § € A}.

Se A; e Ay sao complexos simpliciais abstratos dizemos que f : A; — Ay é uma fungdo
simplicial, se f estd definida nos vértices de A; a valores nos vértices de Ay de forma que para todo
S € Ay, vale que f(S) € Ay. Uma bijecdo simplicial cuja inversa é simplicial é um isomorfismo de
complexos simpliciais. Denote por f; o nimero de faces de A de dimensédo ¢ e defina a caracteristica de
FEuler de A por

X(Q)=3"( 1'fi (6)

1

Um k simplezxo é o fecho convexo de um conjunto de k+1 pontos (ou, vértices) afim-independentes
no R". Dizemos apenas simplero quando a dimensdo é irrelevante. O fecho convexo de um subconjunto
do conjunto de vértices de um simplexo é chamado face do simplexo.

Uma familia de simplexos A = {o01,09,...,0,} é um complezo simplicial geométrico se va-
lem as seguintes condigoes (aqui confundimos de propdsito a notagio para complexo simplicial abstrato e
geométrico; os motivos logo ficardo claros).

(i) Toda face de qualquer simplexo o € A é também um simplexo de A.
(ii) Se o e o’ sdo simplexos de A, entdo a intersec¢io o No’ é face de o e o'.

A unido de todos os simplexos de A é denotada ||Al|. Definimos a dimensao do complexo sim-
plicial geométrico como dim(A) = max{dimo: o € A}. Cada complexo simplicial geométrico A determina
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um complexo simplicial abstrato, também denotado por A. A um complexo simplicial abstrato existe as-
sociado um tnico (a menos de homeomorfismos) complexo simplicial geométrico. O espago topoldgico ||Al]
é a realizagdo geométrica de A; daqui em diante omitiremos || || e diremos somente complexo simplicial.

Agora, considere uma ordem total dos vértices do complexo simplicial A. Um k simplezo orien
tado de A é um k-simplexo o de A munido com uma das classes de equivaléncia das ordens totais sobre
o sendo que, duas ordens estdo numa mesma classe se diferem por uma permutacdo par. Denote por
o = (zg,-..,Tk) 0 p-simplexo orientado o = {xy, ...,z } munido da ordem zy < --- < z.

Definimos Ci(A) = Ck(A; R) como o R-médulo livremente gerado pelos k-simplexos orientados
de A médulo o subgrupo gerado pelos elementos da forma o  g,p(c), onde p(o) é o simplexo ordenado
obtido a partir da permutacdo p dos vértices de o e £, = %1, dependendo de a permutacdo ser par ou
impar.

Definimos o homomorfismo bordo 0O : Cx(A) — Cig—1(A) por
Ok(0s-- > mk) = D ( D@0y oy Tir- -, T,

2
e estendemos por linearidade para os demais elementos de Ck(A). Note que Ci(A) = 0 para k > dim A e
k < 0, e que o homomorfismo bordo satisfaz a relacdo Ox0x+1 = 0, a qual implica que im 01 C ker 0.
Desta forma temos o complezo de cadeias orientadas de A (sobre R), C(A) = {Ck(A), Ok }k>0, € estd
definido o & ésimo mddulo de homologia simplicial Hy(A) de A

Hi(A) = He(C(A)).

Se f: A — A’ é simplicial (e, portanto, podemos construir ||f]| : ||A]| = ||A’|| continua e linear
em cada simplexo) existe (dinico) homomorfismo fu : Cx(A) — Ci(A’) definido em cada simplexo por
fe({zo,--.,zx)) = (f(x0),..-, f(zr)) e estendido por linearidade a Ci(A). Este homomorfismo induz a
outro fy : Hy(A) — Hy(A') nas homologias.

Sejam A um complexo simplicial (geométrico) e ' C A tal que I' é um subcomplexo simplicial. A
categoria dos pares simpliciais (A, T') e aplicagoes simpliciais entre pares simpliciais é admissivel. Definimos
Cr(A,T) = Cr(A)/Ck(T) e C(A,T) = {Cr(A,T), 0k } k>0, onde 9 é o homomorfismo bordo induzido no
quociente (usamos a mesma notagao).

O k ésimo mddulo de homologia simplicial Hi(A,T') de A mddulo T é definido por

Temos ainda que f : (A,T') — (A’,T”) simplicial induz um homomorfismo nas homologias e a
sequéncia exata longa 5 (pdg. 7) nos dé o operador bordo 0 : Hx(A,T') — Hy_1(T") bastando, para isso,
considerar a sequéncia exata curta

0 c@) " ca) ™ c)/er) - o.

E sabido que um moédulo de homologia pode ser decomposto como uma soma direta de um
subgrupo livre com um subgrupo de tor¢do (veja [13, pdg. 132, Teo. 7.2]). A dimensdo da parte livre
do k-ésimo médulo de homologia simplicial com coeficientes inteiros (R = Z) damos o nome de k ésimo
nidmero de Betti 0. Dessa forma, prova-se que a caracteristica de Euler do complexo simplicial A (veja
eq. 6, pig. 7) satisfaz

X(8) =3 ( DB(A).
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Denotamos por §;(A) a dimensio da parte livre de H;(A) e o chamamos de i ésimo mimero de
Betti reduzido; definimos também a caracteristica de Euler reduzida, denotada por X, como sendo a soma
alternada dos nameros de Betti reduzidos.

1.1.2.3. Homologia singular. Seja o}, 0 k-simplexo no R¥ definido como o fecho convexo dos pontos
{eo,€1,...,€ex}, onde e; = (0,0,...,1,...,0,0), 1 < i < k, sdo os vetores canonicos e ey a origem. Um
ponto em oy, é univocamente definido por suas coordenadas baricéntricas (tg, .. ., tx).

Seja X um espago topolégico. Um k simplexo singular é uma funcdo continua ¢ : o — X.
Defina Si(X) = Sk(X; R) o R-mddulo livre gerado pelos k-simplexos singulares em X; um elemento de
Sk(X) é chamado k cadeia singular e tem a forma s Tt¢$, com ny € R e igual a zero a menos para um
numero finito de ¢’s.

Defina por 9*(¢) = ¢(to,t1,...,ti—1,0,t,...,tx_1) a i ésima face de ¢, para 0 < i < k. Segue
da definicao que a i-ésima face é um (k  1)-simplexo singular. A funcdo 0" se estende de forma tnica a

um homomorfismo & : Si(X) — Sk_1(X) pondo & (3 nep) = 3. ned ().

Definimos o homomorfismo bordo O : Sk(X) — Sk_1(X) dado por 9 = E?:o( 1)i9*. Como
na homologia simplicial, aqui temos O0xO;+1 = 0. Assim, o complezo das cadeias singulares de X é dado
por S(X) = {Sk(X), Ok k>0 e definimos o k ésimo médulo de homologia singular Hy(X) de X por

Hy(X) = Hp(S(X)).
Se f: X — Y é uma fun¢io continua e ¢ um k-simplexo singular em X, defina um k-simplexo

singular fu(¢) em Y por fi(¢) = f¢. Estenda fy por linearidade a fu : Sp(X) — Si(Y) e este induz o
homomorfismo f, : H,(X) — Hg(Y) nas homologias.

Definindo Sk(X,A) = Si(X)/Sk(A) temos, exatamente como no caso simplicial, S(X, A) =
{Sk(X,A), O }r>0 € Hi(X, A) = Hp(S(X, A)), o operador bordo 0 : Hi(X, A) — Hy_1(A), e o homomor-
fismo f, nas homologias.

A dimensdo da parte livre do k-ésimo médulo de homologia singular com coeficientes inteiros
(R = Z) damos o nome de k ésimo nimero de Betti singular (. Dessa forma define-se a caracteristica de
Euler do espago S, quando a soma estd definida, por

X(8) = ( 1)'Bi(S).
i
As defini¢oes de numeros de Betti reduzidos e caracteristica de Euler reduzida sao anilogas ao caso sim-
plicial.

Sejam X7 e X5 espagos topoldgicos, i; : X1 N Xe — X, 7, : X; — X7 U X, (I = 1,2) as inclusoes
e a seguinte sequéncia exata curta

05 S(X1NXa) B S(X1) @S(Xa) 5 S(X1) +8(Xa) — 0.

Se X; e X5 sdo tais que X7 U X9 = intx,ux,(X1) Uintx,ux, (X2), entdo Hi(S(X1) + S(X2))
pode ser substituido por Hy(X; U X3) e temos a sequéncia abaixo, que é chamada sequéncia exata de
Mayer-Vietoris de médulos de homologias singulares.

O » M O »
S (X1 N Xo) 5 Hy(X1) @ Hi(X2) &5 Hy(X1UXo) = Hy (X1 NX2) 55 ---, (7)



10 1. PRELIMINARES

onde i(2) = (i1x(2), 124(2)) € ju(21,22) = J1x(21) + Jox(22), para z € Hi(X1 N X2), 21 € Hk(X1) e
72 € Hi(Xo).

A exatidao dessa sequéncia implica a seguinte desigualdade nos nimeros de Betti:

Bre(X1 U X2) < Br(X1) + Br(X2) + Br—1(X1 N X2). (8)

1.1.2.4. Cohomologia singular. O R mddulo das k cocadeias singulares de X é definido por S*(X) =
Hompg(Sk(X), R), isto é, uma cocadeia singular de dimensao k é um homomorfismo R-linear ¢ : S(X) — R.
Uma k-cocadeia é univocamente determinada por seus valores sobre os k-simplexos singulares. Assim,
Sk(X) é isomorfo ao produto direto de R’s, tantos quantos sdo os k-simplexos singulares em X.

Defina o homomorfismo cobordo 6F : S¥(X) — S¥*1(X) por 6%(c) = cOky1, onde Opy1 é 0
homomorfismo bordo das cadeias singulares, e o k ésimo mddulo de cohomologia H*(X) de X por

H*(X) = ker ¥/ im §* L.

Se f: X =Y é continua sabemos que existe um homomorfismo induzido fy : Sp(X) — S(Y).
Entdo definimos o homomorfismo f# : S¥(Y) — S¥(X) por f#(c) = cfy4 que, por sua vez, induz um
homomorfismo nas cohomologias f* : H*(Y) — H*(X).

Definimos S*(X, A) = Homg(Sk(X, A), R), e tomamos o homomorfismo cobordo induzido (também
denotado por 5’“); assim o k ésimo mddulo de cohomologia de X mddulo A é dado por Hk(X, A) =
ker 6% / im 61

Note que aqui temos a sequéncia exata curta de cocadeias
# i#
0— S*(X,A) "5 8*(X) "= 8*(A) » 0

induzida pela sequéncia exata curta de cadeias correspondente, e assim, como no caso das cadeias, existe
uma sequéncia exata longa e um operador cobordo § : H*(A) — H*1(X, A).

Agora, vamos dar uma idéia sem entrar em muitos detalhes de como o Teorema de Dualidade
de Alexander implica o seguinte resultado. No que segue, poliedro significa uma unido finita de poliedros
CONVEXOS.

TEOREMA 1.7. Se P ¢é um poliedro fechado no R" (n > 2), entdo
n n—1
D B(R\P) =" Bi(P),
i=0 i=0
onde P=PUw éa compactificacao usual de P, com w “no infinito”.

Sejam M uma n-variedade topoldgica orientada, A C M um subconjunto fechado e V a familia
de todas as vizinhancas abertas V de A dirigida por inclusao reversa, isto é, V < V' se e somente se V! C V.
Entio {H*(V), 5}’ } é um sistema direto de médulos de homologia [13, Cap. 8], onde j}/ é o homomorfismo
induzido pela inclusio i: V! < V. Definimos H*(A) = lim_, HX(V) (V € V).

TEOREMA 1.8 (Dualidade de Alexander). Sejam M uma n variedade conexa compacta orienta
da e A C M um fechado. Se k é um inteiro tal que Hy(M) = Hy1(M) = 0, entdo

H" F1(A) = Hy(M\A).

Além disso,
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(1) se Hi(M;R) =0, entdo H"'(A; R) = Ho(M\A; R). )
(2) Ho(A;R) contém um somando direto F isomorfo a R. Se Hp,_1(M;R) = 0 entdo Ho(A)/F
anl(M\AaR)

1%

Uma referéncia para o teorema acima é [23].

A inclusdo A <+ V induz o homomorfismo H*(V) — H¥(A) e passando ao limite temos o
homomorfismo (canénico) h: H*(A) — H*(A). Suponha A fechado e triangulédvel. Entio A é um retrato
absoluto de uma vizinhanga; lembrando que a variedade M é compacta e, portanto, [16, Teorema 26.17.4,
pég. 225] M é retrato absoluto de uma vizinhanca temos que [16, Prop. 27.1, pag. 230] h é um isomorfismo.

E ficil ver que a esfera S™ satisfaz as hip6teses do Teorema de Dualidade de Alexander, e é
somente nela que estamos interessados. Da observacao anterior e do Teorema 1.8 temos o resultado que
nos interessa.

COROLARIO 1.9. Para todo fechado trianguldvel A C S™ e todo k (1 < k < n 2) temos
H™F1(A) = Hy(S™\A).

Usaremos, também, o coroldrio acima com o fato de que se A é um espagco topoldgico tal que
Hy(A) é finitamente gerado para todo k, entio os submddulos livres de Hy(A) e H*(A) sio isomorfos
(veja [28, Cor. 4, pag. 244]). Portanto, se denotarmos a dimensdo da parte livre de H¥(A) por 5*(A)

temos que B*(A) = Br(A).

PROVA. [Prova do Teorema 1.7] E sabido que se A é um aberto do R entdo a homologia singular de
A em dimenséo n é trivial (veja [32, pdg. 128, Lema 5.1]) e, portanto, 3, (R"\P) = 0. Temos

S Bi(RN\P) = Bo(R"\P) + o1 (R*\P) + 3 Bi(R"\P).
1=0

=1

Note que R*\P = @\P ~ S”\f?, logo aplicamos o Corolario 1.9 e a observagao que segue este
corolario.

Do item (1) do Teorema 1.8 temos que Fo(R*\P) = Fo(R*"\P)+1 = B,_1(P) +1, e de (2) temos
que fp_1(R*\P) = By(P) 1. Finalmente,

S HEN\P) = Y A(E\P) = 3 Ai(P).
=1 =1 =1

1.3. Conjuntos parcialmente ordenados e topologia

A um conjunto parcialmente ordenado P associamos um complexo simplicial abstrato chamado
complezo da ordem P denotado A(P). Este é um complexo simplicial cujos vértices sdo os elementos
de P e os simplexos sio as cadeias zg < 71 < --- < 2 em P. E facil ver que se P e Q sdo conjuntos
parcialmente ordenados e f : P — ) é uma func¢io entre os conjuntos que preserva comparabilidade entao
existe induzida uma func¢ao simplicial A(f) : A(P) — A(Q).
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Um complexo simplicial abstrato A tem naturalmente uma estrutura de ordem parcial dada
pela relagao de inclusdo entre as faces. Denotamos esta ordem parcial por P(A) e nao é dificil ver que
| A(P(A))]| = ||A|| (note que || A(P(A))]| é a subdivisao baricéntrica de ||A]|).

Denotamos por P o conjunto parcialmente ordenado obtido a partir de P adicionando um minimo
0 e um méximo 1.

Temos, da definicdo, que up(0,1) = (¢)72(0,1) = (6 + (¢ 4))71(0,1). Reescrevendo a tltima
parte dessa igualdade, temos (veja notagao na pag. 2)

pp0,1)=06 € )+ 0 )0 =c ate -,
onde ¢; é o nimero de cadeias 0 = zg < 71 < -+ < z; = 1.
PROPOSIGAO 1.10 (Teorema de Hall). Se P € uma ordem parcial, entdo
1p(0,1) = X(AP)) 1= (AP)).

Se A é um complexo simplicial e S € A uma face, defina a liga¢do de S por
Lg(S)={UeA:UNnS=0eUUS € A}

Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e 1 < 29 < - <z, =zey=y1 <yYo < --- < Yt
cadeias saturadas (isto é, y;11 cobre y; e x4 cobre z;) tal que z1 é minimal e y; é maximal e z < y em P.
Tome F = {z1,...,2,y,...,y1} € A(P), entdao Lg(F) é o complexo da ordem A(z,y) do intervalo aberto
(z,y) ={z € P: x < z < y}. Assim, temos da Proposicao 1.10 a igualdade abaixo, que serd muito util no
Capitulo 3.

u(@,y) = X(Alz,)) = Y ( 1)'Bi(Aw,y)). 9)

i

Quando nos referimos a propriedades topolégicas de P de fato estamos nos referindo a proprie-
dades do complexo da ordem de P.

1.4. Arvores de decisio

Nessa secao vamos descrever um modelo de computacao que usaremos para estudar os problemas
que propomos. O esquema de vérios algoritmos, em particular os que resolvem nossos problemas, pode ser
representado por uma arvore: dada uma entrada, a partir da raiz realizamos certos testes que determinam
de que modo caminhamos na arvore. Quando atingimos uma folha temos a saida do problema.

Uma vantagem desse tipo de representacdo é que ele fornece um dispositivo para determinar
limitantes inferiores para complexidade do algoritmo. Uma cota inferior para a altura da &rvore indica
quantos testes devem ser realizados no pior caso durante a computagdo. Dessa forma, se conseguimos
determinar uma cota inferior para a altura de uma arvore, podemos dizer que o problema nao pode ser
resolvido em nimero de passos menor que essa cota.

Como exemplo, considere o problema de ordenar n nimeros distintos. Os testes realizados sao
comparacoes entre pares de elementos da entrada e o resultado do teste determina um dos filhos desse nd,
no qual prosseguimos. As folhas sdo em nimero de pelo menos n!, uma para cada permutacdo da entrada.
Podemos ver esse problema como dada uma permutacao de [n] achar a sua inversa. Como a inversa é nica
temos que existem exatamente n! folhas numa arvore de decisao para o problema de ordenacdo. Como
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a arvore é bindria sua altura é pelo menos logy n! = Q(nlogn). Assim, qualquer algoritmo baseado em
comparagoes requer pelo menos nlogn passos, a menos de uma constante multiplicativa.

Formalizando um pouco, seja P um problema, E o conjunto de entradas possiveis desse problema
e S o conjunto de saidas (ou respostas) possiveis para esse problema. Uma drvore de decisio é uma drvore
enraizada cujos nos internos tém d filhos, as folhas sao rotuladas com elementos de S, as arestas tém rétulos
em [d] = {1,...,d} e os nds internos sio rotulados com elementos de uma familia F' de fun¢des definidas em
E que toma valores em [d]. O valor dessas fun¢des num elemento de E indica, através da aresta rotulada
com o valor da funcdo, em qual dos filhos prosseguimos na execucdo do algoritmo conforme o modelo de
arvore.

Considere agora o problema de computar uma funcio booleana de n variaveis. Rotulamos cada
né interno com uma das n varidveis da funcdo, cada né interno tem dois filhos e as aresta sao rotuladas
com 0 e 1 cada uma. As folhas também sao rotuladas com 0 e 1 e nelas lemos a resposta para o computo
da funcdo com as atribuigoes nas varidveis dadas pelas arestas do tinico caminho de uma folha até a raiz,
atribuindo & varidvel correspondente ao né pai da aresta, o valor do rétulo dela.

E um exercicio interessante provar a cota inferior: se f é uma func¢ao booleana de n varidveis
nao-constante e N o ntimero de entradas para as quais o valor da f é 1 e se 2% é a maior poténcia de dois
que divide N, entao a profundidade de qualquer arvore de decisdo que computa f é pelo menos n k.
Segue que se N é impar a profundidade de qualquer arvore é n.

O préximo resultado, generalizando o exercicio acima, tem aplicagao no Capitulo 3.

PROPOSIGAO 1.11 (Best, van Emde Boas e Lenstra ’74). Sejam f uma fun¢ao booleana de n va
ridveis e ¢p(t) = Y f(z1,...,zp)t" T um polindmio em Q[z1,...,z,], onde a soma é sobre todo
elemento de {0,1}". Se f pode ser computada por uma drvore de decisao de altura d, entio ¢¢(t) €
divisivel por (t + 1)"~4.

PROVA. Sejam T uma arvore para f e w uma folha de T com rétulo 1 e profundidade p,, < d. Denote
por fr. !(w) o conjunto de entradas que na drvore de decisdo T param na folha w.

Se e1(w) é o niimero de arestas do raiz w caminho em T rotuladas com 1, entdo temos que
(n;pw) entradas com quantidade de 1’s igual a e;(w) + ¢ pertencem a f L(w), para todo 0 <i<n  py.

Portanto, a contribui¢ao de cada folha w de T para o polinémio ¢¢(t) é

Nn—pPw N _Pw
Z (n .pw> te1(’w)+i — tel(w) Z (TL 'pw) ti = tel(w)(l + t)n_pw’
i ?
=0

1=0

que é divisivel por (¢4 1)"~%, pois p,, < d. O

Toda arvore de decisdo pode ser pensada como um jogo de perguntas entre dois jogadores X e
Y. O jogador X pensa em um elemento a € E e a tarefa do jogador Y é determinar f(a) pondo perguntas
a X. Estas perguntas ndo podem ser arbitrarias; Y somente pode perguntar o valor de alguma funcao teste
de F.

Quantas questoes sao suficientes para Y computar a resposta? A estratégia de Y corresponde a
arvore de decisao e X joga de forma étima se com suas respostas ele dirige Y a um né mais longe da raiz,
enquanto Y tenta selecionar as questoes que o capacitam a decidir tao rapido quanto possivel o valor de
f(a). A complexidade é o ntimero minimo de testes necessdrios para Y computar f(a) supondo que os dois
jogam de forma 6tima.
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CAPI{TULO 2

Arvores de Decisio Lineares, Arranjos de Subespacos, Funcoes de
Mobius e Cotas Inferiores

Neste capitulo estudamos, seguindo [7], o problema de pertinéncia em uma unido finita de
poliedros convexos no R" com o objetivo de determinar cotas inferiores para a complexidade de alguns
problemas computacionais.

Na primeira secdo daremos as defini¢oes basicas e uma cota inferior para o nimero de folhas de
uma arvore de decisao linear em funcao da soma dos niimeros de Betti do poliedro. Depois derivamos um
analogo combinatoério desse resultado, usando a férmula de Goresky e MacPherson, para o nimero minimo
de folhas de uma &rvore de decisdo linear para pertinéncia num poliedro apresentado como a unido dos
membros de um arranjo de subespacos lineares.

Na segunda se¢ao estimamos a funcdo de Mébius de duas subordens do reticulado das particoes
de [n], uma com restri¢do no nimero de blocos das parti¢oes e a outra restringindo o tamanhos dos blocos.
O motivo dessas estimativas é sua utilidade na secao seguinte, onde apresentamos aplicacées dos resultados
abstratos aos problemas concretos dos k-iguais e k-distintos. Na tltima se¢ao apresentamos algoritmos
otimos para esses problemas.

2.1. Arvores de decisdo lineares, uma cota inferior topolégica e uma versao combinatéria
para arranjos de subespagos

Por todo este capitulo entendemos por poliedro convexo o conjunto das solucées de um sistema
finito de inequacoes lineares, por poliedro a uniao de uma familia finita de poliedros convexos e tomamos
os grupos de homologia e cohomologia com coeficientes inteiros. Também, todos os espacos terdo tipo
homotépico de complexo simplicial finito e, portanto, a caracteristica de Euler e a soma dos nimeros de
Betti estdo bem definidos. Lembremos (veja pdg. 11) que essa hipGtese sobre nossos espagos implica que
para qualquer espaco S, neste capitulo, 3,(S) = B9(S) para todo ¢ inteiro. Além disso, em qualquer
mencao ao R" estamos supondo n > 2.

Dados P C R" e x € R" queremos decidir se z € P. Nosso modelo de computacao para esse
problema é a drvore de decisao linear: uma arvore ternaria onde a cada no interno v esti associado uma
funcdo afim [,(z) = ), a;x; + b e as arestas que conectam v a seus filhos sdo rotuladas com <,=,>. A
cada passo testamos se [,(z) R0, onde R € {<,=,>}, e seguimos pela aresta apropriada, comecando da
raiz até chegar a uma folha. As folhas sdao rotuladas com “Sim” ou “Nao” e respondem corretamente a
pergunta “z € P?” para todo z € R". Note que uma arvore de decisdo linear reconhece P C R" se e
somente se P é um poliedro.

Como exemplo, considere os seguintes subespacos lineares do R3: Hy = {(=z,y,2): z = 0},
Hy ={(z,y,2): ¢ =0}, Hy ={(z,y,2): x y =0}, e H3 ={(z,y,2): £+ y = 0}. Uma drvore de decisao
linear para P = Hy N (U?:1 H;) é mostrada na figura 1, onde o né 7 corresponde ao teste f;(w) = (¢;, w),

15
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para i € {0,1,2,3}, w € R*, e ¢g = (0,0,1), ¢; = (1,0,0), c2 = (1, 1,0) e c3 = (1,1,0). Claramente,

= >
‘ Nao H Sim HNao | |Nao |

Sim ||Nao |

FicurA 1. Exemplo de uma &rvore de decisao linear

Vamos reescrever esse problema tomando {2 um subconjunto aberto no R™. Agora, desejamos
testar os pontos de €2 para pertinéncia em P.

Se T é uma arvore de decisdao linear para P denotamos por P, o conjunto de pontos de §2 que
em T terminam a computacio na folha w. No nosso exemplo, para Q@ = R® e T a 4rvore da figura 1,
se w é a folha do caminho 0,1,2,3,“Sim” entdo P, é a semi-reta (A, \,0) para A\ > 0; se w é a folha
do caminho 0, 1,3,“Sim” entdo P, é a semi-reta (A, A,0), para todo A < 0; se w é a folha do caminho
0,1,2,3,>,“Nao” entdo P, é o aberto de (z,y,0) dado por = > |y|.

Denotamos por L' (resp., L) o conjunto de folhas “Sim” (resp., “Nao”) de T. Note que a
dimensao de P, estid bem definida pois este é aberto no seu fecho afim. De fato, o fecho afim A, de P,
é dado pela intersec¢do dos hiperplanos [, (z) = 0, onde /,, é um teste que resulta em igualdade no raiz w
caminho em 7. Agora, basta notar que P, C A, é dado por um sistema linear (finito) de desigualdades
estritas.

Chamamos P, de célula correspondente ¢ folha w; se dim(P,) = n dizemos n-célula. Além
dessas, temos as seguintes defini¢oes para T', 2 e P como acima.

(T) = #{w € LT : dim P, = i}, cuja soma em i, para 0 < i < n, denotamos por I*(T);

lZ
o [/ (T)=#{we L™ : dim P, = i}, cuja soma em %, para 0 < i < n, denotamos por [~ (T');

Dados P, Q C R" como acima, definimos

e [(P;Q) = min{l; (T): T é 4rvore de decisdo linear para P, 2},
o [T(P;Q) = min{l{*(T): T é drvore de decisao linear para P, Q};
o [7(P;Q) = min{l; (T): T é arvore de decisao linear para P, Q},
e [7(P;Q) =min{l~(T): T é rvore de decisao linear para P, Q}.

2.2.1.1. Uma cota topoldgica. Estabelecidas as notacoes e defini¢oes, temos a seguinte cota inferior
topolégica para o nimero de folhas de qualquer arvore de decisao linear para um poliedro P.
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TEOREMA 2.1. [7, Bjorner, Lovéasz ’94] Sejam P um poliedro fechado e @ um aberto convezo
nao vazio, ambos no R". Entao, para todo 0 < i < n, temos

L(PiQ) > Bici(A\P) e 1, ,(P;Q) > Bi(Q\P).

PROVA. Seja T uma arvore de decisdo linear para P e §). As provas serdo por indu¢ao no numero de
vértices de T' e antes de comegarmos, vamos ver algumas defini¢oes.

Se T é uma 4rvore com mais de um vértice, denotamos por 7(z) o teste feito na raiz de 7.
Definimos

0 ={z € Q:r(=) >0},

Q<%= {z € Q: r(z) <0},

Q70 ={z€Q: r(z) =0}
Ainda, denotamos por T~, T< e T~ as subérvores de T, onde T, para a € {>,<,=}, é a subdrvore cuja
raiz é adjacente a raiz de T pela aresta a.

Como H = {z € R": r(z) = 0} = R, a subdrvore T~ é uma 4rvore de decisdo linear para
PN He Q™ asubirvore T> é uma arvore de decisdo linear para P e 9”0 e T< é uma arvore de decisio
linear para P e Q<0.

Agora, vamos provar [[_.(T) > Bi_1(Q\P), por inducio no ntimero de vértices. Se T tem um

unico vértice e essa folha tem rétulo “Nao” estamos em casa, pois Q\P = Q e de Q convexo temos que

B;(€) = 0 para todo 7. Suponha que o rétulo é “Sim”. Entdo Q C P e

1, se i =0,
l;zti(T) = {

0, caso contrario,
pois de  aberto ndo-vazio temos que dim(2) = n. Ainda,

1, se ¢ =0,

0, caso contrario,

/@ifl(Q\P) = {

pois \P =0 e H 1(0) =Z e Hy(0) =0sei # 1.
Suponha que 7' tem mais de um vértice. Entdo, de acordo com as defini¢oes que estabelecemos
no comeco desta demonstracido, temos
i i(T) =1 (T7) + 1 (T<) + 17 _(T7)
> (P70 + 1 (PO + 1t (PN H;Q70)
> Bi1(QO\P) + i 1(Q<°\P) + B;_2(27°\P),
onde a primeira desigualdade segue da defini¢do e a segunda por hip6tese de indugdo. Vamos mostrar que
Bi—1(Q\P) < Bi1(27O\P) + i1 (Q<°\P) + Fio(Q7°\P), (10)
e, portanto, teremos I .(T) > Bi_1(Q\P).

Suponha Q=%\ P nio-vazio e tome, para todo z em Q=%\P, a bola aberta O, de centro z e tal
que O, C Q\P.

Ponha C = |JO,, onde a unido é tomada sobre todo z € 27\ P. Dessa forma, Q=°\P ¢ um
retrato por deformagao forte de C, com a retragio sendo a projegao dos pontos de C em Q~°\ P na direcao
normal a H. Ponha A~ = (QN\P)UC e A< = (Q<\P)U C.
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De A”UAS = int 4> 4<(A”)Uint 4> 4< (A<) temos a seguinte sequéncia exata de Mayer-Vietoris
(veja pag. 9):

ce ﬁ) f{i_l(A> N A<) k) ﬁi_l(A>) D f{i_l(A<) ﬁ) ﬁi_l(A> U A<) é} ﬁi_z(A> N A<) k) SRR
donde, pela equagao 8 na pagina 9, temos

Bi—1(A” UAT) < Bi1(A”) + Bic1 (A7) + Bia(A” N AX). (11)

Agora, basta notar que A> é homotopicamente equivalente a Q>%\P. De fato, (2>°\P)\C é
um retrato por deformacio forte de A> pela projecio na direcio normal a H; por outro lado (2>°\P)\C
é um retrato por deformaciio forte de 2%\ P pela projecio na direcio normal a H. Como equivaléncia
homotépica é uma relagio transitiva, A~ tem o mesmo tipo homotépico de 2>\ P. Da mesma forma A< é
homotopicamente equivalente a Q<°\ P. A equacio 10 segue da equagio 11 pelas equivaléncias homotépicas

(i) A UA< = (QO\P)U (Q<N\P)UC = Q\P,
(i) A> ~ Q>0\P,
(iii) A< =~ Q<O\P,
(iv) A> NA< =C ~Q=0\P,

e do fato de que niimeros de Betti sdo invariantes por equivaléncia homotdépica.

?ara termina{mos esta parteNda prova, falta vermos o caso QZO\P vazio. Neste caso, vale a
igualdade B; 1(Q\P) = Bi_1(2>°\P) + B;_1(2<°\P), pois Q\P é unido de abertos disjuntos e 5_1(0)) = 1.

Isso completa a prova no caso das folhas “Sim”.

Para provar a segunda desigualdade, [, _,(T) > 3;(€2\P), usamos indugdo no nimero de vértices
como no caso anterior. Se esse nimero é um e a folha tem rétulo “Sim” nao ha o que fazer. Se o rétulo da
folha for “Nao” entdo 2N P = @ e temos de Q aberto que I, (T) =1 e de Q convexo que [Fp(Q2) = 1.

Supomos, agora, que T' possui mais que um vértice. Como no caso anterior temos
L_i(T) = ln_fi(T>) + l;fi(T<) + 1, ,(T7)
>0, (P70 + (P20 + 1, (PN H; Q7
> Bi(Q7°\P) + B;(2<\P) + Bi—1(27°\P),

e)
S H(AT N A S Hi(A%) @ Hi(AS) D Hi(A” UAS) S H (4> nA) B
donde,
Bi(A” U A%) < Bi(A”) + Bi(A%) 4 Bi-1(A” N A%).
Essa tltima implica, pelas equivaléncias homotdpicas (i) (iv) acima, a desigualdade
Bi(Q\P) < Bi(Q7°\P) + Bi(2<°\P) + 8,1 (2=°\P),
e, portanto, I, (T) > B;(Q\P). O

Escrevendo [*(P) para [T(P;R") e [=(P) para [~ (P;R"), segue imediatamente do teorema
acima que se P C R" é um poliedro fechado, entao

(P> 1 +Zﬁi(R”\P) e 1(P)2 Zﬂi(R”\P).
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COROLARIO 2.2. [7, Bjorner, Lovész '94] Para qualquer poliedro fechado P C R" e sua compa
tificacdo P,

I"(P) > 1+Zﬁz’(ﬁ’) € l_(P)ZZﬁi(P)-

ProvA. Imediato das desigualdades acima e do Teorema 1.7, pagina 10. O

2.2.1.2. Uma cota combinatéria para arranjos de subespacgos. A partir de agora, vamos tra-
duzir os resultados da Secdo 2.2.1.1 para uma forma combinatéria.

Um arranjo A= {K1, Ko,..., Ky} é uma familia finita de subconjuntos préprios ndo-vazios do
R™. Assumimos que para todos 4, j € [m] com % # j temos que K; Z K;. Para um tal arranjo A definimos

Va=JKi e My=R"\V4
i=1

Pomos 17:4 = V4 U {w} a compactificacdo usual de V4 com w “no infinito”. Note que se K; é poliedro
convexo para todo ¢ € [m], entdo V4 e M4 sdo poliedros.

Para um arranjo A definimos o semi reticulado das intersecoes de A, denotado por L4, como
o conjunto parcialmente ordenado das intersec¢bes nao-vazias de elementos de A ordenados por inclusio
reversa, isto é, em (L4, <) temos A < B se e somente se B C A. Note que L4 é um A-semi-reticulado,
com o menor elemento ) = R*. Se N; Ki # 0 entdo L4 é um reticulado com maior elemento 1= N; Ki.
Seguindo nosso exemplo da pagina 16, tome o arranjo de hiperplanos Ay = {Hy, H1, Ha, H3}. O reticulado
das interseccoes L 4, do arranjo Ay é mostrado na figura 2.

F1GURA 2. Diagrama de Hasse do reticulado L4,

Agora, vamos assumir um resultado devido a Goresky e MacPherson (veja [14, pig. 238]),
relacionando a topologia de M4 com a ordem L 4. Abaixo, denotamos por H' grupos de cohomologia
singulares reduzidos, por H; grupos de homologia simplicial reduzidos, e por A(0, z) o complexo da ordem
do intervalo aberto (0,z) = {y € L4: 0 <y < z} contido em I 4.

TEOREMA 2.3. [14, Goresky, MacPherson ’78] Seja A um arranjo de subespacos afins no R™.
Entao

f{Z(MA) = @ f{n—dim(w)—2—i(A(Oax))'

z>0
€L 4
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NoOTA 2.4. A demonstracao desse resultado em [14] é baseada em teoria de Morse. Porém, ele
também segue da seguinte equivaléncia homotépica demonstrada, via diagrama de espacos, por Ziegler e
Zivaljevi¢ (veja [38]).

~

Vaz \/ (A@0,z) x §9m @),

z€L 4
T#£0

onde \/ denota o buqué (“wedge”) e * denota a juncdo (“join”) de espagos.
COROLARIO 2.5. [7, Bjorner, Lovédsz '94] Se A é um arranjo de subespacos afins no R® entdo

~

() Bi(Va) = B"7"H(Ma) = Y Bidim(x)-1(A(0,2)), e

z>0
i) x(Va) 1=( D" 'x(Ma) 1)= Y ( DI@HgA(0,2)).
>0
z€L 4

PROVA. A prova de (i) é imediata do Coroldrio 1.9 (veja pag. 11) e da férmula de Goresky e MacPherson.

A primeira igualdade de (ii) segue da defini¢do de caracteristica de Euler e do Corolério 1.9:
x(Va) 1= Z( 1)'Bi(Va) = Z( 1A (M)
=( D™ IZ 'MA )= D" (x(Ma) D).

A segunda igualdade segue tomando a soma alternada em 7 na igualdade

/Bz(VA) = Z /éi—dim(w)—l(A(ﬁax))'

z>0
€L 4

No lado esquerdo teremos X(f/\' ) 1 e no lado direito vamos ficar com

Z Z ﬂz dim(z)— 1(A(0,.’L‘)) = Z ( 1)dim(w)+1Z( 1)i7dim(z)71/éi—dim(x)—1(A(ﬁax))

g =

el g TCL A
= > ( DI@HLA®D, ).

z>0

€L 4

O

A vantagem de se expressar os nimeros de Betti de V4 e M 4 em termos dos nimeros de Betti de conjuntos
parcialmente ordenados é que esses invariantes topolégicos no primeiro caso sdo, em geral, dificeis de
calcular, mas no segundo caso podemos usar a bem estabelecida teoria das funcées de Mobius.

Terminamos esta se¢do com o seguinte resultado, com cotas inferiores combinatérias para o
problema de pertinéncia.

TEOREMA 2.6. [7, Bjorner, Lovdsz '94] Se A é um arranjo de subespacos lineares no R™, entdo
F(Va) 2 e, 0,1)) e 17 (Va) > |ur, (0,1)].
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PROVA. Dos Coroldrios 2.2 e 2.5(i) juntos com a equacgio (Secdo 1.3, eq. 9)

i

e escrevendo y para jir, ,, temos

li(VA) >1+ Zﬁz(‘/}A) =1+ Z ZBi—dim(w)—l(A(Oax))

>0 1
€L 4
1+ ) w0.2) = ) 1u0.2)> ) 0 )
>0 €Ly z<1
wELA Z‘ELA
>| 3 wl2)| = 6@, 1)
z<1
z€EL 5
Para a cota inferior do nimero de folhas “Sim” a demonstragao é a mesma. O

Por fim, registramos que em muitos lugares na literatura, arranjo de subespacos lineares é
chamado central e arranjos de subespagos afins é chamado ndo central.

2.2. A funcao de Mobius de duas subordens de II,

2.2.2.1. A subordem II, 7. Seja T um subconjunto dos inteiros positivos tal que 1 € T'. Denotamos
por II,, 7 a subordem de II,, formada pelos elementos cujos blocos tém tamanho em T'. Convencionamos

que fin,7 = pi, - Convencionamos também que pr(n) = pnr(0,1) se n € T, e que ppr(o,m) = 0 se
algum de o ou 7 nao pertence a II, 7.

Neste momento, motivados pelo problema dos k-iguais, estamos interessados no caso 1T =
{1,k,k + 1,...,n} e nosso objetivo nessa se¢do é provar o Teorema 2.12 (pdg. 25). Denotamos a su-
bordem II,, 7 para tal T por II, ;. Como acima, escrevemos u,j para P, ;, € €SCrevemos ux(n) para

fin (0, 1). E conveniente estendermos a definicio de uy(n) para quando 1 < n < k pondo uk(1) = 1 e
pe(2) = pr(3) = -~ = pe(k 1) =0.

Na verdade, I, ;. € um reticulado com sup como em II;, e com inf como em II,, seguido da quebra
de blocos de tamanho menor que k em blocos unitarios.

Definimos para todo « € II,,

Sk(ﬂ-) = Z /‘n,k(()a U)a

o<m
e também, si(n) = s(1) e sx(0) = 1.
Definimos o polinémio (em t) caracteristico de Il j, por

¢k(nat) = Z lln,k(ﬁaﬂ-)tb(r)a

w€ell,
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onde b(m) denota o nimero de blocos de w. Também definimos ¢ (0,t) = 1. Note que se n > 0 temos

D ont) =), eln,1) = s(n).

0)=0
¢k(n7 ) ) dt =0

Ponha T* = {1,2,...,k 1}.
PROPOSIGAO 2.7. [7, Bjorner, Lovész '94] Se w & II,, 1=, isto é, se w tem pelo menos um bloco

de tamanho em T\{1}, entdo sgx(m) = 0.

PROVA. Para B C [n], com |B| > 2, denote por (B) a parti¢ao de [n] cujo dnico bloco nao-unitdrio é
B. Escreva m = {B1,Bs,...,B;} € II,, onde os B;’s sdo os blocos que compoem a parti¢do m. Suponha
|B;| > k para algum j.

Temos que vale o seguinte isomorfismo (veja pagina 3):

T
[0, 7] N I, = H[O, (Bi)] N 11, 4, onde os intervalos estao em II,,.
i=1

A partigio o € [0, 7]NIL, 4 corresponde, pelo isomorfismo, a r-upla (01,02, .. ., ;) € [[;[0, (B:)]N
I, 1, onde o; é 0 modo pelo qual o bloco B; é decomposto em blocos de o, isto é, o; = o A (B;).

Logo, ficamos com

si(m) = Z Hn,k(()a o)

o<m

= Z .un,lc(()a on (Bl)) Mn,k(()a o (BQ)) s Nn,k(ﬁa oA (Br))
o<m

= Z Nn,k(()ao'l) Z Nn,k(6702) T Z Nn,k(Oaar)-
01<(B1) 02<(Bz2) or<(Br)

Por hipétese, |Bj| > k para algum j. Logo, pela defini¢ao da funcao de Mobius Z un,k((), gj) =0.
0 <(Bj)
O

Portanto, para todo 7 € II,, temos que sx(m) = 0 a menos que todo bloco de 7 tenha tamanho
menor que k.

NoOTA 2.8. Temos, ainda, que se n > k entdo si(n) = 0 e se n < k entdo si(n) = sx(1) =
> tnk(0,0) = pnk(0,0) = 1. Neste caso, si(n) é a funcao caracteristica de T™.

PROPOSIGAO 2.9. [7, Bjorner, Lovasz ’94] Temos a sequinte recursdo para ¢y:

autnt) =3 (1 Jmtmantn .o

PROVA. Sejam 7 = {B1, By,...,B;} € II, e j € [r] tal que n € B;. Tome n' = (B;) e 7" a particao
de [n] formada pelo bloco [n]\B; e pelos blocos unitdrios dados pelos elementos de Bj. Note que b(7) =
b(x")  (|Bjl+1).
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Entdo [0, 7] N I, = ([0, 7] N I, ) X ([0, 7" N I, k) e ,un,k((A),W) = un,k(ﬁ,w’)un,k(ﬁ,ﬂ"). Dessa
forma,

ZM (0 tb(”)
—Zunk ) (0, 7120 )
B Z M"’k( » (B))t Z fin 5 (0, 7" )P (7~ B

BC[n w: w'=(B)

Z Unk(A (B))t¢k(n |B|vt)

BC n],nEB

¢ (” )unk mge(n )

Se tomarmos ¢ = 1 na Proposi¢do acima, temos a seguinte recursio para si(n):

m 1

sk<n)=2"j(” pmstmisstn m).

Vamos tratar a recorréncia da proposi¢ao acima com técnicas da teoria das fungbes gerado-
res. Uma referéncia é o livro [15, pag. 364]. Ressaltamos que se f(z) = > ~oan(z"/n!) e g(z) =
Dm0 (2" /n!) sdo fungdes geradoras exponenciais para as sequéncias (a,)n € (bpn)m respectivamen-
te, entdo f(z)g(z) = Y ,50(Xhoo (1)anbn—r)(z"/n!) é a funcio geradora exponencial para a sequéncia

(Xheo (1) anbin)i-

Considere a fungdo geradora exponencial

D= kim0,

n>0
e suas especializacoes
Fi(z) = LGz, 1) | -y
z) = —G(z,

k ot k ,uk

n>1
xn
pr(x) = Gi(w,1) =Y sp(n)—-
n!

n>0

Agora, vejamos que a recorréncia da Proposi¢ao 2.9 é equivalente 3 equagdo diferencial

in(x,t) = tGk(ac,t)3

o - Fy(o). (12)
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De fato,
0
a—Gkivt Z¢k n—l—l t)
n>0
—Fk Zukmﬂ—,
m>0
G 0 by (b +1) ) 2
t k(fﬂt)a HZ% tz $r(n h,t)uk(h+1) o

Comparando os coeficientes de z™/n! na ultima equagido acima com os de Gy /0z, temos

br(n+1,1) _tZ( )qSk by t) i (h + 1),

portanto,
n—1
byl -tz( Dot G0t =3 (", ot (b D, nth + 1),
h=0

e chegamos & recorréncia da Proposicdo 2.9 fazendo h =m 1.

Voltando 4 equacgao 12, temos

1 0 0
Gr(z.0) 0r toa Th(@),

que, integrando em z nos dé log Gi(z,t) = tFi(z) + c. Substituindo z = 0 temos que ¢ = 0 e, portanto,

Gi(z,t) = exp{tFi(z)}.

Gk(.’E, t) =

Assim,

Fy.(z) = log py, (13)

Gi(z,t) = pr(z)".

Note que as informagdes que temos sobre s, (n) (veja Nota 2.8) nos permite escrever p(z) = 1—|—Zn Lz /nl.

PROPOSIGAO 2.10. Se ay,g,...,ax—1 $Go as raizes complexas de py(z) = 1 + Zn 1;10"/77,!,
entdo
k—1
)= (Yo"
=1

PROVA. Lembramos que log(1/(1 z)) = ), -, 2"/n. Como pi(x) tem termo independente 1 o po-
linémio pode ser escrito como B

pr(z) = ]:1;[11 (1 O%) -

Entao, pela equacao 13,
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Fk(x):jz_;llog(1 aﬁ>= %Z%(O%)n: ZZ_"kzlai—n.

¢ i=1n>1 n>1 i=1

Sabemos, por definicdo, que Fi(z) = 3,51 pk(n)z" /nl; comparando os coeficientes de z" temos

k-1
pr(n) = (n 1)!2% n
=1
O
Nota 2.11. No caso k = 3 temos pi(z) = 1+z+2%/2, que tem raizes ry = 1+iery= 1 1.

Portanto, pela Proposigao 2.10, us(n) = (n N( 14+9)™+( 1 9)™) = (n DI 1 ) "@E"+1).
Assim, p3(n) =0sen =2 mod 4.

Para nossas cotas gostarfamos que ug(n) fosse grande. Isso, infelizmente, nem sempre é verdade
como acabamos de ver. Entretanto, pi(n) é grande o suficiente em média.

TEOREMA 2.12. [7, Bjorner, Lovédsz '94] Para quaisquer n, k com 2 < k < n existe m tal que
n k+2<m<nelpy(m)>@m D(k 1)7™L

PROVA. Como antes, aj,2,...,a,—1 denotam as raizes de pg(z). Note que min; |o;| < & 1 pois
[[; @i =+(k 1)L Vamos assumir que |a;| <k 1. Ponha
k—1 k—2
q(z) = H (z )= ijxj. (14)
=2 §=0
Usando que p}(e;) = pr(ei) o '/(k 1)!'= o 1/(k 1)!ea Proposigio 2.10 temos
k—2 e j) k—2 k—1 k—1
_ —n+j _ “n _ -
St B S S = s
7=0 7=0 i=1 i=1

= (k 1)!p;€(a1)al_":al_"+k_1.

Entao existe 0 < j <k 2 tal que

pr(n j) 1 —ntk—1
b; . 15
i DIk 1 (15)
Agora, vamos mostrar que b; = (&  1)! a;jfl(pk(al) pj+1(a1)). Escreva py(z) = f:_ol a;zt
e note que segue da primeira igualdade da equagdo 14 o seguinte:

1 T pr(z)
— (1 )= (b 1)L 16
o) = [Tt afar= 6 0120 (16)

Mas,
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substituindo na equacdo 16 e comparando os coeficientes de z? com os da equacio 14 ficamos com
k-1
i—(j+1 —j-1
b=k DY o ai=(k Dl prlar)  piaaan)),
i=j+1

como queriamos mostrar.

Assim,
|bj] = loa| 77k Dtpr(en)  pyea(an)] ,
=la| 7o (b D P+ (b DR 2)-- (G +2)0]
=lon| Mo T (B DT (B 1) (G 4 2.
Lembrando que |ai| < k& 1, temos que o médulo de cada termo nessa soma é menor que (k 1)¥=7-1.
Logo,
bjl < (k1) jay| "
Temos, da equacao 15, que

1
k1

luk(n 5)1 > (n 5 Dba |77 7l

De |bj| < (k  1)¥J|ay| ! ficamos com
lue(n I > § Dlea ™™k 1D7*'>m 5 DI 1)L
Como0<j<k 2temosn k+2<n j<neo teorema segue. O

Com esse resultado terminamos os cdlculos da funcao de Mobius do reticulado II,, .

2.2.2.2. A subordem IIE. Agora, passamos a outro reticulado muito mais simples de analisar, mo-
tivados, pelo problema dos k-distintos. O objetivo aqui é demonstrar o Teorema 2.14 (pag. 28). Considere
a seguinte subordem de II,,:

II* = {x € I,: b(x) < k}U{0}, onde k£ > 1.

Sek>n 1entio Il =11, e uF(n) = puk(0,1) = v (0,1). Sabemos (veja eq. 4, pag. 4), entéo,
que p¥(n) = ( 1) Y(n 1)!. Por isso, assumimos n > k.

Abaixo, faremos uso dos nimeros de Stirling do seqgundo tipo S(n,r), que é o niimero de parti¢oes
de [n] em r blocos nao-vazios. Por definicao,

phn) = > k().
>0

Pelo isomorfismo [, 1] = II,, (r), temos a seguinte férmula para p*(n):

k
prn) = Y w0, = Y S ) 1)L

>0
nelk

E conhecida a seguinte recorréncia para S(n,r): dado [n] para ser particionado em r blocos,
ou colocamos o elemento n em um bloco unitério (pode ser feito de S(n 1,7 1) modos diferentes), ou
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colocamos n com um subconjunto de [n  1]. Esse tltimo pode ser feito de 7S(n  1,7) modos diferentes,

pois cada um dos S(n  1,7) modos de particionar [n 1] em r blocos, fornece r subconjuntos nos quais n
pode ser inserido. Isto é,

S(n,r)=8S(n L,r 1)+rS(n 1,r) paran > 1, 17

S(n,0) =0 (n>1); S(0,0) = 1; S(n,7) =0 (r >n>0). (17

PROPOSIGAO 2.13. [7, Bjorner, Lovasz '94] Se n > k > 1 entdo p*(n) = ( 1)*k!'S(n  1,k).

PROVA.
k
pin) = Y S(n,r)( ) 1)
k'r:l
= Y (S Lr D+rSn 1,r)( )7 1)
"k
= (ZS(n Lr 1) 1) (r '+Zs Lr)( 1) tr(r 1)1)
1":1
= (ZS(n Lr 1)( )™ '(r Zs 1,7)( 1)%«!)
kr:1 k+1
=> 8 Lr (D DI+Y Snh Lr (D7 1)
22211)’“141!5(71 1,k). "
Na tltima passagem usamos que S(n  1,0) = 0. O

Vamos definir o polindmio caracteristico de Hﬁ por

_ Z 1F (0, 7)™

nellk

Sabemos (veja pag. 4) que Y q1 p(0,m)tP™ =t 1)---(t n+1). Entdo, pela definicio de
funcao de Mébius, temos o seguinte valor para o polinémio caracteristico:

#F(n,t) = p*(0,0)t" + Z k0, )t (™ = ¢n Z Z (o, )P (™)

b (m)<k b(m) <k d<o<m
b(7)<k
=" Z S oplomtt™@ = NN u(0,m)tP "
o)<k b(m)<k b(o) <k m€Ilp(x)
w€lo,1]
=t" > tt 1)---(t blo)+1)= ZS(nrr'().

b(o)<k

Em particular,

k
¢Fn, = )" Y ( 1) S(n,r)r.

r=1



28 2. COTAS INFERIORES PARA ARVORES DE DECISAO LINEARES

Na i-ésima iteragio recursiva em 32*_ (' 1)"S(n,r)r! dos ntimeros de Stirling, temos
k

k
Z S(n,r)r! = Z‘HZ D™S(n i)l 4+ ( 1)F Z rS(n k+r 1,r)rl

r=1 r=k—i+1

TEOREMA 2.14. [7, Bjorner, Lovasz ’94]

k
#Fn, 1)=( 1)"+( 1)’”’127“5(71 kE+r 1,7)rl

PRrROVA. Vamos provar por indugdo em 7 a afirmagio imediatamente anterior ao teorema. O caso i =1
é facil. Suponha que na (¢ 1)-ésima iteragdo, para 7 > 1, temos

k k—i+1 k
SN Smryrt=( DF Y () i+ Lt +( DF Y S k+r Ll (18)
r=1 r=1 r=k—i+2

Entao o primeiro termo na soma a direita do igual, pode ser escrito como

k—i+1
( 1)t Z ( )"(S(n 4r 1)+rS(n ir))r!
r=1
k—i+1
=( 1) Z (( )"S(n i,r Drl+( 1)rS(n i,r)r)
r=1

k—i
=( 1 z+1 (Z )T‘HS L) (r+ D) +rl( D)'rS(n i,T))

r=1

+( DFYE i+ 1St ik i+ 1)(k i+U0

) k—i
:(HH%E}ﬂniJﬂ(DH%%Hﬁ+(DWM)
r=1

+( Dk i+ 1)S(n ik i+ 1)(E i+ 1)

= ( 1)t Z ( )S(n  i,r)r!

+( D¥E i+1)S(n ik i+ 1)(k i+ 1)
O ultimo termo dessa soma somado ao segundo termo da soma na equacao 18 fica
k
( 1)k Z rS(n k+r 1,r)rl
r=k—i+1
Portanto, reescrevendo a equacgao 18 ficamos com
k

k
Z( 1)"S(n,r)r! = Z‘HZ ™S d,r)r! +( 1)F Z rS(n k+r 1,r)rl

r=k—i+1

Para provar o teorema basta tomar ¢ = k na equacgao 18. O

Com esse resultado terminamos esta se¢ao, embora nao calculamos explicitamente a funcao de
Moébius neste tltimo caso. Isto porque este ltimo teorema nos dé toda informacao de que precisaremos.
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2.3. Aplicagoes: cotas inferiores para os problemas dos k-iguais, dos k-distintos e
k-divisibilidade

Finalmente, damos nesta se¢iao aplicacoes das ferramentas desenvolvidas até aqui. Estaremos
sempre considerando entradas de tamanho n para os problemas, a menos de mencées contririas. Em
primeiro, considere o seguinte problema.

PROBLEMA 2.15 (k-iguais). Dados n ndmeros reais 1,...,Tn € um inteiro k > 2 decidir se
eristem k deles iguais.

Para responder a essa pergunta vamos fazer antes algumas consideragoes. Esse problema pode
ser formulado da seguinte maneira: dado o ponto (z1,z9,...,z,) € R* decidir se esse ponto pertence ao
arranjo A, j dos (2) subespacos lineares de dimensao n k41 dados pelas equacoes z;, = z;, = -+ - = z;,,

para todo conjunto de indices 1 <i; <o < --- < i < n.

PROPOSIGAO 2.16. [7, Bjérner, Lovész '94] O reticulado das intersec¢oes de Ap i, para 2 < k <
n, € isomorfo ao reticulado Il, . Se, sob esse isomorfismo, um elemento x € Ly, , corresponde a uma
particao em II, j, com j blocos, entdo dim(z) = j.

PROVA. Para todo 7 em II,, defina
B ={z € R": z; = z; se i e j pertencem ao mesmo bloco de 7}.
Dessa forma, dim(B;) = b(r). E facil ver que By N By = Byyx.

Agora, identificamos o subespaco K dado por z;, = x4, =+ = z;, em Ly , com a particdo em
II,, ;; cujo tnico bloco nao-trivial é {i1,1g,...,i;} e estendemos para todo Ly, - O

Com os resultados que temos até agora podemos por o seguinte.

COROLARIO 2.17. Se T ¢ uma drvore de decisdo linear para o problema dos k iguais entdo

(i) 17(T), I7(T) > |uk(n)], e
(i) I+(T), I

(T) 2 22 Bi(A(Ty 1))
Usaremos (i) para estimar uma cota inferior para o problema dos k-iguais. Cabe registrar aqui
que os nimeros de Betti em (ii) foram calculados por Bjorner e Welker em trabalho recente (veja [7,
pag. 694, Prop. 4.9]), entretanto, o resultado que se obtém é o mesmo que obteremos a menos de certas
constantes (veja Consideracoes Finais).

Defina [} (n) (resp., [ (n)) como o niimero minimo de folhas “Sim” (resp., “Ndo”) em qualquer
drvore de decisao linear para o problema dos k-iguais. Ambas as fungoes [, e l,j sdo monodtonas em n. De
fato, tome m < n. Toda arvore de decisdao linear T' para n elementos pode ser usada para obtermos uma
arvore de decisao linear para m elementos, adicionando-se a uma entrada de m elementos, n=  m novos
elementos z,z2,...,z" ™, com z > 1 suficientemente grande.

Vamos ver se a arvore de decisao linear responde certo o problema dos k-iguais dentre m elemen-
tos. Se a resposta dada para uma certa entrada foi “Nao”, claramente a resposta estd certa. O problema
é quando a resposta for “Sim”. Neste caso, se os coeficientes dos novos elementos forem zero nos testes da
raiz até a folha a decisao foi tomada sobre os elementos velhos da entrada e, portanto, a arvore respondeu
certo. Caso contrario, o sinal da funcao é trivialmente determinada devido a escolha do novos elementos e,
portanto, a resposta também foi dada sobre decisoes baseadas nos elementos velhos da entrada.
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TEOREMA 2.18. [7, Bjorner, Lovdsz '94] Toda drvore de decisao linear para o problema dos k
iguais tem tamanho pelo menos max{(}), (n/18k)"/2}, e altura pelo menos max{n 1,(n/2)logs(n/18k)}.

PRrROVA. Seja T uma arvore de decisao linear para o problema dos k-iguais. Assumimos que T nao
realiza testes desnecessarios. Vamos provar as cotas (Z) en 1 para tamanho e altura, respectivamente.

Para todo subconjunto 1 < i; < i3 < --- < i < n de indices, considere a entrada z;, = z;, =
- =ux; = 0 e as outras coordenadas nao-nulas e duas-a-duas distintas. Para dois desses subconjuntos de
indices distintos devemos ter duas folhas “Sim” diferentes. De fato, dados dois pontos, um em cada dos
subconjuntos distintos, o segmento que os une deve conter uma entrada “Nao”; como o conjunto de pontos
associados a uma determinada folha é convexo, cada um dos dois pontos devem ir para folhas distintas.
Portanto, o ntimero de folhas “Sim” e consequentemente o tamanho da arvore é pelo menos (Z)

Note que M4, nao pode conter um subespaco afim de dimensao k: elementos de tal subespaco
sdo da forma b+Xja; +Aoas+- - -+ Agag, parab,ai,aq,...,a; fixose ay,as,...,a; linearmente independentes.
Observe que, é facil escolher os A;’s de modo que pelo menos k entradas sejam iguais a zero; escrevendo
b= (bi,...,by) € a; = (ai,---,aipn), para todo i € [k], temos z;, = -+ = z;, = 0 resolvendo o sistema
linear {b; + Aia;1 + --- + Agajr = 0};, onde 4 = ji,...,5;,. Este sistema tem solucdo pois os a;’s sdo
linearmente independentes. Entdo se considerarmos uma folha “Nao” de T, a célula correspondente nao
contém um subespaco afim k-dimensional, portanto, devemos ter pelo menos n k4 1 nds no caminho que
leva a tal folha.

Seja w o pai, em T, de uma folha “Nao” que corresponde a uma n-célula. Alguma folha w'
descendente de w deve ter rétulo “Sim”, pois a arvore nao faz testes desnecessarios. Uma célula correspon-
dente a uma folha “Sim” estd contida em Vy, ,, logo tem dimensdo no méximo n  k+ 1. Assim, como no
raiz w caminho em T nenhum teste resulta em igualdade (pois um filho de w tem dimensdo n), no w w'
caminho em 7" devem existir pelo menos k& 1 testes resultando em igualdade. Estes teste mais os n &
testes até w resulta em pelo menos n 1 testes, isto é, a altura de T' é pelo menos n 1.

Para k > n/3, os miximos do enunciado do teorema ocorrem em (Z) en 1 e, portanto, ele

estd provado neste caso. Para o caso geral, vamos assumir k¥ < n/2. Pelo Teorema 2.12, escolhendo m com
n>m>n k+ 2 temos

I (n) 2 0 (m) > [ug(m)| > (m 1k 1)~™

Usando o fato de v! (¢ 1)" ser ndo-decrescente em v, para v > k 1, temos

n—k n—k
L,(n)>(m k+DI(k 13> (n ) <” ’“) Eontk=3 S (” - ’f) g-ntkp—3

3
. n n/23in B n n/2
2k -\ 18k
que, portanto, é um limitante inferior para o tamanho da &rvore. O resultado na altura segue tomando-se
o logaritmo (base 3). O
Com isso, terminamos e passamos a préxima aplicagao. Considere o seguinte problema.
PROBLEMA 2.19 (k-distintos). Dados n nimeros reais 1,...,Z, e um inteiro k > 2 decidir se

existem k deles distintos.

Vamos assumir que k > 2. O caso k = 2 é equivalente a decidir k-iguais para k = n e, portanto,
o problema tem complexidade linear.
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Considere o arranjo A% dos S(n,k 1) subespacos do R" de dimensdo k¥ 1 dados por z; = z;
se i e j estdo num mesmo bloco de uma particao de [n] em k£ 1 blocos. Entao o problema dos k-distintos
é determinar se z € R” é um ponto de M Ak - As cotas inferiores serao obtidas a partir da funcdo de Mobius
do reticulado das interseccoes nao-vazias desse arranjo que, como veremos no resultado abaixo, tem uma
descri¢ao combinatéria que ji conhecemos.

PROPOSIGAO 2.20. [7, Bjorner, Lovasz '94] O reticulado das intersec¢oes do arranjo AF, para
2 < k < n, ¢ isomorfo a TIE=1. Se, sob esse isomorfismo, um subespaco T € L 4 corresponde a uma
particao em j blocos, entdo dlm( )=17].

PROVA. Definimos B, como na Proposigio 2.16. Para todo K em A% temos que K = B, para algum
m = {B1,...,Br_1} € ¥l Assim, identificamos K com m = 7 para todo K € A e estendemos a
identificacédo para todo o reticulado L 4. O

LEMA 2.21. A caracteristica de Euler de MAﬁ satisfaz a sequinte igualdade:

X(Myx) =1+ ( 1)”*’“2_:7"S(n k+r,r)rl.

PROVA. Sabemos do Corolario 2.5 e da Proposicao 1.10 que
xMg)= 3 ()@ (0,2).

.’L‘ELA]T‘,L

Usando o isomorfismo da proposicdo anterior e a definicdo do polinémio caracteristico ¢¥ 1 de
k=1 temos que

X(Ma)=( D" Y (DO 0,2) = ()" (n, ).

wEH’ffl

O resultado segue do Teorema 2.14 que estabelece
k—1

¢, 1)=( D"+ ( 1) ZrS(n k+rr)r.

r=1

Agora, vamos usar a férmula de Goresky e MacPherson (Teo. 2.3)

ﬁi(MAk @ n—dim(z Z(A(Oam))

z>0
ZELA"/%

para computar a cohomologia de M Ak~ Para tal, lembremos que o reticulado II, tem funcao posto dada
por p(z) =n b(x), que também podemos escrever (veja Prop. 2.20) como p(z) =n dim(z) para todo
z#0em L k- Lembre que estamos assumindo n > k.

Se (0,z) é um intervalo de L 4x entao dim A(0,z) < (n dim(z)) (n k+1) 1=n dim(z)
2 (n k). Portanto, fI“‘k(MAk) é livre. Por outro lado, se 0 <p <n k entao

H p M.Ak @Hn dim(z (n—k:)+p(A(()ax))
>0
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e segue do limitante superior para dim A(0,z) que I:I"’k’p(MA;ﬁ) = 0. Como ﬁI’(MAg) é finitamente
gerado os subgrupos livres de H*(M Ak ) e Hy(M Ak ) sdo isomorfos, portanto, M A% 86 pode ter niimeros de
Betti ndo-nulos em dimensao zero e n k.

O caso BO(M Ak ) = 0 também pode ser visto considerando-se que os subespacos de A tém
dimensao no miximo n 2 (isto é, ndo podem ser hiperplanos), portanto, M Ak € conexo por caminhos, ou
seja, Bo(M4x) = 1. Temos do Lema 2.21 e de

X(Mgx) = Bo(Mys) + (1) B (M)
que
k—1
D BiMux) = Bo(Mys) + Bk (Myr) =1+ rS(n k+r,r)rl. (19)
% r=1
Dai tiramos um limite inferior para o nimero de folhas “Nao” e o nimero de folhas “Sim” de uma arvore
de decisao linear T' para o problema dos k-distintos. Cabe, agora, estimarmos tal valor.

TEOREMA 2.22. [7, Bjorner, Lovdsz '94] Toda drvore de decisdo linear para o problema dos k
distintos tem tamanho pelo menos max{ (kﬁz)’ (K 1)"3'7F}, e altura pelo menos max{n 1,nlogs(k

1) k+1}.

PROVA. Iterando a recursao dos numeros de Stirling (veja eq. 17, pdg. 27) n  k vezes em S(n,k)
temos uma soma de termos positivos mais o termo k" *¥S(k, k). Usando a desigualdade S(n,k) > k"%,
juntamente com a equacao 19 temos

k—1
() >14) rS(n k+rr)r>k DIk 1)Snh 1,k 1)
r=1

Sk Dk DR S 1)“(%>k1.

A cota inferior para a altura segue tomando o logaritmo (base 3) do tamanho.

Para a outra parte das cotas, considere T" uma arvore de decisao linear para M Ak - A uma folha
“Nao” de T corresponde uma célula contida em VAg , portanto de dimensao no maximo k£ 1. Concluimos
que qualquer caminho da raiz a uma, folha “Nao” tem pelo menos n k4 1 testes resultando em igualdade.

Também, M 4« nao pode conter um subespago afim de dimensao n k + 2: um elemento desse
espaco tem a forma b+ Aja; +- -+ Ap_g+2an—k+2, cOM b, a1, ..., 0,—gt2 fixos e a1, ..., ap_k12 linearmente
independentes. Observe que, podemos escolher os \;’s de forma que pelo menos n k + 2 entradas sejam
iguais e, portanto, tal ponto estd em VAg . Assim, a cada folha “Sim” estd correspondida uma célula nao
contendo um (n k& + 2)-subespaco afim, donde concluimos que existem pelo menos k£ 1 vértices no
caminho que leva a tais folhas em 7'

Seja w o pai de uma folha “Sim” que corresponde a uma célula n-dimensional. Como supomos
que a arvore nao faz testes desnecessdrios, deve haver uma folha “Nao” descendente de w. Para se chegar
a essa folha “Nao” pelo menos n k + 1 teste resultam em igualdade. Do filho “Sim” de w corresponder a
uma célula de dimensao n concluimos que nenhum teste até w resulta em igualdade. Entao devem existir

pelomenos (n k+1)+k 1=mn 1 testes, isto é, a altura da drvore é pelo menos n 1.

Para todo subconjunto de indices 1 < 47 < ig < -+ < ip_g4+2 < N, considere uma entrada

com T = IT; =+ =x;,_,. , = 0 e todas as outras entradas diferentes de zero e duas-a-duas distintas.
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Entradas que correspondem a subconjuntos de indices diferentes devem ir para folhas “Nao” diferentes.
De fato, o segmento que une dois pontos com subconjuntos de indices diferentes deve conter uma entrada

“Sim”, mas as células sao convexas. Entao, o nimero de folhas “Nao” é pelo menos (R_Z +2). O

Assim, concluimos mais uma aplicagdo e vamos para a ultima delas. Considere o seguinte
problema.

PROBLEMA 2.23 (k-divisibilidade). Dados n nidmeros reais 1, ..., T, € um inteiro k > 2 decidir
se o numero de x;’s iguais a qualquer nimero real é divisivel por k.

Aqui, supomos que k divide n e assumimos que 2 < k < n/2. Denote por Dy, o arranjo de
todos os subespacos lineares By, onde 7 é uma parti¢ao de [n] em blocos de tamanho divisivel por k. Entao
k-divisibilidade é exatamente o problema de pertinéncia em Vp, ,. O reticulado das intersecgdes desse
arranjo tem a seguinte descricao combinatéria:

%) = {x € II,: todos os blocos de 7 tém tamanho divisivel por k} U {0}.

Defina o conjunto descendente de uma permutagido p € S, por
{ie[n 1]:p@t) >pt+1)}.

Stanley (veja [29, Prop. 4.3, pdg. 353]) provou o seguinte resultado referente & fun¢io de Mébius
M%’“) do reticulado Hslk).

PROPOSIGAO 2.24. |u§lk) (0,1)| ¢ o niimero de permutacies de [n 1] com conjunto descendente
(k,2k,....,n k).
LEMA 2.25. [7, Bjorner, Lovész ’94]Se t = n/k,

0@, 1) > D DY

PRrOVA. Particione {¢,...,n 1} em ¢ blocos A;, Ag, ..., A; de tamanho k£ 1. Considere a permutacao
que comeca com os elementos de A; em ordem crescente, seguido por qualquer elemento de {1,...,¢t 1};
entdo chegam os elementos de Ay em ordem crescente, seguido por qualquer outro elemento de {1,...,¢

1}; e assim por diante até terminarmos com os elementos de A; em ordem crescente. Claramente essa
permutagdo tem o conjunto descendente certo. O nimero de permutacoes dessa forma é

(n B 1)
(1)t
]

COROLARIO 2.26. Se T é uma drvore de decisio linear para o problema da k divisibilidade,
entdo o numero de folhas “Sim” de T bem como o numero de folhas “Nao” € pelo menos

(n O 1)
( 1Ht -

onde t =n/k.
ProOVA. Imediato da proposicao anterior e o Corolario 2.17. O

Usando a igualdade de Stirling temos um resultado mais explicito.
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TEOREMA 2.27. [7, Bjorner, Lovdsz '94] Toda drvore de decisio linear para o problema da k
divisibilidade tem tamanho pelo menos (n/(k + 4logk))™ e altura pelo menos nlogs(n/(k + 4logk)).

2.4. Algoritmos para os problemas dos k-iguais, dos k-distintos e k-divisibilidade

Vimos na Introducdo um algoritmo étimo para o problema dos k-distintos. Resta agora vermos
algoritmos 6timos para os demais problemas. Seremos um tanto superficiais nas descri¢es e andlises dos
algoritmos; maiores detalhes podem ser encontrados em [11].

Nesta secao usaremos o algoritmo SELEQAO que toma como entrada um conjunto de n ntimeros
(essa serd a entrada para todos algoritmos aqui) e um inteiro ¢, com 1 < t < n, e devolve o elemento da

entrada que é maior que ¢ 1 elementos da entrada. Esse algoritmo tem tempo de execugdo de pior caso
O(n).

O algoritmo de particio usado por SELECAO toma como entrada um conjunto L de n ntmeros
reais e z € L (o “pivd”); ele devolve um j < n e uma permutacdo z1,z2,...,Z, de L, tal que todo z;,
para 1 <4 < j, é menor ou igual a x e todo z;, para j + 1 <[ < n, é maior ou igual a z. No algoritmo
abaixo chamamos de lado esquerdo da particdo os xz; para 1 < i < 7, e lado direito da particdo os x; para
j+1<i<n.

SELECAO

(1) Divida os n elementos da entrada em [n/5] grupos de cinco elementos cada (e no méximo um grupo
consistindo dos n mod 5 elementos restantes).

(2) Descubra a mediana em cada um dos [n/5] ordenando-os por inser¢do e tomando o elemento do
meio (se o grupo tiver um niimero par de elementos tome a maior das duas medianas).

(3) Use SELECAO recursivamente para descobrir a mediana M das [n/5] medianas do passo 2.

(4) Particione a entrada usando M como pivé. Chame de k o nimero de elementos no lado esquerdo da
particao.

(5) Use SELECAO recursivamente para descobrir ou o #-ésimo maior elemento no lado esquerdo da
parti¢do se t < k,ouo (t k)-ésimo maior elemento da parte direita da parti¢ao.

Para o problema dos k-iguais vamos assumir que n = 2™k. Determinamos a mediana (2™ k-
ésimo maior elemento) dos n elementos da entrada. Seguimos determinando a mediana no lado esquerdo
e no lado direito (2™~ 2k-ésimo maiores elementos), e assim por diante; no p-ésimo passo esses elementos
encontrados separam a entrada em blocos de tamanho 2™ Pk. Apd6s m passos, temos determinado o k-ésimo,
2k-ésimo, ..., 2™k-ésimo maiores elementos. Isso é feito em tempo O(n)m.

Se ocorrem k elementos da entrada iguais, entdo um deles deve ser algum desses “maiores elemen-
tos” determinados. Comparamos cada um deles (“maiores elementos”) com os k elementos imediatamente
anteriores e com os k elementos imediatamente posteriores. Se houver k igualdades em algum momento
paramos e respondemos “Sim”; caso contririo respondemos “N&o”. Isso é feito com no méximo (n/k)2k
comparagoes.

Portanto o tempo desse algoritmo é O(n)m + (n/(k))2k = O(nlog(n/k)).

Para o problema da k-divisibilidade procedemos como acima e determinamos o k-ésimo, 2k-
ésimo, ..., tk-ésimo (lembremos que ¢t = n/k) maiores elementos em tempo O(nlogt). Esses elementos
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dividem a entrada em blocos de tamanho k. Comparamos cada um deles com os k precedentes. Se cada
teste resultar em igualdade entao a resposta é “Sim”, caso contririo a resposta é “Nao”. O ndamero de
comparagdes é menor que n e, portanto, o tempo do algoritmo é O(nlog(n/k)).
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CAPIiTULO 3

Colapso de Complexos Simpliciais e Evasividade de Propriedades de
Grafos

Neste capitulo vamos tratar da complexidade de propriedades mondtonas de certas familias de
grafos, a saber, a familia dos grafos de ordem poténcia de primo, a dos grafos bipartidos e a dos grafos de
ordem seis. Esse 1ltimo caso serve para ilustrar a aplicacao dos métodos desenvolvidos até entao, e mostra
a dificuldade de se manusear o problema no caso geral.

A primeira se¢ao é um “aquecimento” e pode ser vista como uma extensao do Capitulo 1; nela
apresentamos alguns resultados gerais sobre evasividade. Na segunda secdo apresentamos os resultados
de Kahn, Saks e Sturtevant [18] a respeito de grafos de ordem poténcia de primo; na terceira sec¢do
apresentamos os resultados de Yao [33] para grafos bipartidos. Na quarta se¢do mostramos, seguindo [18],
que propriedades de grafos de ordem seis sdo evasivas; esta é a unica demonstragao conhecida para esse
caso “pequeno”.

Na tltima secao deste capitulo apresentamos uma aplicagao do resultado de Kahn, Saks e Sturte-
vant, sobre propriedades de grafos de ordem poténcia de primo serem evasivas, na Conjectura de Aanderaa
Rosenberg.

Chamamos a atencao do leitor ao fato de que, neste capitulo, estamos considerando grafos sobre
um conjunto fixo de vértices e, portanto, identificamos um grafo com o seu conjunto de arestas.

3.1. Evasividade

Chamamos de grafo um par ordenado de conjuntos G = (V(G), A(G)), onde V(G) é um conjunto
finito de elementos chamados vértices e A(G) um conjunto de subconjuntos de V(G) de tamanho dois (ou
simplesmente, 2-subconjuntos), cujos elementos sdo chamados arestas. Quando G estd subentendido e nao
ha perigo de confusdo denotamos os conjuntos de vértices e arestas por V e A, respectivamente.

A ordem de um grafo é o niimero de elementos de V. O conjunto de todos os 2-subconjuntos de
V é denotado por V&,

Uma propriedade P de grafos sobre um conjunto V' de vértices fixo (por exemplo planaridade,
conexidade, etc.) pode ser identificada com o subconjunto P do conjunto das partes de V(@ correspondentes
aos grafos que satisfazem P. Assim, dizemos que um grafo G tem a propriedade P se e somente se G € P
(note que aqui identificamos um grafo com seu conjunto de arestas).

O problema de decidir se um grafo tem determinada propriedade é entao um caso particular de
decidir se um conjunto B dado pertence a uma determinada familia P de subconjuntos de um conjunto X.
Vamos assumir que | X| = m e chamar P de propriedade de conjuntos ou simplesmente propriedade. Por
ora, vamos nos preocupar com propriedades de conjuntos ao invés de propriedades de grafos.

37
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Definimos a arvore de decisdo para esse problema pondo o conjunto de entradas E como o
conjunto das partes de X; o conjunto de respostas S é {“Sim”, “Nao” } e indica ao final da computacao
se um dado B € FE pertence ou ndo & propriedade. A arvore é bindria e as arestas que partem de um né
interno tém rétulos “Sim” e “Nao”; os nds internos sao rotulados com elementos z € X e “perguntam” se
z é elemento de B. A resposta a pergunta de cada né indica por qual aresta seguir com a computacao.

Se P é uma propriedade sobre X denotamos por ¢(P) a complezidade da propriedade P, definida
por

¢(P) = min{p(T): T é uma arvore de decisdo para P},

onde p(T) é a profundidade da arvore T'. A propriedade é evasiva se tem complexidade m, isto é, todas as
perguntas “z € B?” (z € X) precisam ser feitas.

Uma propriedade P é mondtona decrescente se G € P e H C G implicam H € P. Definimos
propriedade mondtona crescente pondo G C H na defini¢cao anterior. Note que se P é uma propriedade
mondtona crescente, a propriedade complementar P¢ é monétona decrescente e ¢(P) = ¢(P€). As nossas
propriedades sao ndo triviais, isto é, pelo menos um e ndo todos os subconjuntos de X satisfazem a
propriedade.

Daqui em diante consideramos propriedades mondétonas decrescentes nao-triviais apenas, e usa-
mos o termo propriedade mondtona.

O polinomio enumerador para P é definido por ¢p(z) = ZzG, onde a soma é sobre todo
GeP.
PROPOSIGAO 3.1. Se ¢(P) =d entdo (z + 1) divide ¢p(2).
ProvA. Imediato da Proposicao 1.11. O

COROLARIO 3.2 (Condigdo de balanceamento par impar). Se o nimero de elementos de P com
cardinalidade par nao € igual ao numero de elementos de cardinalidade impar, entao P € evasiva.

PROVA. Seja P uma propriedade com ¢(P) = d. Temos que ¢( 1) =Y ( 1) ¢, onde a soma é sobre
todo G € P. Como o niimero de elementos de P com cardinalidade par ndo é igual ao niimero de elementos
de cardinalidade fmpar, temos ¢( 1) # 0. Segue da Proposigio 3.1 que 0™~ ¢ divide ¢( 1), portanto,
devemos ter d = m. O

Na préxima segio, agoes de grupos em espacos topoldgicos serao uma, ferramenta importante e
a titulo de ilustragdo vamos ver um resultado nessa dire¢do. Antes damos algumas definicoes.

A a¢ao de um grupo M sobre um conjunto S é uma funcao de M x S em S tal que

(i) 1prz = z para todo z € S,
(i) (9192)z = g1(g27) para todo z € S.

Denotamos por S, o grupo das permutacoes de m elementos ou grupo simétrico de grau m. Um
grupo de permutac¢des é um subgrupo de um grupo simétrico. Se I' < S, é um grupo de permutacoes
agindo de forma natural sobre [m] = {1,2,...,m} e I C [m] entdo a drbita de I pela acdo de I" é o conjunto

orbr(I) = {7(I): v € T'},
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onde y({z1,z2,...,21}) = {y(z1),7v(z2),...,v(z1)}, € 0 estabilizador de I é o subgrupo
Ty ={yeT:q(I) =1},

A acdo de T é transitiva em [m] se para qualquer ¢ € [m] temos orb(q) = [m]. Uma acao
transitiva é duplamente transitiva se para todo q € [m] temos que I'(4y é transitivo em [m] \ {q}.

Se P é uma familia de subconjuntos de X dizemos que a agao de I' preserva P se dados A € P
e v € T temos v(A) € P; denotamos por Aut(P) o grupo de permutacies de X que preservam P.

PROPOSIGAO 3.3. [26, Rivest e Vuillemin '76] Se | X| = p" com p primo er € Z, r > 1, Aut(P)
¢ transitivo sobre X, 0 € P e X & P, entao P € evasiva.

PROVA. Tome G € P. Como Aut(P) é transitivo sobre X, cada elemento de X estd contido em
exatamente ¢ conjuntos da érbita de G, para algum ¢ > 1. Ademais, pondo I' = Aut(P),

|orbr (G)||G] = p'c,

e, portanto, ou p divide |orbp(G)|, ou p divide |G|. Se p nao divide |orbr(G)|, entdo |G| = 0. De fato, ou
|G| = 0 ou |G| = p", mas esta dltima igualdade nio vale pois X ¢ P.

Se P; = {G € P: |G| =i mod 2}, i = 0,1, entdo cada P; consiste de dérbitas inteiras. Logo a
condigdo par-impar nao é balanceada pois, para algum i, a familia P; deve conter uma 6rbita de tamanho 1
(pois @ € P), e as outras 6rbitas em ambas familias tém tamanho divisivel por p. Segue que P é evasiva. [

Voltando as propriedades de grafos, as que nos interessam sao invariantes por isomorfismo, isto
é, se um grafo a satisfaz entao toda cépia isomorfa desse grafo também a satisfaz. Esse fato distingue as
propriedades de grafos de propriedades arbitririas pois o grupo S, age transitivamente nos (3) elementos

de V) preservando os grafos que tém determinada propriedade.

3.2. Propriedades de grafos com ordem poténcia de primo

O fato de as nossas propriedades serem invariantes por isomorfismo e o fato de que P é um
complexo simplicial abstrato parecem sugerir que podemos recorrer a resultados sobre acdes de grupos
finitos em espagos topoldgicos. Deixamos registrado que agao de grupos foi usada por Rivest e Vuillemin
(veja Proposicao 3.3) para provar a Conjectura de Aanderaa Rosenberg (veja pdgina xi) para ¢ = 1/16.

Neste capitulo, daqui em diante, um complexo simplicial abstrato e uma propriedade mondétona
sdo confundidos e usamos a notacdo A ou P conforme estamos interessados ou n@o nas propriedades
topoldgicas dessa familia de conjuntos.

Chamamos Aut(A) de grupo de automorfismos de A e esse grupo também age na realizagio
geométrica ||A|| de A como um grupo de homeomorfismos lineares por partes da seguinte forma: dado

7€ Aut(A) pomos [[7]/(5 hiz) = 32 Moy

A seguinte generaliza¢io da Conjectura de Karp (veja péag. xi) foi proposta por Kahn, Saks e
Sturtevant.

CONJECTURA 3.4. [18, Kahn, Saks, Sturtevant '84] Se A é um complezo simplicial sobre X
ndo vazio e ndo evasivo e Aut(A) € transitivo sobre X entdo A é um simplezo.
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Sejam A um complexo simplicial e I' um grupo de permutagdes agindo nos vértices de A.
Definimos o complexo Ap da seguinte forma: os vértices de Ar sao as faces de A nao-vazias I'-invariantes
minimais e se Aj,..., A, sdo vértices de Ar, entdo {Ai,..., A} é uma face de Ar se e somente se
A1 U---UAg é uma face de A.

Por exemplo, considere o complexo A da figura 1.

C

A B
Ficura 1. Exemplo: 3-simplexo

Suponha que I' = ((ABC)). Entdo {4, B,C} e {D} sdo as faces invariantes minimais pela agio
de T'. O complexo Ar tem vértices X = {A,B,C} eY = {D}, como X UY é face de A temos que {X,Y}
é face de Ar. Note que Ap tem representagio geométrica com X sendo o baricentro de ||{4, B, C}||, com
Y =D, e |{X,Y}| o segmento que une esses pontos.

De fato, se representamos um vértice de Ar pelo baricentro da face minimal invariante associada
a ele temos

[Arll = |Allr = {2 € [|A]l: v(z) = « para todo v € T'}.

Dizemos que um complexo A é Z-aciclico se Hi(A;Z) = 0 para todo i > 0. Note que se A
é Z-aciclico entdo pelo Teorema do Coeficiente Universal (veja [23], pdg. 121, Teo. 6.2) o complexo A é
Zy-aciclico.

Seja M a famfilia de todos os grupos I' contendo subgrupos I'1 e I's tais que

(i) Ty < Ty < T, onde < é notagdo para subgrupo normal,
(ii) 'y é um p-grupo, I'y/T'; é ciclico e I'/T'y é um g-grupo, com p e g primos.
De acordo com essas definicoes, vamos assumir o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 3.5. [25, Oliver '75] Se ' € M age sobre o complezo Zy aciclico A, entdo ||Al|r #
0. O

Com relagao a Conjectura 3.4 temos o seguinte resultado.
TEOREMA 3.6. [18, Kahn, Saks, Sturtevant '84] Se A ¢ um complexo ndo vazio Z aciclico e
Aut(A) contém um subgrupo vértice transitivo T' que pertence a M, entdo A é um simplexo.

Abaixo, se z € ||A|| denotamos por supp(z) a face minimal de A com z € |[supp(z)]|.

PROVA. [Teorema 3.6] Seja I' um membro de M e suponha que I' age transitivamente no conjunto X
de vértices de A. Pela Proposi¢ao 3.5 existe z € ||Al|r. Considere A = supp(z) € A. Entdo y(4) = A
para todo v € I' e pela transitividade da acao de I' em X segue que A = X, e que, portanto, A é um
simplexo. O
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Veremos agora uma interessante conexao entre topologia e evasividade, mas precisaremos de
algumas definicoes.

Uma face livre de A é uma face nao-maximal contida em uma tinica face maximal. Um colapso
elementar em A é a operagdo de remocao de uma face livre de A junto com todas as faces que a contém.
Dizemos que A colapsa para A’ se existe uma sequéncia finita de colapsos elementares a partir de A
resultando em A’. Um complexo é colapsdvel se ele colapsa para um 0-simplexo. Note que se A’ é o
resultado de um colapso elementar em A, entdo A’ é um retrato por deformacao de A. Isto implica que se
um complexo é colapsavel entdo sua realizagdo geométrica é contraivel.

Para cada z € X existe associado dois complexos sobre X\{z}: o complexo ligacdo (que ji
conhecemos da pégina 12) e o complexo co estrela:

Le(x) = {4 C X\{z}: AU {z} € A},
Co(z) ={AC X\{z}: A€ A}

LEMA 3.7. [18, Kahn, Saks, Sturtevant ’84] Se eriste {z} € A tal que Lg(z) e Co(z) sdo
colapsdveis entdo A € colapsdvel.

PROVA. Seja Aj,As,..., Ar uma sequéncia de faces livres usadas para o colapso do complexo Lg(z).
Para todoi € {1,...,k} temos que A;U{z} € A e ainda A;U{z} é livre no complexo resultante da sequéncia
de colapsos A1, Ay, ..., A;—1. Vamos mostrar que Ay U {z}, Ao U {z},..., Ax U {z} é uma sequéncia de
faces livres que nos d4 um colapso de A resultando em Co(z) e, portanto, A é colapsével.

Chame de ¥ o resultado dessa sequéncia de colapsos elementares a partir de A. Se B € Co(x)
entdo B C X\{z} e B € A; suponha que B ¢ 3. Entdo 4; U{z} C B para algum i, isto é, x € B, o que é
uma contradicdo. Portanto, B € X.

Se B € X entdo, para todo 7, A; U{z} € B. Se z € B, considere B' = B\{z} € Lg(z). Como

A1, A, ..., A é uma sequéncia de faces livres que resulta no colapso de Lg(z), temos que A; C B’ para
algum 4, portanto, 4; U {z} C B, o que é uma contradi¢do. Portanto, z ¢ B. Como B € A, temos por
defini¢ao que B € Co(z). Logo, X = Co(z). O

A conexao com a topologia é dada pela seguinte proposicao.

PRrROPOSIGAO 3.8. [18, Kahn, Saks, Sturtevant ’84] Um complezo A nao evasivo € colapsdvel.

PrROVA. Se A é um complexo nao-evasivo sobre X entao existe algum z € X tal que “z € A?” é uma
primeira pergunta que decide pertinéncia em A em menos que n = |X| perguntas para qualquer entrada
ACX.

Se a resposta para essa “boa” primeira pergunta é “Sim” entdo A € A se e somente se A\{z} €
Lg(z); caso contrdrio, A € A se e somente se A € Co(z). Note que nao podemos decidir se A\{z} é uma
face de Lg(z) se nao perguntarmos pelos vértices de Lg(z)\ Co(z). Portanto, se Lg(z) é evasivo entao
A é evasivo. Como Co(z) é um complexo sobre n. 1 vértices temos que Co(z) é ndo-evasivo, pois caso
contrario terfamos A evasivo o que contraria a hipdtese.

Assim, em ambos 0s casos existe uma estratégia nao-evasiva que decide pertinéncia nos complexos
Lg(z) e Co(x). A prova agora segue por inducdo em n = | X|.

Para n = 1 a nossa proposicao é trivial. Seja A um complexo nao-evasivo sobre n > 2 vértices.
Entao escolhemos z € X tal que z é uma boa primeira pergunta. Como vimos acima Lg(z) e Co(z) sao
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complexos nao-evasivos sobre menos que n vértices e, por hipétese de inducdo, colapsaveis. Portanto, pelo
Lema 3.7 acima A é colapsavel. Il

Com essa conexao em maos podemos provar o principal resultado dessa secao.

TEOREMA 3.9. [18, Kahn, Saks, Sturtevant '84] Se n é uma poténcia de primo entao toda
propriedade ndo trivial mondtona de grafos com n vértices € evasiva.

PROVA. Seja P uma propriedade monétona nao-trivial sobre grafos de ordem |V| = p", onde p é
um primo. Identifiquemos V' com o corpo finito com p” elementos GF(p") e consideremos o grupo de
transformacoes lineares

F'={z—azx+b:a,be GF(p"), a #0}.
A acdo de T sobre V é duplamente transitiva sobre os elementos de GF(p"), e, em particular,
transitiva nos vértices de A = P C V®. Para vermos isso, precisamos provar que para quaisquer dois

pares {z1, w1} e {z2, w2} de elementos de GF(p") com z; # w; e 23 # wo existe y € I' que leva o primeiro
par no segundo. Basta notar que o sistema

zo9=az1+b
wy = awi + b

tem solucado e o elemento de I' que procuramos é

29 Wy Z1w2  WwWi122
T+ .
z1 w1 z1 w1

T =

Tomemos o subgrupo das translacoes
Ii={z—2+b:b€GF(p")}
e vejamos que ['; é um p-subgrupo normal de T'.

Para vermos que é subgrupo normal basta provarmos que 4/ T'1y~! C I';. Mas, para todos a, b,
b € GF(p") com a # 0,

—1
z'=sa s b Sa 24+ b Lg ab+ ab' + b,

onde y: z + ax +bey: z— z+b. Portanto, y['17~* CT.

Agora resta mostrar que se y(z) = z+b (z € GF(p")) é um elemento de I'; entdao v? = id. Mas,
YP(z) = = + pb = = pois GF(p") tem caracteristica p. Ainda, I'/T'; é isomorfo ao grupo multiplicativo do
corpo GF(p"):

/Ty = GF(p")"
Fl’)’ — a,

onde v : £ — ax + b, é um isomorfismo. Portanto, I'/T'; é ciclico, pois é sabido que GF(p")* é ciclico.

Logo, I' € M. Portanto, se supomos que P é nao-evasiva, entao pela Proposicao 3.8 temos que
P é Z-aciclico e pelo Teorema 3.6 concluimos que P é trivial, um absurdo que prova o teorema. O
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3.3. Propriedades de grafos bipartidos

Tome V e W os conjuntos de naturais positivos [m] e [n], respectivamente. Por toda esta se¢io
consideramos grafos bipartidos G = (VUW, A) com biparti¢io VUW e propriedades monétonas nao-triviais
de grafos bipartidos. As propriedades também sdo invariantes por isomorfismos, isto é, invariante sob a
acdo natural do grupo S,, ® S, sobre VUW.

Denotamos por Bp, onde D C V, o grafo bipartido (VUW, A) com A = {(v,w): v € D, w €
W} = D x W. Note que se P é uma propriedade monétona ndo-trivial, entdo existe um inteiro r(P) €
{0,...,m 1} tal que Bp € P se |D| < r(P) e Bp € P caso contrario. De fato, temos que se Bp € P
e D' CV com |D| = |D’'| entao Bpr € P pois P é invariante sob agao do Sy, ® S,. Como P é mondtona
nao-trivial para algum inteiro 0 < r < m temos que Bp € P se e somente se |D| < r.

Vamos assumir o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 3.10. [25, Oliver ’75] Se A € um complezo simplicial Q aciclico e T' € ciclico, entao
X(Ar) =1.

Assim, pomos o resultado principal desta secao.

TEOREMA 3.11. [33, Yao '88] Toda propriedade mondtona ndo trivial de grafos bipartidos é
evasiva.

PRrROVA. Assuma que P é uma propriedade monétona nao-trivial e ndo-evasiva de grafos bipartidos.
Entao A = P é racionalmente aciclico (Proposi¢ao 3.8 e Teorema do Coeficiente Universal).

Tome I' = {09,01,...,0,-1}, onde o4(r,s) = (r,s +% mod n). Entdio ' =1 Z, < S;,, ® Sy, e,
portanto, A é invariante sob a agio de I'. Assim, pela Proposicao 3.10 temos que x(Ar) = 1.

Agora, vamos olhar para Ar. Se 7(P) = 0 entdo Ar é vazio e x(Ar) = 0 # 1, que é uma
contradicdo. Se r(P) > 1, temos que Aq,...,An, onde A; = {(i,w): w € W}, sdo as faces nio-vazias de
A minimalmente invariantes sob a acao de I'. Ademais,

Ar ={{A;:i€D}: DCVeBpeA}l

Se Bp € A entdao Bp € P e vimos que isso acontece se e somente se |D| < r(P). Como uma

face de dimensao j tem cardinalidade j + 1 e elas sdo em ndmero ( j:'fl), temos
r(P)-1 m r(P)-1 m 1 m 1
o= E () E (40,
wn= 3 e )= X o (7)) (7
1
—14( 1)®-1(™ 1
I (P R
e temos uma contradi¢do da Proposi¢ao 3.10. Portanto, P é evasiva. O

3.4. Propriedades de grafos de ordem 6

Nessa secdo usamos os métodos que vimos anteriormente para provar que propriedades mondtonas
nao-triviais sobre grafos de ordem seis sao evasivas. Relembramos que essa é a tinica demonstragdo conhe-
cida para esse caso.
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Seja A uma propriedade nao-evasiva mondtona decrescente de grafos de ordem seis e defina a
propriedade dual A* = {A C V®): Ac = VO\A ¢ A}. Se H é um grafo de ordem seis dizemos que A
contém H ou H pertence a A se qualquer (equivalentemente, algum) grafo sobre V' = {1,2,...,6} isomorfo
a H é face de A.

Assuma que A é diferente do vazio e de um simplexo. Essas hipGteses sobre A também sao
validas para A*. A demonstragao prossegue considerando agées de subgrupos I' do grupo Sg e aplicando
as Proposicoes 3.12 e 3.13 dadas abaixo ao complexo A.

PROPOSIGAO 3.12. [27, Smith '41] Se T' é um p grupo agindo sobre um complezo simplicial
Zy aciclico A, entdo ||Allr € Z, aciclico. O

PROPOSIGAO 3.13. [25, Oliver ’75] Se o grupo I' age sobre o complezo Zj aciclico A, e se T’
contém um p subgrupo normal Ty tal que T'/Ty € ciclico, entdo x(||Allr) =1. O

LEMA 3.14. Emparelhamentos perfeitos pertencem a A.

PROVA. Seja I' o estabilizador de M = {{1,2},{3,4},{5,6}}. Entdo, I' = S3 x Cy x Cy x C; e,
portanto, I' € M pois podemos tomar I'; 2 Cj e T'/T; = C3 e Ty = T. Pela Proposicio 3.13 (A é aciclico
pois estamos assumindo nao-evasividade) Ar é nao-vazio. As possiveis faces de A fixas pela ac¢ao de T' sao
as 6rbitas da acao de I mostradas na figura 2. Assim, pelo menos uma érbita estd em A.

6 1 6 1
e o
4 3

4 3

M Mc¢

FIGURA 2. As 6rbitas sob agdo do grupo estabilizador de {{1,2},{3,4},{5,6}}

Mas se M € A entdo M € A pois M é isomorfo ao subgrafo M' = {{1,6},{2,3},{5,4}} de
Me. g

LEMA 3.15. Ezatamente um de 2K3 e K33 pertence a A.

PROVA. Tome I' = ((123), (456), (14)(25)(36)). Entdo I' = C3 x C3 x Cy e segue que I' € M. Pela
Proposigao 3.5 pelo menos uma érbita da acao de I' (veja figura 3) estd em A. Pela Proposicao 3.13 se as
duas 6rbitas estao em A entao a unido delas também estd (caso contrario, Ar é formado por dois vértices
o que contraria a Proposi¢do 3.13) e assim terfamos que A é um simplexo, pois a unido das 6rbitas é o
K. O

Suponha que 2Kj3 pertenca a A (e, portanto, a A*) e tome o grupo de permutagdes I' =
((153624)). Entao, I' = Cg e, portanto, pertence a familia M. Sejam A, B e C as érbitas da acao de
I (veja figura 4).



3.4. PROPRIEDADES DE GRAFOS DE ORDEM 6 45

6 1
6 1
.4 D2 %2
4 3 4 3

FIGURA 3. As 6rbitas sob agao do grupo ((123), (456), (14)(25)(36))
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FIGURA 4. As 6rbitas sob agdo do grupo ((153624))

A 6rbita A pertence a A pois emparelhamentos perfeitos pertencem a A, e C pertence a A por
hipétese. Portanto, a érbita B pertence a A, pois caso contrario a Proposicao 3.13 for¢ca A U C' estar em
A e B é isomorfo a um subgrafo de AU C. Logo, B € A.

Dessa forma temos uma contradicdo pois tudo o que fizemos vale para A*, isto é, A, B e C
pertencem a A* e entdo A° = BUC, B = AUC e C° = AU B nao pertencem a A, o que contradiz a
Proposicao 3.13, pois neste caso teriamos x(Ar) = 3. Assim, 2K3 & A e, portanto, K33 € A e K33 € A*.

LEMA 3.16. K3 ndo pode pertencer a ambos A e A*.

PROVA. Tomemos I' = ((123), (456)). Neste caso, I' = C3 x C3 e entao I' pertence a familia M. Se
K3 € A temos que D, E e F (veja figura 5) pertencem a A. Pela Proposigio 3.12 temos que D U E (que é

isomorfo a D U F) pertence a A. Mas entdo, (D U E)¢ = F = K3 nio pode pertencer a A*. O

5 ! 6 1 6 1

[ ] @
5 2 5 2 5 2
® ®

o ®

4 3 4 3 4 3

D E F

FIGURA 5. As érbitas sob acdo do grupo ((123), (456))
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Assim, podemos assumir que K3 nao pertence a A. Agora, tomando o grupo I = ((12), (3456), (35)),
temos I' 2 Cy x Cy x Cs e, portanto, I' pertence a M. As érbitas da agao de I' estdo mostradas na figura 6.

6 1 6 1
® [ ]
5 2 5 2
[ ] [ ]
[ ]
3 4 3

o
4
A B
6 1 6 1
[ ]
[
4 3 4 3
C D

FIGURA 6. As 6rbitas sob agao do grupo ((12), (3456), (35))
LEMA 3.17. As faces de Ar sao {0}, {A}, {B}, {C}, {4, B}, {A,C} (veja figura 6).

ProvA. Cada um dos grafos listados sdo subgrafos do K33 e, portanto, faces de Ar. Por outro lado,
AUD,BUD,CUD e BUC contém o K3 e, portanto, ndo pertencem a A. Se D € Ar entdo x(Ar) = 2
e a Proposicao 3.13 implica que um de AU D, BU D ou C U D pertence a A. Logo D ¢ A. O

O vértice A é fixo pela agdo de I' de modo que I" age sobre Lg(A4, A) e os pontos fixos dessa agio
sao dados por

(Lg(A, A))r = Lg(4, Ar) = {C, B}.

Por outro lado, Lg(A,A) é nao-evasivo (a principio isso é verdade para algum vértice, mas
entdo é verdade para todos pois Aut(A) é transitivo). Entao pela Proposicdo 3.13 (Lg(A,A))r deve ter
caracteristica de Euler igual a 1, uma contradicao que completa a prova.

3.5. Uma implicagao do resultado de Kahn, Saks e Sturtevant na conjectura de
Aanderaa—Rosenberg

Nesta secdo vamos ver uma implicacao do resultado de Kahn, Saks e Sturtevant na conjectura
de Aanderaa Rosenberg (pag. xi).

Denotamos por K; o grafo completo sobre o conjunto de vértices V' = [i] e por K; U K; a uniao
disjunta dos grafos completos K; e K;. Denotamos por E,, o grafo (V,A), com V = [m] e A =0, e por
K, + G o grafo com conjunto de vértices {1} U V(G) (unido disjunta) e conjunto de arestas {(1,%): i €
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V(G)} U A(G). Ainda, c¢(n) denota o minimo entre as complexidades de todas as propriedades monétonas
nao-triviais de grafos de ordem n.

LEMA 3.18. Qualquer propriedade mondtona nao trivial de grafos de ordem n tem complexidade
c(n) > min{c(n 1),[n?/4]}.

PROVA. Seja P uma propriedade monétona nao-trivial de grafos de ordem n. Se K1 + E,_1 € P entao
P'={G": K1+ G' € P} é uma propriedade monétona nao-trivial de grafos de ordem n 1 de complexidade
pelo menos ¢(n 1). Da mesma forma, se K1 UK, 1 € P construimos P’ de complexidade pelo menos
¢(n 1). Em ambos casos, ¢(P') < ¢(P). Entdo podemos supor que K1y UK, 1€Pe Ky +E, 1 ¢ P.

Considere o grafo Ky, U Ey, consistindo de um grafo completo sobre um subconjunto V5 de [n]
com cardinalidade [n/2] e nenhuma aresta incidindo nos |n/2| vértices restantes, que denotamos por V;.
Se T' é o grupo que deixa esse grafo invariante entao I' pode ser escrito como o produto direto do grupo
simétrico sobre os vértices de Vi com o grupo simétrico sobre os vértices de V5. Denote por L o conjunto
de arestas com um extremo em V; e o outro em V,. Represente uma aresta de L por (4,5) com i € Vj e
VESAZY

Ponha P' = {H C L: HU Ky, € P}. Entao P’ é monétona e ndo-trivial (L ¢ P’, caso contrario
Ki1+E,_1 € P). Pelo Teorema 3.11 temos que P’ é evasiva, isto é, ¢(P') = |n/2][n/2] = |[n?/4]. Também,
c(P') < c(P). Portanto, ¢(P) > |n?/4]. O

O Teorema dos Nimeros Primos nos diz que se 7(z) é a quantidade de niimeros primos menores
ou iguais a z entdo m(z)(logz/x) tende a 1 quando z cresce indefinidamente (veja [10]). Segue dai que
existe uma funcgao real f(z) = o(z) tal que existe um primo entre z e z + f(z), para todo z.

TEOREMA 3.19. [18, Kahn, Saks, Sturtevant ’84] Qualquer propriedade mondtona ndo trivial
de grafos de ordem n tem complezidade pelo menos n?/4 + o(n?).

/4}, onde p é a maior poténcia de primo

2
in{(8), (p + 1)2/4} > (p + 1)?/4. Como

PROVA. Temos do lema acima que ¢(n) > min{c(p), (p + 1)
menor que n. Portanto temos do Teorema 3.9 que ¢(n) > m

p=mn o(n) temos que

e(n) > (n?+o0(n)?> 2o0(n)n)

> 1 =n’/4+ o(n?).
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Consideracoes Finais

Como dissemos na Introducio, determinar os recursos minimos nescessarios para a computacao
de um problema ¢ dificil. Os resultados apresentados nessa dissertacao tém bastante importancia nesse
sentido. Eles, juntamente com vérios outros, consolidam a topologia algébrica como uma ferramenta
importante nessa area.

O nosso objetivo aqui foi apresentar esses resultados de forma clara, reduzindo os pré-requisitos
e tentamos chegar da forma “mais rapida” as aplicacbes. Em vista disso, temos algumas consideragoes a
fazer.

Na Secao 2.1 a férmula de Goresky e MacPherson poderia ser evitada da forma que descrevemos
a seguir. Em [8], Bjorner, Lovdsz e Yao provaram que se A € um arranjo de poliedros convexos no R"
entdo V4 e A(L4\{0}) tém o mesmo tipo homotdpico. Eles também provaram que se P ¢ um poliedro
fechado no R™, entio IT(P) > |x(P) 1| el=(P)| > [x(P) 1+ ( 1"

Esses resultados funcionam muito bem juntos se V4 é um poliedro limitado. Porém, quando A
é um arranjo de subespagos temos dois problemas: (i) as cotas inferiores envolvem a topologia de 17,4 € nao
a de Vy; (ii) A # 0 e, portanto, V4, bem como A(L4\{0}) e o espaco que apresentaremos abaixo como
solucao do problema (i) tém tipo homotdpico do ponto e, portanto, fornecem informagoes triviais sobre as
cotas.

A solugédo para (i) é tomar a interseccdo de V4 com um simplexo @ suficientemente grande, no
sentido de encontrar toda intersec¢do nao-vazia de elementos de A. Isto torna o problema de pertinéncia
um pouco mais dificil: primeiro testamos pertinéncia em (Q, entdo testamos pertinéncia em V4. Observe
que a pertinéncia em @ pode ser resolvida com uma arvore de decisdo linear 6tima de 27t! 1 folhas
“Sim”, cada uma correspondendo a uma face aberta de @). Para resolver (ii) tomamos a interseccao de V4
com um hiperplano afim H disjunto de (.4 mas encontrando toda outra interseccdo de elementos de A.
Neste caso, qualquer drvore de decisdo linear para V4 produz (restringindo-se as entradas) uma drvore de
decisao linear para V4N H com o mesmo nimero de folhas “Sim” e o mesmo nimero de folhas “Nao”. O
reticulado das intersec¢oes de AN H é isomorfo a L4\{1} e entéio temos a cota inferior

(V) 2 27" Hx(A(ZA0, 1)1,

que, via Teorema de Hall, fornece

IT(Va) > 2™ 1 p(0,1) + 1.

Além disso, usamos a formula de Goresky e MacPherson para computar os nimeros de Betti de
M 4x na Secao 2.3; em [7], Bjorner e Lovasz usaram a férmula de Goresky e MacPherson juntamente com
o conceito de descascabilidade (“shellability”) de ordens parciais.

Para alguns resultados recentes de Bjorner envolvendo descascabilidade e complexidade de com-
putacdo, veja [6]. Bjorner mostrou que a homologia de ordens parciais lexicograficamente descasciveis é
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dada contando-se certos tipos especiais de cadeias dessa ordem parcial. Na Secao 2.3 dissemos que a ho-
mologia de Vg4, foi calculada por Bjorner e Welker. Pois bem, usando esses resultados a cota inferior para
o problema dos k-iguais obtida por Bjérner e Lovész foi [ (n) > (n/3k)". Esses ntimeros de Betti obtidos
por Bjorner e Welker também foram obtidos por Bjorner e Wachs (citado em [6]) via descascabilidade
lexicogréfica.

Ainda nos referindo ao Capitulo 2, o trabalho de Bjorner e Lovasz apresenta o cdlculo de pur(n),
quando T™ ¢ finito, como (n  1)! 37, @; ", onde os ; sdo as raizes de 1 + ) _p. s7(n)z"/n!.

Na Sec¢ao 3.5, o Lema 3.18 é essencialmente devido a Kleitman e Kwiatkowski, porém, ha uma
modificagdo. Eles provaram que ¢(n) > min{c(n 1),¢q(n ¢)} onde g é a poténcia de primo mais préxima
de n/2. Além disso, eles ndo dispunham do teorema do Yao sobre grafos bipartidos mas provaram um
resultado mais fraco e de forma puramente combinatéria (de fato, a idéia da prova é praticamente a mesma
de Rivest e Vuillemin, Proposigao 3.3): Sejam p um primo, X = {(i,j): 1 <i<p' el <j<m}eP C2¥
uma propriedade mondtona nao trivial invariante sob a a¢do de um grupo de permutacées I' transitivo no
primeiro elemento do par. Se para todo j € [m] o subconjunto C; = {(i,7): 1 <i < p"} estd em P, entdo
P € evasiva.
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