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Um paradoxo: Seja {n € N: n é definido com menos de 40 palavras}. Seja ng

o menor nimero natural que nao é definido com menos que 40 palavras. MAS, ny foi
definido com menos de 40 palavras.

Para evitar os paradoxos provenientes do uso indevido da linguagem usual, vamos

introduzir uma linguagem formal, chamada linguagem de ZF, para enunciar os fatos da
Teoria dos Conjuntos nela.

Simbolos da linguagem ZF":

— (lé-se NAO)
A (1é-se E)
=



Os simbolos vy, v1,...,v,,... sao chamados variaveis (e se supoe intuitivamente
0, ; » Uny
que representam conjuntos).

Toda seqiiéncia finita destes simbolos se chama uma expressao (de ZF). Entre as
expressoes vamos definir as féormulas de ZF.

1. Definicao. A defini¢do de formula serd indutiva:
1. se x ey sao varidveis, entdo as erpressoes
r=1yY e xrecy
sao formulas de ZF, chamadas de atomicas;
se @ é uma formula de ZF, entdo a expressao —(p) é um formula de ZF;
se @ e sio formulas de ZF, entdo a expressio (¢) A (¢) é uma formula de ZF;

se @ é uma formula de ZF e x é uma varidvel, entao 3z (p) € uma formula;

uma expressao de ZF € uma formula se, e so se, pode ser obtida por uma aplicacao
finita de 1 a 4.

Observacao

1. Os parénteses tém a funcao de evitar ambigiiidade. Na pratica podemos eliminar
alguns deles se isto nao causar ambigiiidade.

2. Vamos introduzir mais alguns simbolos, como abreviacao destes:

e 1 # y abrevia —(z = y),

e 1 ¢ y abrevia —(x € y),

(¢) V () abrevia =((=¢) A (—9)),
() = (¥) abrevia (=¢) V 1),

(¥) > (¢) abrevia (¢ = ) A (¥ = @),
Vz(yp) abrevia =(dz(—¢p)),

(3z € y)p abrevia Jz(z € y A @),
e (Vx € y)p abrevia Vz(z € y — ¢).

Exemplo
o VaVy(Vi(t ez >t € y) »z=1y),
e x CyabreviaVi(t € x — t €y),
o v Gyabreviaz CyAx#y,

e © ¢ yabrevia =(z C y).



Subférmula de uma férmula ¢: toda expressao “dentro” de ¢, que por sua vez é uma
férmula.

Exemplo Seja ¢ a férmula Jz3y(z # y A ((x € 2) A (y € 2))). Suas subférmulas
sao:

1. z =y,

2.z #y,

3. x € 2,

4. y € z,

5. TE2ZNYE 2,

6. z£YyN(x€2zNYyE 2),

7. y(x #FyA(z € 2Ny € 2)),

8. dx(Fy(x #yA(z € zAy € 2))).

O alcance (em inglés scope) de uma quantificador (3 ou V) numa férmula é a
subférmula que comecga com este quantificador. Por exemplo,

e TT)
ot ~~ ~~ ~~
(\Vx (z € y)J/\\Hz (z & y)/) — \Hy (y # zl

-~ -~ -~

Uma ocorréncia de uma variavel x numa férmula ¢ se diz ligada se estd no alcance
de algum quantificador Vz ou dz; caso contrario, diz-se livre.

Uma férmula sem ocorréncias de varidveis livres se chama uma sentenca (de ZF).

Exemplo Tomemos a férmula 3z3y(x # y Az € 2z Ay € z). Trocando-se x por u e
y por v, a férmula obtida (3udv(u # v Au € z Av € 2)) é “logicamente” equivalen-
te a original. Porém, trocando-se x por z, temos J23y(z # y Az € 2z Ay € z) que é
completamente diferente da original.

Intuitivamente, se uma variavel x ocorre livre numa férmula ¢, entao interpretamos
isto como se ¢ fosse uma afirmacao sobre z (i.e. uma propriedade de z); e a escrevemos
©(z) para destacar o fato que x ocorre livre em ¢. Com esta notagao, a férmula obtida
substituindo-se todas as ocorréncias livres de x por outra varidvel y sera indicada por

o(y).



Em geral ¢(y) “diz” de y o mesmo que p(z) diz de z, desde que y nao ocorra
na férmula original. Normalmente procuramos fazer mudangas deste tipo (chamadas
mudangas legitimas). Com estas observagoes, define-se a férmula

Azp(x)

como abreviagao de
Azvy(p(y) © © =vy),

ou equivalentemente 3z (p(z) AVy(y # x — —¢(y)). Lé-se xp(x) como existe um tinico
x tal que ().

Se z1,...,x, sao todas as varidveis que ocorrem livres em ¢, entdo chamamos a
sentenga Vz; . ..Vz,¢ o fecho universal de .

A Teoria ZF

Os axiomas de ZF:

1.Axioma da Extensionalidade: Intuitivamente diz que dois conjuntos (quaisquer)
que tém os mesmos elementos sdo iguais.
Em simbolos:

VaVy(Vi(t e x > t € y) — x = y).

Dia 14/3/97

Os Axiomas

Uma lista dos axiomas (s6 os nomes):
0.Existéncia de algum conjunto Jz(z = )
1.Extensionalidade VzVy(t € z <> t € y) =z = y)
2.Regularidade Vz(Fy(y € z) — Jy(ly € z A —F2(z € x Az € y)))
3.Esquema de Separagao VzAyVz(z € y <> € 2z A )
4.do Par VaVy3z(z € z Ay € 2)
5.da Unido VFIAVYVz(z e Y AY € F >z € A)
6.Esquema de Sustituigao Vz € Adlyp(z,y) — Y (Vz € A)(Iy € Y)p(z,y)
7.Existéncia de conjunto infinito 32(0 € z AVy € z(y U {y} € x))
8.das Partes VzIyVz(z Cz — 2z € y)
9.da Escolha VAJR(R bem ordena A)

ZFC - A teoria com os axiomas de 0 a 9.
ZF - A teoria com os axiomas de 0 a 8.
ZFC~ZF~ - ZFC, ou ZF, exceto o axioma 2.



ZFC —P,ZF — P - ZFC, ou ZF, exceto o axioma 8.

Vejamos agora 0os axiomas um por um.

0.Existéncia de algum conjunto: Jz(z = ).

1.Axioma da Extensionalidade: VaVy(Vi(t € x <>t € y) — © = y).
Observagao A reciproca, i.e., x =y — Vt(t € x <> t € y) é um fato verdadeiro, devido
as propriedades légicas da igualdade. Sao elas:

l.z=x

2. x=y—=y==x

. r=yNy=z—>1r=2

4 (1 =y N ATy =Yn) = fT1...Tn = fY1---Yn

5. (T1= Ao ATy =Yn) > (PT1 ... Ty S DYL- .. Yn)
onde f é um simbolo de fungao n-aria e p é um simbolo de predicado n-ario.
3.Esquema de Separagao (1908): Queremos garantir que dada uma propriedade P(z)

existiria o conjunto de todos os z’s tais que P(z), i.e., dada uma férmula ¢ com z livre,
gostariamos que existisse um conjunto y tal que

Vi(x € y <> @).

Mas isto ndo é possivel, conforme a férmula x ¢ = mostra (Paradoxo de Russel):
pois, se existisse y tal que Vz(z € y <> = € ), entdo, para £ = y, terfamos y € y <> y & y.

Em 1908, Zermelo propoe a seguinte variante para este principio: dados um conjunto
A e uma férmula ¢ (com z livre) existiria um conjunto B de todos os z € A que satisfazem
©, i.e.,

VAIBVYx(z € B>z € AN ).

Como nao podemos quantificar sobre formulas, i.e., escrever VpVA ..., na verdade
temos um “esquema” de axiomas, que seria: para cada formula ¢ com z livre, a seguinte
sentenca € um axiomas:

O fecho universal de VAIBVz(x € B+ x € AN ¢),

onde B é uma varidvel que ndo ocorre em ¢ (para evitar “choques de notagao”).

Vamos rever o Paradoxo de Russel: pelo axioma, dado A, existe B tal que

Ve(r € B> x € ANz & x).



Disto concluimos que B € B <+ B € AAB ¢ B. B € B levaria a uma contradigao.
Portanto, B ¢ B. Por sua vez, B € A levaria levaria a contradicao B € B. Logo B ¢ A.
Estas duas conclusoes, B ¢ B e B ¢ A, nao levam a contradigao.

2. Teorema.
—JzVy(y € ),

i.e., nao existe um conjunto que tenha todos os conjuntos por elementos, i.e., nao existe
“o conjunto universo”.

Demonstracgao Pelo argumento anterior, vimos que dado um conjunto A, existe um
conjunto B tal que B ¢ A. Logo, A ndo pode ter todos os conjuntos por elementos. H

Dados ¢ e A, existe B tal que Vz(x € B <> © € A A ¢). Pergunta: serd que existe
um unico B?

Se C' também satisfizesse Va(z € C <>z € A A p), entdo Vz(z € B <> x € C) e pelo
axioma de extensionalidade B = C.

Logo, dados ¢ e A, existe um tnico conjunto B tal que Vz(x € B <> x € AN p);
por isso podemos introduzir uma notacao para este Unico conjunto B, sem “modificar
substancialmente” a expressividade da linguagem de ZF - i.e., toda férmula escrita com
os novos simbolos é equivalente dentro da teoria a uma férmula na linguagem original.
Denotamos por {z € A: ¢} ou {z: z € AA ¢} o lnico conjunto B que satisfaz Vz(x €
Boxze ANg),ie,

Vit € {z € A: o} & (t € AN @(1))).

Exemplo Dado A, usando a férmula z # x, obtemos o conjunto B = {z € A: z # z},
ie, Vr(zr € B+ z € ANz # x) e portanto Vz(z € B < z # z). Novamente, por
extensionalidade, este B ¢é tnico, e serd denotado por () ou 0 e serd chamado o conjunto
vazio.

Observe que a férmula u = () (da linguagem expandida) é equivalente a Vi(t & u).
Por exemplo, () € A seria equivalente a

Ju(u=0Au e A,

ea
Ju(VE(t ¢ u) Au € A).

4.Axioma do Par: Queremos um axioma que garanta que dados dois conjuntos exis-
ta o conjunto formado pelos dois.

Como dispomos do esquema de separacao, é suficiente garantir a existéncia de algum
que tem (pelo menos) estes dois elementos. Por isso o axioma seré:

VaVy3dz(z € z ANy € 2).



Pelo axioma de separagao, dados z e y, usando o z dado pelo axioma do par e a férmula
o(t) :t =1z Vit =y, teremos que existe B tal que

Vi(t € B tezAop(t)),

ie.,
Vite B (tezN(t=2Vt=y))).

Logo, Vi(t e B+ (t=xzVt=y)).

Pela notagdo {. ..}, terfamos: B={t€ z:t=2Vt=y}. AindaB={t:t=zVt=
y} e se denota este conjunto por {z,y}.

No caso em que z = y, definimos {z} como sendo o conjunto {z,z}.

Portanto, ) ¢ 0, mas @ € {0}. Logo 0 # {0}. Assim {0} # {{0}}. Portanto, me-
talinguisticamente, conseguimos “infinitos” conjuntos, mas ainda nao temos um conjunto
“infinito”.

Observe que {z,y} = {y,z} pois Vi(t € {z,y} < t=2Vi=y)eVi(t € {y,z} &
t=yVt=ux).

5.Axioma da Uniao: Queremos garantir que dado um conjunto F exista o conjunto
formado pela uniao de todos os elementos de F, i.e., existe o conjunto de todos os ele-
mentos dos elementos de F.

VFIAV2VE((x € FAt € x) =t € A).

Pelo axioma de separacao podemos formar
{te A: (Fxr € F)t ez}

que, na realidade, serd {t: (3= € F)t € z}; uma vez que todos os t’s que satisfazem
(Jz € F)t € z estdo em A. Denotamos {t: (3z € F)t € x} por |JF (que se 1é a uniao
de F; e é a unido de todos os elementos de F).

Vi(t € | JF > Bz € F)t € a).

Exemplo Dados z e y, podemos formar F = {z,y} (pelo axioma do par) e |JF (pelo
axioma da unido). Teremos

vite | JF « 3z e Flte ).
Comot e |JF « (Fz € {z,y})t € 2,
tEUTHtEthEy.

Denotamos, entdo, este conjunto por x Uy. Assim (J{z,y} =z Uy.
Em particular, | J{z} =z e |J0 = 0.

Como obter {z,y, 2}? Basta tomar {z,y} U {z}.



Dia 19/3/97
J& vimos os axiomas:
e da extensionalidade
e esquema do axioma de substituicao
e do par
e da uniao

Dado um conjunto A e uma férmula ¢(x), vimos que existe um conjunto B = {z €
A:p(x)}. Dal, 0 ={z: z #z}, {A,B}={z:a=Ava=B}e|JA={x: Qye Az €
Y}

6.Esquema do axioma de substitui¢cdo (replacement) (introduzido por Fraenkel em
1922): “Diz” que dado um conjunto A e uma férmula (z,y) tal que (Vz € A)Jlyp(z,y)
- i.e., representaria uma funcao definida em A - deve existir algum conjunto Y que tenha
todos os y’s tais que p(z,y) para z € A.

Formalmente: para toda férmula ¢(z,y) a seguinte sentenga serd um dos axiomas de
substituicao:

O fecho universal de (Vz € A)Jlyp(z,y) = Y (Vz € A)(Fy € Y)p(z,y),

onde Y é alguma varidvel que nao ocorre livre em ¢.
Pelo axioma de separagdo, podemos formar B = {y € Y: (3z € A)p(z,y)}, onde Y
¢é dado pelo axioma da substituicao, e portanto este B também sera

B ={y: (3z € A)p(z,y)}.

Mais algumas construgoes de conjuntos:

1.Dados conjuntos A e B podemos formar os conjuntos: {x € A: x € B}le{x € A: z ¢ B}
(usando o axioma de separagao). O primeiro denota-se por AN B e o segundo por A\ B,
ie.,

ANB={z:xz€ ANz € B}
A\B={z:z € ANz ¢ B}.

2.Dado um conjunto ndo-vazio A, seja a € A. Entao existe o conjunto {z € a: (Yy €
A)x € y} (pelo axioma de separagdo) que serd também igual a:

{z: (Vy € A)zx € y}.

Denota-se este conjunto por [ A (a intersec¢ao de todos os elementos de A).



Por exemplo, A = {u,v}, entdo ([{u,v} =unwv. Se A ={ay,...,an,...}, entao
NA=aN...Na,N.... Em particular, {z} = =.

OqueéN0?

Terfamos que z € (0 < (Vy € O)z € y, ie, Vy(y € 0 — z € y). Portanto todo
conjunto satisfaz esta férmula.

Logo, () ® nao se define (sendo (0 = {x: x = x}, que vimos que néo existe).

Observe que dados a e b, se {z,y} = {a, b}, entdo podemos concluir
(x=aANy=>b)V(r=bAy=a)
Gostariamos de alguma construcao tal que, dados a e b, obtivéssemos algum conjunto

(a,b) com a propriedade: se (z,y) = (a,b), entdo x = a e y = b. Exercicio [Exercicio 2
da lista 1] Seja (a, b) et {{a},{a,b}}. Mostre que

(a,b) = {c,d) <> a=cNb=d.

O conjunto (a, by chama-se o par ordenado a,b. a se diz a primeira componente
de (a,b) e b se diz a segunda componente de (a,b).

Observagao “z = (z,y)” é abreviagdo de z = {{z}, {z,y}} que é abreviacdo de Vi(t €
z+t={x} Vt={x,y}) que, por sua vez, é abreviacio de Vt(t € z +> Vu(u € t <> u =
z)VVo(v €t > v=aVv=y)).

Queremos garantir a existéncia de um conjunto feito por todos os pares ordenados
(z,y) comz € A ey € B, i.e., algum conjunto C tal que:

Vz(z € C <> (3z € A)(y € B)z = (z,y)).

Seja y € B (fixado), e considere a férmula ¢(z, z) como sendo “z = (z,y)”. E claro
que
(Vz € A)Jzp(z, 2).

Logo, pelo axioma de substituigao, existe prod(A,y) wf {z: (Fz € A)p(z,2)} =

{{z,y) : x € A}

Para cada y € B, obtivemos o conjunto prod(A,y). Se ¢(y,w) é a férmula “w =
prod(A,y)”, é claro que (Vy € B)Jwi(y, w). Logo, pelo axioma de substitui¢io, existe o
conjunto

prod'(A, B) = {w: (Jy € B)w = prod(A,y)} = {prod(4,y): y € B}.

Finalmente, pelo axioma da unido, existe C' = | Jprod'(4, B), e este satisfaz

Vz(z € C <> (3z € A)(y € B)z = (z,y)),



ou seja,

C={z:(Fxre A)FBye B)z=(z,y)} ={{z,y): € ANy € B}.

Notacao Este conjunto C' serd chamada de produto cartesiano de A por B e serd
denotado por A x B.

Observagao Se F(X) indica uma operagao sobre conjuntos (por exemplo, F(X) sendo
AN X, onde A é um conjunto dado, como no exercicio 3(i) da lista 1), entdo a notagao
{F(X): X € B} indicaria o conjunto {t: (3X € B)t = F(X)} (se isto for de fato um
conjunto). (Assim {ANX: X e€B}={t: 3X € B)t=ANX}.)

3. Definicao. Um conjunto R se diz uma relacao se, e so se, todos os seus elementos
sao pares ordenados, i.e.,

Vz(z € R — z € par ordenado).

Dado um conjunto R, definimos:
1. o dominio de R como sendo o conjunto dom R = {z: Jy (z,y) € R},
2. a imagem de R como sendo o conjunto im R = {y: 3z (x,y) € R}, e,

3. ainversa de R como sendo o conjunto R~ = {(y,z) : (z,y) € R} = {z: dxy((z,y) €
RAz=(y,z)}.

Exercicio [Exercicio 7 da lista 1] Verifique que:

(i) R é uma relagdo <» R C dom R x im R,

(ii) R~! é sempre uma relagio; e R é um relacdo <+ (R™')~! = R (em geral, (R7!)"1 é a
maior “relagdo” contida em R).

4. Definicao. Um conjunto f é uma funcao se, e so se, f é uma relagdo “univoca”,
i.e., f € uma relagio e (Vz)(Vy)(V2)((z,y) € fA(z,2) € [ >y =2).

f € uma funcao,
Notagao f: A — B abrevia { dom f=A, e
im fCB

Dia 21/3/97
Quando R for uma relagio, escreveremos, eventualmente, xRy para (z,y) € R.

Lembremos que f é uma funcao se, e s6 se, f é uma relacao “univoca”, i.e., Vr €
dom f)(3ly € im f)(z,y) € f, ou VaVyVz({(z,y) € f AN {(z,2) € f = y = 2).

Notagao (Vz € dom f) o dnico y tal que (z,y) € f indica-se por f(z).

5. Definigao. Seja f: A — B uma fun¢ao. Diremos que:

10



1. f é 1-1 (injetora), quando f~' é uma funcio, ou seja, quando VaVyVz({z,z) €
fA{y,z) € foa=y),

2. [ € sobrejetora, se, e so se, im f = B,

3. f € bygetora se f € injetora e sobrejetora.

4. f retrita a C serd o conjunto f | C wf fn(C xB)={xy) € frxz e C}
def .

f"C=fCl=im(f [ C) ={f(z): z € C}.

6. Defini¢do. O par ordenado (A, R) é uma ordem total (“estrita”) (ou R ordena
totalmente A) se, e sd se, R é uma relagao e:

1. (Vz,y,z € A)(xRy NyRz — zRz), (transitividade)
2. (Vz,y € A)(zRyV z =y V yRz), (tricotomia)
3. (Vx € A)(—~(zRx)). (ndo-reflexividade)

Se (A, R) é uma ordem total e B C A, (B, R) também ¢é uma ordem total. Se z € A,
definimos os predecessores de x como sendo

pred(4,z,R) = {y € A: yRzx}.

Observe que, como —(zRz), entdo x ¢ pred(A, z, R).

7. Definigao. Se A e B sao conjuntos, R e S sdo relagdes, dizemos que (A, R) € iso-
morfo a (B,S), e denotamos isto por (A, R) ~ (B,S), se, e sd se, eriste uma fungdo
f: A — B bijetora e tal que (Vz,y € A)(xRy < f(z)Sf(y)). f se diz um isomorfismo
entre as estruturas (A, R) e (B, S).

Observacao No caso em que (A, R) e (B, S) sdo ordens totais é suficiente mostrar
que

(Vz,y € A)(xRy — f(x)Sf(y)),

para que f seja um isomorfismo.

De fato, sejam z,y € A tais que f(z)Sf(y). Se =(zRy), entdo x = y ou yRz. Se
yRx, temos f(y)Sf(x) e, pela transitividade, f(x)Sf(z). Portanto, em ambos os casos,
terfamos f(z)S f(x). |

8. Definicao. (A, R) é uma boa ordem se, e sé se, (A, R) é uma ordem total tal que
VB(® # B C A — B tem um “R-minimo”), onde z € A é um R-minimo de B se, e s¢
se, 2z€ B e (Vx € B)(2Rz V z = 2), i.e., (VY € B)(x # 2 — zRx).

Fatos: 1. Seja (A, R) uma ordem total e sejam vy, v € A, com v; Rvy; sejam A; =
pred(A4, v;, R), para i=1,2. Entao

Ay = pred(A, v, R) = pred(As, v1, R).

11



Demonstragao Claramente pred(A4s,v1, R) C Aj, pela transitividade. Se y € A;, entdo
y € A e yRv,. Como vy Rvy, segue que yRuvs. Portanto, y € As. Logo, y € Ay e yRuy, e,
por isso, y € pred(As, vy, R). [ ]

2. Se (A, R) e (B, S) sao ordens totais, f: A — B é um isomorfismo entre (A, R) e (B, S)
ez € A, entao f | pred(A,z, R) é um isomorfismo entre pred(A4, z, R) e pred(B, f(z), S).
Demonstragao Para simplificar estas notagoes sejam A’ = pred(A,z,R), y = f(z) e
B' = pred(B, y, S).

E 6bvio que f | A’ também “preserva a ordem” e é 1-1; o que falta é verificar que
fIAT=B"

Seja u € A', i.e., uRz, entao f(u)Sf(x), ou seja, f(u)Sy. Portanto f(u) € B'. Seja
v € B'. Entao v € B e vSy. Como f é sobrejetora em B, (Ju € A)f(u) = v e portanto
f(u)Sf(x), donde uRx. [ |

T
f

3. (lema 6.1 do livro) Se (A, R) é uma boa ordem e z € A, entdo (A, R) # (pred(A, z, R), R).
Demonstragao Se existisse f: A — A’ onde A’ = pred(A, z, R), isomorfismo; entao
f(z) # x, poisz ¢ A'. Portanto B = {y € A: f(y) # y} é ndo-vazio. Sejam z o R-minimo
de Bew = f(z). Se wRz, entao w € B e f(w) =w = f(z). Como f é 1-1, w = 2, mas
z # f(2).

Logo zRw. Como w = f(z) € A', z € A', por transitividade. Assim existe u € A
tal que f(u) = z. De zRf(z), segue que uRz e u € B (pois f(u) = z # u), contra a
“minimalidade” de z. [ |

4. (lema 6.2 do livro) Se (A, R) e (B,S) sdo boas ordens e f e g sdo isomorfismos
entre elas, entao f = g.
Demonstracao Se nao, o conjunto D = {y € A: f(y) # g(y)} # 0. Seja z o R-minimo
de D. Sem perda de generalidade, suponhamos f(2)Sg(z).

Seja u € A tal que g(u) = f(z). Como g(u)Sg(z), uRz. Portanto, u ¢ D e
f(u) = g(u). Mas uRz implica que f(u)Sf(z). E chegamos a uma contradigao. |

5. (teorema 6.3 do livro) Sejam (A, R) e (B, S) boas ordens. Vale uma, e apenas uma,
entre:

1. (A,R) ~ (B, S),
2. (3y € B) (A, R) ~ (pred(B, y, S), S),
3. (Fz € A) (pred(A4, z,R), R) ~ (B, S).

Exercicio 8 da lista 1

Uma estrutura para a linguagem de ZF é um par (4, R), onde A é um conjunto
nao-vazio e R C A x A.

Dizemos que (A, R) satisfaz uma férmula ¢(vq,...,v,) com a substitui¢do das va-
ridveis v1,...,v,, por elementos ai,...,a, de A - e denotamos isto por (A, R) =
plar, ... ,a,] - se a “expressao” obtida substituindo cada Vz e Jx que ocorre em ¢
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por Vo € Ae dz € A e cada z € y que ocorre em ¢ por s(z)Rs(y), onde s(z) =

a; sex =uv; ) .
’ ' , ¢ “verdadeira” na estrutura (A, R).
z sex & {v,...,v}

Por exemplo, (N, F) = axioma da extensionalidade, i.e., (N, E) = VaVy(Vi(z € z <
x € y) — = =y), significa que

(Vz € N)(Vy € N) [(Vt € N)(tEx & tEy) =z =vy].
(N, E) E axioma do par se, e s se,
(N, E) E (Vz)(Vy)(F2)(z € 2 Ay € 2),

ou seja, se, e so se,
(Vz € N)(Vy € N)(3z € N)(zEz e zE=).

(N, E) = axioma da uniao se, e so se,
(N, E) £ VFIAVYV2(Y € FAz €Y — 1z € A),
Portanto, devemos verificar se
(VF € N)(3A € N)(VY € N)(Vz € N)[se yEF e zEY, entdo zEAJ.
(N, E) =EVAIBVx(z € B <> x € AN ¢(x)) significa que
(VA € N)(3B € N)(Vz € N) [zEB se, e s6 se, tEA e (N, E) | ¢lz]] .

Dia 2/4/97

9. Teorema (6.3). Sejam (A, R) e (B, S) boas ordens. Vale uma, e apenas uma, entre:
(i) (A, R) ~ (B, S),
(i) (3y € B) (A, R) ~ (pred(B, y,5), 5),

(#i) (3x € A) (pred(A,z, R), R) ~ (B, S).

Observacao isomorfismo é uma relagao de equivaléncia.

Suponha que valem (i) e (i74) do teorema. Seja f: A — B', B' = pred(B, y, S), o iso-
morfismo entre (A, R) e (pred(B,y, S),S). Entao f | pred(A4, z, R) seria isomorfismo entre
(pred(A, z, R), R) e (pred(B’, f(x),S),S) que é igual, pelo Fato 1, a (pred(B, f(z),S), S)
e portanto (B, S) ~ (pred(B, f(z), S), S) contra o lema 6.1. Que ndo valem (i) e (4i7) ou
(1) e (4i), fica como exercicio.

Demonstracao
Notagao para v € A e w € B, sejam A, = pred(4,v, R) e B, = pred(B,w, S). Seja

f={{v,w)y:veAewe Be (A,,R) ~ (By,S)}.
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Vamos provar que f é uma funcao que preserva a ordem e que dom f = A ou im f = B.

1)f é funcdo: Como f é uma relagdo é suficiente mostrar que é univoca.

Sejam (v, wy) , (v, we) € f. Sabemos que (A,, R) ~ (B,,,S) para i = 1,2, portanto
(By,,S) ~ (By,,S). Se w; # ws, entao s.p.g. w1 Swy e portanto B, = pred(B,,,w:,S)
e terfamos (pred(B,,, w1, S),S) ~ (By,,S) contra o lema 6.1.

2)f preserva a ordem: Sejam vy,vy € A, viRvy e sejam w; = f(v;), ¢ = 1,2. Sejam
gi: Ay, = By, isomorfismos entre (4,,, R) e (B,,,S).

Pelo Fato 2, ¢g» | A,, é um isomorfismo entre (A,,, R) e (pred(By,, g2(v1),S),S).
Logo (By,,S) =~ (pred(By,, g2(v1), S), S} pois ambos sio isomorfos a (A,,, R). Como em
1) wy = ga(v1) € By, € portanto gs(v1)Swsy. Logo wSws.

Logo f é um isomorfismo entre (dom f, R) e (im f, S). Suponhamos que (dom f, R) #
Aie. A\ dom f # (), logo existe z = R-min(A \ dom f).

Afirmacgao: dom f = pred(A, z, R) 4,

A; Cdom f: Se v € A, entdo v € A e vRz. Logov € Aewv ¢ A\ dom f portanto
v € dom f.
dom f C A,: Sejav € dom f. Se =~(vRx) entdo zRv (é claro que z # v). Como v € dom f,

(A,, R) L <Bf(1,),S>; e como ja vimos ¢ [ pred(A4,,z, R) = g | A, seria um isomorfismo
entre (A;, R) e <Bg(w),5'> e portanto x € dom f, o que é um absurdo. Logo, vRx e
portanto v € A,.

Analogamente, ou im f = B ouim f = pred(B, y, S) = B,, onde y = S-min(B\im f).

Falta verificar que nao pode ocorrer dom f # A e im f # B. As outras trés possi-
bilidades correspondem a (i), (ii) e (i74) do teorema. Se acontecesse isso, entao f seria
um isomorfismo entre (A,, R) e (B, S) e portanto (z,y) € fex € domf ey € im f,
absurdo. [ |

9.Axioma da Escolha: Diz que todo conjunto pode ser bem ordenado, i.e.,
VAIR((A, R) é uma boa ordem).

10. Definicao. Um conjunto A se diz transitivo sse todo elemento de A é subconjunto
de A i.e.

Ve(x € A — x C A) ou equivalentemente,
(Vo € A)(Vy € )y € A.

i.e., todos 0s elementos de elementos de A também sao elementos de A.

Observe que A é transitivo sse (JA C A (“+ A C PA”).
Exemplo Séo transitivos: 0, {0}, {0,{0}}, {0,{0},{{0}}}, {0,{0},{0,{0}}}; en-
quanto que {0, {{0}}} ndo é transitivo pois {0} € {{0}} € A, mas {0} & A. Se x = {z}

(i.e. x € x) entdo z seria transitivo.

11. Definicao. Um conjunto A se diz um ordinal sse A € transitivo e bem ordenado
por € (i.e., (A, €4) € uma boa ordem onde €4= {(z,y) :x € ANy € ANz € y}).
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{0, {0}, {{0}}} nao é totalmente ordenado por € logo ndo é bem ordenado e nio é
ordinal. Também, x = {z} nao é ordinal (pois nao vale a nao-reflexividade —(z € x)).

Notagao Se z é um ordinal e y € z escrevemos pred(z,y) ao invés de pred(z,y, €)
e (A, R) ~ z ao invés de (A, R) ~ (z, €,).

12. Teorema (7.3).

(i) Se x € um ordinal e y € x, entdo y é ordinal e pred(z,y) = y.

(i) Se x ey sao ordinais e x ~ y, entdo r =y.
(#ii) Se x ey sdo ordinais, entdo vale uma e apenas uma entre: T € Yy, x =y ey € .
(iv) Se z,y,z sdo ordinais ex € y ey € z entdo x € 2.

(v) Se C # 0 e todos o elementos de C sao ordinais, entio existe b € C tal que (Vx €
CYbexVb=ux),ie, C tem um €-minimo.

Demonstragao (i). Para mostrar que y é transitivo seja u € v € y. De z transitivo
v € x e portanto u € x. De u € v e v € y temos u € y pois € é transitivo em zx.

Como €, é uma restricao de €, ao conjunto y X y e €, é uma boa ordem sobre z,
segue que €, ¢ uma boa ordem sobre y. Logo y é ordinal.

pred(z, y) e {z€z:z€y} C {2z: z€y} = y. Reciprocamente, se z € y entdo
z € z (pois z é transitivo e y € z e z € y) e portanto z € pred(z,y) i.e. y C pred(z,y)
portanto y = pred(z, y).

(7). Sejam z,y ordinais e z ~ y. Suponhamos z # y. Entao ou z\y # 0 ou y\z # 0,
s.p.g. z\y #0. Seja z =€-min(z \ y). Se v € z temos que v € z e v & (x \ y) e portanto
veyie zCy. Sez=y,entdo x ~ z = pred(z, z) contra o lema 6.1 e portanto z C y e
z # y. Logo existe w =€-min(y \ z).

Como antes w C z. Vamos verificar que também z C w: Seja v € z, como z C y,
v € 1y, e v e w sao elementos de y. Por tricotomia, v € w ou v = w ou w € v. Se v = w ou
w € v entdo w € z, contra w € y \ z. Logo v € w e portanto z C w. Portanto z = w € y
contra z € x \ y.

(i1). Pelo teorema 6.3 ou x ~ y ou z ~ pred(y,w) = w, (w € y), ou pred(z,v) ~ y
(v € z). No primeiro caso x = y. No segundo caso £ = w € y portanto £ € y, e no
terceiro caso v = y portanto y € x.

(v). Sejay € C. Se —(y =€-min(C)), entdo existe x € C tal que x € y (por (4i7))
ie. yNC # (. Seja z =€-min(yNC) (0£yNC CC). Sejax € C,entdoz € zoux = 2
ouz € x. Se x € z entdo x € y (pois z € y) e portanto z € y N C contra a minimalidade
de zem y € C. [ |

13. Coroldrio. —3AVz(z € um ordinal — x € A).

Demonstracao Se existisse tal A entao existiria
OR = {z: z é ordinal} = {z € A: z é ordinal}

e por (1) OR é transitivo e por (iii), (iv), (v) é bem ordenado por €, logo OR seria um
ordinal e portanto OR € OR contra a nao-reflexividade das relacoes de ordem. [ |
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Dia 4/4/97
14. Lema (7.5). Se A é um conjunto de ordinais e A é transitivo, entao A é um ordinal.

Demonstragdo Como A é transitivo basta verificar que (A, €) é uma boa ordem:
os items (#4i), (iv), (v) mostram que (A, €) satisfaz a tricotomia, é tansitiva e todo sub-
conjunto nao vazio C' de A tem minimo. [ |

15. Teorema (7.6). Seja (A, R) uma boa ordem. Entio existe um unico ordinal C tal
que (A, R) ~ C.

Demonstragdo A unicidade segue do teorema 7.3(i7). Para existéncia, seja
B ={a € A: Jx(x é ordinal A (pred(A4,a, R), R) ~ x)}.

Notagao A, = pred(A4, a, R), para a € A.

Pelo teorema 7.3(i7), para cada a € B, existe na realidade um tnico ordinal z tal
que (A,, R) ~ z. Vamos denotar por f(a) este tinico ordinal .

Seja C = imf = {f(a): a € B}. Vamos verificar que C' é um ordinal, que f é
isomorfismo entre (B, R) e C' e que B = A.

Que C' é um ordinal: Pelo lema 7.5 é suficiente verificar que C' é transitivo. Sejam
z€Cey€x. Dex e C segue que z = f(a) para algum a € B. Como a € Be xz = f(a)
existe g: A, — z isomorfismo entre (A4,, R) e x, portanto g~ ': x — A, é isomorfismo
entre x e (A,, R), e pelo Fato 2

g ly=g" I pred(z,y)
é isomorfismo entre y e <Ag_1(y), R>.

Seja b = g~ '(y); temos entdo que (Ay, R) ~ y portanto b € B e y = f(b) i..
y €im f = C e C é transitivo.

O axioma de separagao garante a existéncia do conjunto

B={a€ A: p(a,A,R)}, onde ¢(a, A, R): z(x é ordinal A (pred(A, a, R), R) ~ ).
A existéncia de

f={2€BxC: (3a € B)3z(z é ordinal A (4,,R) ~ z Az = {a,z)) }.

¥(2,B,R)

decorre do axioma de separacao desde que tenhamos a existéncia de C. De

(Va € B)3lz(x é ordinal A (A,, R) ~ ).

(P' (aﬂwﬂA!R)

temos, pelo axioma de substituicao,

dXVa € B3z € X¢'(a,2,A, R)
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e, por separacao existe
C={ze€eX:(JaeB)(a,z,A,R)} ={x: (Ja € B)¢'(a,z,A,R)}.

Obviamente, f é sobrejetora; temos que verificar que preserva a ordem: Sejam
ai,as € B, aiRay, e sejam g¢;: A,, — f(a;) os isomorfismos entre (A,,, R) e f(a;).
a; € Ay portanto go [ pred(A,,,a1, R) = go | A, € isomorfismo entre (A4,,R) e
g2(a1) = pred(f (az), g2(a1))-

Pela unicidade de f(a1), g2(a1) = f(a1). Mas go(a1) € f(az) e portanto f(a;y) € f(ag).
Logo f é um isomorfismo entre (B, R) e C.

Se B # A, seja b = R-min(A4 \ B). Entao, como no teorema 6.3, B = pred(A4, b, R)
(verifique!) e portanto f é um isomorfismo entre (A4;, R) e C; e portanto afinal b € B
contra b € A\ B. ]

Notagao Dada uma boa ordem (A, R), vamos designar por type(A4, R) ao unico
ordinal C tal que (A, R) ~ C. type(A4, R) se chama o tipo de ordem de (A, R); em
alguns livros aparece com o.t.(A4, R) e em portugués as vezes se usa t.o.(A, R).

Notagao Vamos usar letras minusculas gregas «, 3,7,&,(, etc. para designar os
ordinais. Assim, férmulas do tipo Ja ... significam Ja(a é um ordinal A ...) e também
usaremos < ao invés de € entre os ordinais, i.e.,

VavB(a < B a € B).
e também serao usadas notacoes como:
oagﬂga<ﬂoua:ﬂ¢>a€ﬂouazﬂ.
° a>ﬂ%§§ﬂ<a.
oa2ﬂ‘§'a>ﬂoua=ﬁ@ﬁ€aoua:ﬂ.
16. Lema (7.9).

(i) VYo, Bla < B+ a Cf).

(#) Se X é um conjunto de ordinais entdo | JX é o supremo de X e, para X #0, (X
€ 0 minimo de X.

Demonstragio (i). (—): Sejaa < fie. a € foua= . Como [ é transitivo e
a € [ segue que o C . Logo em qualquer caso o C 3.

(«+): Sejam «, 3 ordinais tais que o C (3. Para provar que @ < § (i.e. a €  ou
a = f3) é suficiente, por 7.3(iii), verificar que (3 ¢ «.

Se # € aentao B C «, que junto com a hipétese implica « = 3 e portanto a € «,
absurdo.

(7). UX é um conjunto de ordinais (pois z € [JX = Ja € X tal que z € a e
portanto por 7.3(7) z é um ordinal) e pelo exercicio 2(iii) da lista 2, [J X é transitivo.
Logo |J X é um ordinal, digamos [ J X = 0.
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Seja o € X, entdo o C |JX = o portanto por (i) o < 0. Seja f um majorante de X
—ie. (Va € X)a < @ - novamente por (i) (Vo € X)a C 3 portanto | J{a: a € X} C 3
ie. 0 =JX C (3 e mais uma vez por (i) ¢ < 3 ie. o é o menor dos majorantes, i.e.
o = sup(X), i.e.

sup(X) = UX.

Seja 0 # X um conjunto de ordinais. Por 7.3(v) existe p = min(X) i.e. (Vo € X)u <
a portanto, por (i), (Va € X)u C a e portanto 4 C ({a: a€ X} = X. Mas u € X,
logo X Cp. Dep CNX e X C psegue (X = p =min(X). [

Seja o um ordinal e seja o o “sucessor imediato” de « nos ordinais (veja exercicio
1(i7) lista 2) i.e. o € ™ e ~3f(a € fe f € aT). Quem seria at? a € at portanto
a C at. o, {a} C ot portanto 8 = aU {a} C a™. Entdo a < aU {a} < ot ie.
a € f < a'. Nao poderia ser 8 < a™ pois a € § € o' nédo vale. Portanto o € 8 = a™.

17. Definigdo. S(z) =z U {z}.
Fato! Para todo «, S(a) é um ordinal e S(«) é o sucessor imediato de « nos ordinais, i.e.
a< S(a),eVE(B < S(a)+ B<aoupf=a).

18. Definigdo. Um ordinal o se diz um ordinal sucessor se o = S(f3) para algum [3;
e se diz um ordinal limite se « # 0 e a ndo € ordinal sucessor.

19. Defini¢do. 0 =vazio, 1 = S(0), 2= S5(1), ...
e 1=0U{0} ={0}
e 2=1U{1} ={0,1} ={0,{0}}
e 3=20U{2}={0,1,2}.
20. Definicao. Um ordinal a se diz um nimero natural se

VB < a(B=0Vp éum ordinal sucessor).

Dia 9/4/97

Se o é um ordinal sucessor, i.e. a = S(f) para algum 3, entao dizemos que 3 é antecessor
de .
Exercicio

a) Se « é um ordinal successor, entdo sup(«) = |Ja = f, onde § é o antecessor de a.

b) Se a é um ordinal limite (ou 0), entdo sup(a) = Ja = a.

exercicio 3(i) lista 2.
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¢) Toda boa ordem é completa i.e. se (A, R) é boa ordem e todo B C A, B # 0 é
limitado superiormente, entao B tem sup.

d) Seja f: A — p. Se f for nao-decrescente i.e.

Vo, B € A) (a < B = fle) < f(B))

e continua i.e. Vo € A\, « limite, f(a) = sup {f(£): £ < a}, entdo para todo X C A
tal que sup X < A,

f(sup X) = sup{f(£): £ € X} = sup(f[X]).

e) Ache o nimero natural 3 da estrutura (N, E') do exercicio 8 da lista 1.
Propriedades dos nimeros naturais.
e 0 é natural.
e Se n é natural entdo S(n) é natural.
e Se n é natural e & < n entao « é natural.

e Se existe algum ordinal o maior que todos os naturais, entdo existe o menor entre
estes ordinais digamos w, e w ¢ ordinal limite, é o menor ordinal limite e

Va (o € w ¢ a é ndmero natural)

i.e. w é o conjuntos de todos os naturais.

e As mesmas conclusoes valem se assumimos que existe pelo menos um ordinal limite,
e também o mesmo vale se assumimos que existe algum conjunto “indutivo” A
i.e. A tal que

(i) 0 € A.
(ii) (Vz € A)S(z) € A.

pois, é facil de ver que se A é indutivo, entao
Vn (n é nimero natural - n € A).

De fato: Se existisse n natural tal que n € A, existiria m = min(S(n) \ A) (# 0 pois
n € S(n)\ A). Comom ¢ A, m # 0, e portanto m = S(k) para algum k natural,
k < m, portanto k € A e por (ii) m = S(k) € A.

7.Axioma do Infinito: Diz que existe algum conjunto indutivo, i.e.

JAOe AN(NVz e A)S(z) € A).
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21. Definicao. Seja
w={z € A: z é nimero natural} = {z: = é natural} .

w € um ordinal limite e € o primeiro ordinal limite.

wcom o 0eafuncio o: w — w, 0 = {(n,S(n)) : n € w}, satisfaz os Postulados de
Peano:

e 0 cw.

o (Vnew)S(n) €w.

o (Ym,n € w)(m#n— S(m)# S(n)). [segue de 2(v) da lista 2]
e PrINCiPIO DA INDUGAO FINITA (P.LF.):

(VX Cw)[(0€ X A (Yne X)S(n) e X) = X =uw].

Demonstracao do PIF: Se X # w, seja m = min(w \ X). m # 0 (pois 0 € X)
portanto m = S(n) para algum n. Como n < m, n € X e portanto m = S(n) € X. [ ]

Aritmética Ordinal

Sejam « e 8 dois ordinais, e seja R a seguinte relagdo sobre o conjunto
A= (ax{0})u (B x{1}),
R ={((£0),(n,0)): £ <n <a}U{((5;1),(n, 1)) : £ <n < FIU{((£,0),(n, 1)) : £ <, p < B}

(A, R) é uma boa ordem e por isso existe o type(A4, R) que é o unico ordinal § isomorfo a
(A, R). Definimos « + = type(A, R).
Notacao Fixado «a, para cada [ sejam

Ag=ax{0}Upgx {1}

e Rg anteriormente definida e
fﬁi Aﬂ — o+ ﬁ

o unico isomorfismo entre (Ag, Rg) e o + f.
Entao para cada &£ < 3

° pred(Ag, <€, 1> y Rﬂ) = Ag.
o Re=RgN (A x A) ie. “Re =Ry | A"

fo | A = fg | pred(Ag,(&, 1), Rg) é isomorfismo entre (A, Re) e fz((£,1)) portanto

fs({€: 1)) = a+ & (pois (A, Re) ~ a+ &) e fe = fg | Ag e como fg((€, 1)) € o+ 3, segue
que o+ & < a+ .
Exercicio Veja os exercicios 2 e 3 do primeiro capitulo do Kunen.
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22. Lema (7.8).
(i) a+ (B+7)=(a+ )+
(i) a+0 = .
(iii) o+ 1= S(a).
(i) a+S(8) = S(a+p).
(v) Se B € um ordinal limite, entio o+ f =sup {a+ &: € < B}.

Demonstracgao (7).

a+ (B+7) > ((ax{0})U((B+7) x{1}), R) ~
(ax {0} U ((Bx {1} U (v x {2})), R) ~ ((a x {0} U (8 x {1})) U (v x {2}), R') ~
((a+8) x {0} Uy x {1}, R) ~ (a+F) + 7.

(1v).

a+5(8) = (ax {0} uS(B) x {1}, k) =

(@ x{0}U (6 x {1} U{B} x {1}), ) = ((a x {0} UG x {1}) U {(B, 1)}, R) =~
((a+ ) x {0} U{(0,1)}, R"Y ( R pi1z QuE (0,1) £ MAIOR QUE TODO O RESTO.)
~ S(a+ B).

(v).

o+ B = fslAg] = fs [U{A5¢€<ﬁ}} =
UAfsl4el: € < 8y = J{felA]: € < 8} =
Ula+é: <8}

Se 3 é um ordinal limite entao
Ap = J{4¢: €< 8}

Lembrando que Ag = o x {0} U 3 x {1}, faltaria verificar que um elemento do tipo
(n,1) € Ap também estd em |J{A¢: € < 5}

(n,1) € Ag = n < f3, e como (3 é ordinal limite, S(n) < § (pois certamente S(n) <
e S(n) # [, sendo  seria ordinal sucessor).

Logo n € S(n) = & < B e portanto (n,1) € £ x {1} C A e portanto (n,1) €
U{4e: € < B} u

Exercicio Observe que as propriedades (i7), (iv) e (v) caracterizam a adigao, i.e. fi-
xado «a, se f for uma funcao tal que

(i) f(0) = e,
(i) £(S(8)) = S(f(8)),
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(iii) para 3 limite f(8) = sup {f(£): € < B},
entdo VAf(8) = a+ .

A adigdo nao é comutativa (1 +w # w + 1), preserva a ordem “pela direita” i.e.
Vo, 3,78 < v = a+ [ < a+ ) mas nao a preserva “estritamente pela esquerda”
ie. Va,f,7(a < = a+ v < B+ 7), mas nao se pode garantir que se o < (3 entao
a+ v < B+ . Contra-exemplo: 0 < 1 mas 0+w =1+ w!!

Multiplicacao

a- f3: Sejam M = 3 X o e L a relacao lexicografica sobre M i.e.

EmLE ML E<evE=¢nn<n)).

(M, L) é uma boa ordem; definimos « - § = type(M, L).
Exemplo2-w=wew-2=w+w #w.
Exercicio
a—}-supX;sup{a—}-f:gEX}.

sup X + o = sup {€ + a: £ € X}

Dia 11/4/97

Exercicio Seja (A, R) uma boa ordem e sejam x € A e B C A. Mostre que:
(i) type(pred(A4,z, R), R) < type(A, R).
(ii) B = type(B, R) < type(4, R) = a.

Mostre com algum exemplo que é possivel B g Aef=a.

Exercicio Com A, z, R como antes, moste que ndo existe f: A — pred(A4, z, R) tal
que f preserva a ordem entre as estruturas (A, R) e (pred(A,z, R), R). Sug.: exercicio
1(7) da lista 2

Vimos a + 3 = type(a x {0} U § x {1}). Para todo «, 3,

(i) a+(B+7)=(a+5)+7.

(ii) a+0=q.

)
)
(i) o+ 1= S(«).
(iv) a+5(8) = S(a+ pB).
)

(v) Se B é um ordinal limite, entdo o + § = sup{a+&: € < 5}
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e as propriedades (ii), (iv) e (v) caracterizam a adi¢do. Vimos também
Vo, B,7(B <y —=a+ < a+7).
Vo, B,v(a <= a+y< B+7);épossivel? a< fea+y=0+1.

a < B — 36 tal que o + 0 = B; nem sempre é possivel achar ¢ tal que d + o = (8
(com a < 3).2

oz—i—supX;sup{oz-l—f:fEX}.

supX+a;sup{f+a:f€X}.

Produto de ordinais

a-f d:eftype(ﬂ X a,L)egs: fxa—a-foisomorfismo.

Se £ < 3, entdo £ x a = pred(f x o, (£,0),L) e ge =g | £ X o, portanto - & < o 3.
No caso [ limite, observe que
ﬁxa:U{§xa:§<ﬂ}.

Propriedades do produto. Para todo «, 3, :

Demonstracao (i).

a-(B-y)=((B-7) xa,L)~
(yx B)xa, Ly~ (yx (8 xa), L") ~
(v x (a-B),L) ~(a-B)-7.

N<lelt+w=1+w.
Sw<w+ L, d+twAw+1
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o~ S(8) = (BU{BY) x a, L) = (8 x a) U ({8} x @), L) =
(- 8) x {0}) U(a x {1}),R) = a-f +a.

a-f=gslB x a] = gs [U{gxa:£<ﬁ}] a
:U{gﬁ[gxa]:£<ﬂ}=U{g§[§Xa]3§<ﬂ}:
= J{a-&: €< Bt =supfa-£: < B}

Em particular para f(3) = a-f§ (para o # 0 fixado) preserva a ordem e é continua; deve va-
ler entdo: o-sup X =sup {e-&: € € X}. E possivel que (sup X)- o # sup {€ - a: € € X},
tome, por exemplo, X =w e a = w.

(vi). Usando (ii), (iv) e (v): Dados a, 8 suponhamos que existe v tal que a- (8+7) #
a- 4 a-v. Seja vy 0 minimo desses 7.

e 9 #0,poisa-(f+0)=a-f=a-f+0=a-F+a-0.

e 7, ndo pode ser S(4), pois se 7 = S(0), entdo § < 7y, donde - (B+9) = a-f+a-0
e portanto a- (B+v) = a- (B+S0) =a-SB+0)=(a-f+a-0)+a=
a-f+a-S0)=a-F+a- .

e 7o ndo pode ser limite, pois para vy limite a- (8 + 7)) = a-sup{f+&: E <y} =
sup{a-(B+&):E<wt=sup{a-f+a-&: €<y} =af+sup{a-&: €<y} =
a-B+a-y. [ |

Exercicio Paraa #0,3<vy—a-f<a-yefB-a<y-at

Algoritmo de Euclides: 0 #a < — 3, ptaisque f=a-d+pep<a.

Dado um conjunto A, para cada n € w existe o conjunto de todas as fungoes de n em
A, que serd denotado por A ou A"; e existe o conjunto de todas as funcoes definidas em
algum n € w com valores em A; que seria denotado por <“A ou A<¥ = |J{"4: n € w}:
é o conjunto de todas as sequéncias finitas de A.

As vezes escrevemos (z;: i € X) para designar a fun¢do f de dominio I tal que

fli) =z
(xi:iel)y=f={{i,x):i€T}.
Para dom f = n, dizemos que f é uma sequéncia finita de comprimento n.
e dom f = w: f é uma sequéncia.

e dom f = a: f é uma sequéncia de comprimento a.

1<2masl-w=2-w.

24



Se s e t sao sequéncias de comprimento « e (3, respectivamente, define-se a conca-
tenacgao de s e t como sendo a sequencia s~t de comprimento « + 3, tal que

sTtla=s

VE < B s tla+ &) =t(E).

Ponha X = {n € w: IYVs(s €Y < ¢(s,n,A))}, onde ¢(s,n, A): s é uma funcao
de n em A.

e 0 € X,Y = {0} serve (0 é a inica fun¢io de 0 em A).

e Suponha que n € X, seja Y, tal que Vs(s € Y,, & ¢(s,n,A)) eseja Z =Y, x A,
entdo é verdade que Vz € Z3!s(z = (y,a) A s =y~ (a)).

Seja (z,, Y, A): (Fy € Y,)(Fa € A)(z = (y,a) A s = y~(a)). Pelo axioma de
substituicdo IYVz € Z3s € Y ¢(z, s,Y,, A). Definimos

Yo ={s€Y:9(z,sY,, A)} ={s: ¢¥(z,5 Y, A}
e Y,11 (que seria o conjunto de todas as fungoes de n + 1 em A) satisfaz a férmula
Vs(s € Yoi1 ¢ o(s,n+1,A4)),
portanto, pelo P.I.F., X = w.

Por extensionalidade (Vn € w)(3!Y") tal que ¢(s,n, A) e denotamos este tinico Y por
"A ou A™.

(Vn € w)(3z) (2 ="A)
(FY)(Vn e w)(Fz€Y) (2 ="A)
T={z€Y:(Inew)z="A4}={"A: necw}

e <wA:UT:U{”A: neEw}.
Classes
Exemplo V = {z: z = 2}, ON = {z: z ¢é ordinal}.

y € {z: p(x)} equivale a ¢(y).

Notagao em negrito indicaria classes.
23. Teorema. Se 0 # C e C C ON, entao C tem minimo.

Demonstragao Como C # 0, seja « € C. Se a nao é minimo de C toma-se o
minimo de o N C (que é conjunto por separacao) e este serd o minimo de C. [ ]

Na realidade teriamos alguma férmula ¢ (z, 21, ..., 2z,) (21,-..,2, parametros) e es-
tamos considerando C = {z: 9(z, 2)} e o enunciado do teorema acima seria Vz; ...Vz,

Jzp(z, Z) AVz (Y(z, Z) — x é um ordinal) — Jzp(z, 2) AVy (Y(z,2) >z < y).
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Dia 18/4/97

Demonstracoes por inducao sobre boas ordens
Seja (A, R) uma boa ordem. Entdo
(VB C A)[(Vz € A)(pred(A,z,R) C B -z € B) —» B = A].

Demonstragao Se nao, seja z = R — min(A \ B). Entdo (Vy € A)(yRz — y € B),
i.e. pred(A4, z, R) C B, e, portanto, z € B, uma contradicao! [ |

Por exemplo, no exercicio 1 da lista 2, seja f: A — A crescente. Definamos
B = {z € A: zRf(x)Vz = f(x)}. Suponha pred(A,z,R) C B, para algum z € A.
Se tivéssemos f(z)Rz, entdo terfamos f(f(x))Rf(z), pois f preserva a ordem. Mas
f(z) € pred(A,z, R), e, dai, f(z) € B. Sendo assim f(z)Rf(f(z)) ou f(z) = f(f(z)), e
chegamos a um absurdo. Logo zRf(z) ou z = f(z), e z € B.

No caso de um ordinal ), teriamos:
VC CAN[Va<A)(aCC —=aeclC)—C=)]
Como temos boa-ordem na classe dos ordinais, também vale:
(VC C ON)[Va(a CC — a € C) - C=O0N],
onde C seria a classe {o € ON: ¥(«)}. Rescrevendo em termos de 9, temos:
Vz(Y(z) = = € ON) — [Va((V8 < a)i(B) = () — Varh(e)]-

E comum nas demonstragoes por “inducao transfinita sobre os ordinais”, fazer as
seguintes trés verificacoes:

1. 0eC,
2. sea € C,entao S(a) € C, e,
3. se « é limite e (V3 < a)f € C, entdo a € C.

Disto também resulta que C = ON.

Em termos de 1, corresponde a verificar:
1. 9(0),
2. se ¥(a), entdo Y (S(a)), e,
3. se « é limite e (V3 < )y (), entao ¥ (w).
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Disto tembém resulta que Yop(«).

Exemplo Fixado o se G satisfaz:

1. G(0)=a,

2. G(5(a)) = 5(G(a)), e,

3. para § limite, G(g) = sup {G(€): € < B},
entdo VAG(03) = a + .

’

B s6 verificar que 1(8) : G(8) = a + 3 satisfaz as trés condicoes acima:
1. ¥(0) vale, pois G(0) =a=a+0,
2. Suponha que ¥(f), i.e. G(8) = a + 3. Dai
G(5(8)) = 5(G(B)) = S(a+ B) = a+ 5(6),

logo ¥(5(0)),
3. Seja [ limite e suponhamos que (V€ < B)y(§), ie. (V€ < B)G(§) = a+ €. Entéo
G(B) =sup{G(£): £ < B} =sup{a+E: €< B} =a+ B, e y(B) vale. n

Recursao Transfinita sobre os ordinais

24. Teorema. Se F: V — V (i.e. F = {(z,y): ¢(z,y)}, onde Vz3lyp(x,y)), entio
existe uma unica G: ON — V tal que

Vo|G(a) = F(G | o).

Ou seja,

Formalmente: dada uma ¢(z,y) tal que Va3lyp(x,y), existe uma (v, w) tal que
VaTlwy (o, w) AVaTzIy(‘c =¥ [ &’ Ap(a, y) A p(z,y)),
onde ‘z =9 | o seria a formula:
z é funcdo Adomz = a A (VB)Y(6,z(8)).

A unicidade seria “dita” através de: se 9'(v,w) é uma férmula satisfazendo as condi¢oes
acima, entao

Vavy(y(a, y) « ¢'(a,y)).
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Demonstracio Seja § (um ordinal), dizemos que g é uma d-aproximagao (de G) se:
g ¢ uma fungdo Adomg = J A (Va < d)g(a) = F(g [ ).
Observe que ‘g é uma J§-aproximagao’ é uma férmula 7 (g, J).

1. Vamos provar que se ¢ é uma d-aproximacao e ¢’ é uma ¢-aproximacdo, entdo
gldnd =g [ dNd; por inducdo sobre a < § N ¢, vamos verificar que g(a) = ¢'().
Ve-se que

9(0) =F(g [ 0) =F(0) =F(g' [ 0) = 4'(0).

Suponhamos que @ < 6Nd’ e que (VG < a)g(B) = ¢'(B); vamos verificar que g(a) = ¢'().
De fato,

2. Vamos provar, também por inducgao transfinita sobre §, que para todo § existe uma
d-aproximagcao.

1. para d =0, seja g =0,

2. seja 0 =y +1 e suponha que g é uma y-aproximacao. Seja h = gU{(v,F(g))}. Por
construgao h é uma fungao de dominio domgU {y} =yU{y} =+ 1 =4. Ainda,
se a < 7,
h(a) =g(a) =F(g [ a) = F(h [ o),

sea<d,a=ry

Portanto A é uma d-aproximacao.

3. Seja § um ordinal limite e suponha que exista uma ~y-aproximagao, para todo v < 4.
Pelo item 1, temos que, para cada v < J, existe uma tnica y-aproximacdo g,. Seja

g:U{97:7<5}-

Vimos pelo item 1, que a familia de fung¢des {g,: v < 0} é uma familia de fungoes
compativeis. (F ¢ uma familia de fungdes compativeis se (Vf, f' € F)f | (dom fN
dom f') = f' | (dom f N'dom f’).) Logo g é uma funcdo. Ainda,

domg:U{domgvz7<5}:U{fy:fy<(5}:5.

Sea<d,y=a+1<degy,(a) =F(gy [ ). Como g(a) =g () ega=g,|q,

Portanto g é uma J-aproximacao.

28



Provamos que Vd3!g tal que g é uma d-aproximagao. Podemos definir G como sendo
a “funcao-classe” tal que G(«) = g(«), para alguma (e portanto para toda) d-aproximagcao
com a < 0.

Formalmente: G(a) = y seria dada por uma férmula 9 («, y) tal que

A0dg(a < 6 Am(g,9) Ny = g()).

Unicidade de G: Suponha que G’ satisfaz:
Va|G'(a) = F(G' | a)].
Temos, por inducao transfinita sobre a:
se (VB < a)[G(B) = G/'(P)], entao G [a =G’ | a,
e, portanto, G(a) = F(G [ a) = F(G' | o) = G'(«).
Logo, Va(G(a) = G'(a)). |

Exemplo Vamos definir o + 3 por recursao em f:

a+0=aqa,
a+S(B)=S(a+p), e
a+ B =sup{a+&: &< B}, se [ é limite.

Vamos exibir uma F: V — V tal que a G obtida pelo teorema seja G(8) = a + 5.

0 se x nao é uma funcdo com domz € ON,
F(z) o se £ =0 (i.e. a funcdo = com dominio vazio),
T) =
S(z(B—-1)) se x é uma funcdo, domz = e  é um ordinal sucessor,
U{z(): £ < B} sex éuma funcdo, domz = § e # é um ordinal limite,
onde

G—1= B se =0 ou S é ordinal limite,
v se B=7v+1.
Ou seja, 8 — 1 = J B3, para qualquer g.

Vamos verificar que G dada pelo teorema é tal que Va(G(8) = o + ).
1. G(0)=F(0) =,
2. Considerando g = S(y) e x = G [ 3, temos
G(5(7)) =F(G [ S(7)) = S(z(v)) = S(G())-
3. Se (3 é ordinal limite,

G(B) =F(G I 8) = J{G 1 8(6): € < B} = | J{G(e): € < B}

Portanto, G(f) = « + 3, para todo f.
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Dia 23/04/97

Teorema da Recursao Transfinita: Se F: V — V, entao existe uma tnica G: ON — V
tal que para todo «, G(a) = F(G | «).

Variantes do T.R.T.:

1. Seape Ve F,Fy: V— V, entao existe uma unica G: ON — V tal que
e G(0) = ay,
e Vo[G(a+1) = Fi(G(a))];
e para todo « limite, G(a) = Fo(G | ).

Demonstracao Aplicar o Teorema da Recursao com F: V — V tal que

ag se x =0,

F(z) = Fi(z(«)) sex é uma fungdo A domz = o+ 1 (para algum «),
Fy(z) se z é uma fungdo A domz = « é um ordinal limite,
0 nos outros casos.

|
Exemplo J4 vimos como definir o+ 3, recursivamente em (3 (com « fixado). Vamos
definir o por recursao transfinita em 8 (o fixado):

a’ =1,

aﬂ"’l — aﬂ . Of,
A limite, o® = sup {af: £ < B},

i.e.,, é uma aplicacdo da variante do Teorema da Recursdo com a9 = 1; Fi(z) =z -« e
Fo(z) = supimuz.

Exemplo 2¢ = sup {2": n < w} = w. Quando a = w®, « se diz um ¢ — nimero.
Defina, recursivamente usando 1

§0 =W,
£n+1 = wﬁn’

e=sup{&:n<w}.

Entao, w® = sup {wfz E< e} = sup {wﬁn: n < w} =sup{&1: n<w}=e.
Exercicio Exercicios 4, 5 e 6 do primeiro capitulo do Kunen.

Uma outra variante do T.R.T. é:
2. Dados um ordinal § e F: V — V existe uma unica funcdo g com dominio § tal que

(Va <0)[g(e) = F(g [ a)].
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Agora, g é de fato um conjunto!
Demonstragdo Pelo Teorema da Recursao existe G: ON — V tal que G(a) =
F(G | o). Entdo, pelo axioma de substitui¢ao

FYVa < 63y € Y(a, y),

onde G = {{a, y) : ¥(c,y)}. Como VYaTlyy(a,y), e particular Vo < 63y (a, y).
Seja B={ye€Y: (Fa<di)(a,y)} esejag={{a,y) € 0 x B: ¥(c,y)}- |

Analogamente, dados 4, a9, F; e F5, existe uma tnica funcao g: 6 — V tal que

9(0) = aq,
Vie+1) <6, gla+1) =Fi(g(a)) e
Va < 4§, o limite, g(a) = Fa(g | «).

Na realidade, nao precisamos ter uma funcao F: V — V; é suficiente ter uma funcao
F: <94 — A, para ter uma g: § — A tal que (Va < 6)[g(a) = F(g | @)], onde <4 é o
conjunto® de todas as sequéncias de comprimento < § de A.

Em compensacio, para § = w ja vimos que < “A existe. Neste caso: dada F': <“¥A —
A existe uma tnica g: w — A tal que Yn < wlg(n) = F(g [ n)].

Como casos particulares temos:

1. Dados ap € Ae F: A — A existe uma tunica g: w — A tal que g(0) = ag e
Vn <wlg(n+1) = F(g(n))].

2. Dados ay € Ae F: wx A — A existe uma tunica g: w — A tal que g(0) = ag e
Vn <wlg(n+1) = F(n,g(n))]. u

Outras equivaléncias do axioma da escolha

Af;. “Produto cartesiano de nao-vazios é nao-vazio” i.e. se H é uma funcao com
dominio I # 0 tal que Vi € I(H (i) # 0), entdo existe alguma fungdo h com dominio 7 tal
que h(i) € H(i) para todo i € I.

Af,. “Existéncia da Funcao-Escolha”.

VA [0¢A—>3f ((f: A= | JA) AVz € A(f(x) Ezc))] .

Af;z. “Comparabilidade de Cardinais”.

VAYB3f (f: A= BAfé1-1)V (f: B— AA f é1-1)).

5a sua existéncia depende do axioma das partes.
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Af,;. Dada uma relagao R, existe uma funcao H tal que H C R e dom H = dom R.
(H “escolhe”, para cada = € dom R, um tnico y tal que (z,y) € R e faz (z,y) € H.)

Afs. Conjunto-escolha:

VA[OZAAN(NVz e A)(Vye A)(z #y —>2zNy=0)) - 3ICVz € A(C Nz é unitdrio)|.

Afg. Funcao-escolha:

VA (3f: P(A)\ {0} = A) (Vz € P(A)\ {0}) f(z) € .

‘Afl, Af,, Afy, Afy, Afs e Afg sao equivalentes entre si.‘

Principios Maximais

1. Lema de Zorn:

Zo: Diz que se (A, R) é uma ordem parcial com A # 0 e tal que para todo B C A, se
(B, R) for uma ordem total entdo B ¢é limitado superiormente, entdo A tem elemento
mazimal.

VAVR[A # 0A (A, R) 0.p. AVB C A((B, R) o.t. — B limitado superiormente) —
(3m € A)~(3z € A)mRz].

Notagao Se (A, R) é uma ordem parcial e B C A é tal que (B, R) é ordem total,
dizemos que B é uma cadeia de A ou uma R-cadeia de A.

Variantes do Lema de Zorn:

Z,: Como em Zg, com B admite supremo.
Zs: Como em Zg, com B admite maximo.
Zs: Se (A, R) é ordem parcial, com A # 0, entdo existe uma cadeia maximal, i.e.

VAVR[(A # 0 A (A, R) ordem parcial) —
3B C A((B, R) ordem total A ~3C C A ((C, R) ordem total A B C))].

Z, — Zs: Seja (A, R) ordem parcial e seja C = {B C A: (B, R) é ordem total}.
(C, C) satisfaz as hipGteses de Zy: C # 0, (C,C) é ordem parcial.

Seja B C C tal que (B, C) seja ordem total e seja | JB € C, portanto, | J B é supremo
de B. Logo, por Z;, C admite um elemento maximal M, M € C: M é uma R-cadeia de
Ai.e. (M, R) é ordem total e é uma R-cadeia maximal, j4 que M é maximal em (C,C).H

Zs — Zg: Seja (A, R) satisfazendo as hipéteses de Zg. Por Zg, seja M C A, uma
R-cadeia maximal e seja m € A um limitante superior de M. Se existisse x € A tal que
mRx entdo x ¢ M e M* = M U {z} seria uma R-cadeia.

x ¢ M senao m nao seria limitante superior de M.

32



M* é R-cadeia: sejam u,v € M*. Entao, se u,v € M entao u e v sao comparaveis;
se u € M e v =z, entao uRm ou v = m e mRx, portanto uRx, contra a maximalidade
de M, portanto, -3z € A(mRz) i.e. m é R-maximal em A. [ ]

2. Outro principio maximal é o Lema de Teichmuler—Tuckey.
Dizemos que F C PA é de carater finito se

(VX C A)[X € F o (VY C X) (Y finito — Y € F)].

Exemplo F={X CA: Vue X)Vv e X)[u#v—unv=0]}
Se (A, R) é ordem parcial, entdo F = {X C A: (X, R) é ordem total} tem carater
finito entao (VX € F)(AY € F)I X CY AY é C —maximal de F]|.

Dia 25/4/97

Principios Maximais
Lema de Zorn (Zy): toda ordem parcial ndo vazia na qual toda cadeia ¢ limitada su-

periormente, tem elemento maximal.

Z,: toda ordem parcial nao vazia na qual toda cadeia admite supremo, tem elemento
maximal.

Zj3: toda ordem nao vazia tem alguma cadeia maximal.
Zy — YAYA

Z, — Zgs Seja (A, R) uma o.p. satisfazendo as condigbes de Zz. Usando os axioma
das partes e da separacdo garantimos a existénciade C = {B C A: (B, R) é o.t.}. (C,C)
é 0.p. nao-vazia. Se B C C é uma cadeia, vé-se facilmente que ((JB,R) é o.t. e B é o
supremo de B. Por hipétese, C tem elemento maximal. [ |

Zs — Zg Seja (A, R) uma ordem parcial ndo vazia satisfazendo as condigoes de Zy.
Seja M C A uma cadeia maximal. Por hipdtese, M tem um limitante superior a. Se
existisse z € A tal que aRz, terfamos mRx, para todo m € M. Logo M U {z} é uma
cadeia de (A, R) e M G M U {z}. Portanto a é um elemento maximal de (4, R). u

Observe que na demonstracao de Z; — Zgs, usamos Z; para a ordem C; chamemos
de Zj esta afirmagao - i.e. Z] seria

VA [(A #0A (VB C A)(B é C-cadeia — | JB € A)) — (3m € A)~(Fz € A)(m S o)) .

Portanto,
Zo—)Z1—>Zi—)Z3—)Z0.
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25. Definigdo. Seja F C PA. Dizemos que F tem cardter finito (c.f.) se
VX CA) (X eFe (VY CX)Y €finito—Y €F)).
26. Lema (Lema de Teich-Tuckey (T)). Se F C PA tem c.f., entdo
(VX € F)AY € F) (X CY A-(B3Z € F)Y € 2).
T — Z3 Dada (A, R) o.p. com A # 0, temos que
F={BCA: (B,R) éot}

tem carater finito.
Por T, dado X = 0 (por exemplo), existe Y € F tal que Y é C-maximal em F. Este
Y é uma cadeia maximal de (A, R) e é maximal entre as cadeias. |

Z; - T Seja F CPAcomcef eX € F. SejaC={Y e F: XCY}. ComoX €C
temos que (C, C) é 0.p. ndo vazia. Se B C C é uma C-cadeia, entdo | J B € C. De fato, seja
7 = |JB. Temos que verificar que Z € F e X C Z. Como todos os elementos de B contém
X, Z também conterd. Seja Y C Z, finito. Y = {y1,¥y2,...,yn} C Z = |JB; para cada 1,
de 1 a n, existe B; € B, tal que y; € B;. Como B é C-cadeia e By, Bs, ..., B, é uma quan-
tidade finita, existe iy € {i1,... ,i,} tal que B; C B;,, para todo i, i.e. y1,... ,y, € B;,.
Portanto Y C B;,. Como B;, € F e F tem c.f., Y € F. Ou seja, toda parte finita de Z é
elemento de F, logo Z € F.

Logo, por Zj, existe M € C, elemento maximal. Como M € Fe X C M, M é
elemento maximal entre os Y € F tal que X C Y, i.e. vale T. [ |

Zy, Z,, 77, Z3 e T sao equivalentes.

T — Af3 Dados A e B, seja
F={feP(AxB): féumafuncio 1-1 Adom f C AANim f C B}.
F C P(A x B) tem caréter finito. Seja X € P(A x B), temos que provar que
X e F+ (YW CX)(Y éfinito—» Y € F).

Facilmente temos que toda parte finita de uma fungdo de F é uma funcao de F. Agora
suponha que toda parte finita de X é elemento de F. Com certeza X é uma relacao,
pois X C A x B, e, ainda, domX C A e imX C B. Falta mostrar que X ¢é funcao
injetora. Suponha (z,y;),{z,y2) € X. Entao Y = {{(z,y1),(z,y2)} é uma parte finita
de X eY € F, ja que F tem c.f.. Logo y; = y» e X é uma funcao. Agora suponha
(x1,v),{(x2,y) € X. Pelo mesmo motivo de antes Y = {(x1,y),(z2,9)} € F. Logo
r1 = x9 ¢ X é uma funcao injetora.

Concluimos que F tem c.f. e, por T, existe g € F maximal (comegando com f =0,
por exemplo). Entdo domg = A ou img = B. Caso contrario, sejam a € A\ domg e
be B\img, e gU {{a,b)} € F, um absurdo pela maximalidade de g.
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Se domg = A, entdo g: A — Bé1-1. Seimg=B,entao g™': B— Aé1-1. 1

Z; — Af, Dado A nao vazio tal que 0 € A seja
F={f: f éfungo Adom f C AA (Vz € dom f)f(z) € 2} CP(A x| JA).

Se B C F é uma C-cadeia, é facil ver que | JB € F. Portanto existe f € F maximal. Se
dom f # Asejaa € A\ dom f e seja u € a (existe pois a # 0). Dai f* = fU{{a,u)} € F
e fG f*. Logo dom f = A. [ |

Z; — todo espaco vetorial tem base Seja C = {X CV: X é1i.} e C tem c.f.. Daf
existe X € C maximal. Se (X) # V,sejaz € X \(X) #V. Dal, Y = XU {z} é1i. e
Vel Mas X GY. u

Cardinais

27. Definigao. Seja A e B conjuntos; escreveremos que:

1. A < B se existe f tal que f é uma funcdo 1-1 de A em B,
2. A =B seexiste f: A— B, 1-1 e sobre B,
3. A<BseA<xBeBAA.

/A é uma relacao de equivaléncia e < é uma relagao transitiva.
28. Teorema (Schriéder-Bernstein). Se A X B e B X A, entio A ~ B.

Demonstracao Sejam f: A — B e g: B — A duas fungoes 1-1. Definamos
AO = A, B() = B, An—i—l = g[Bn] e Bn—l—l = f[An] E, ainda,

Aoo:ﬂ{An: n<w}

Boo:ﬂ{Bn:n<w}.

Por indugao em n < w, prova-se que B, ;1 C B, e 4,11 C A,. Assim
By \ Biy1 N B \ Bji1 =0,

sempre que k # j.
Seja h: A — B definida por

h(m):{f(x) se x € A UJ{A2n \ Aoy n < w}

g '(z) caso contrdrio, i.e. se z € | J{Azns1 \ A2ni2: n < w}.
Observe que se £ € Ayt \ Aanre = 9[Bon] \ 9[B2n+1] = 9[Ban \ Bant1], entéo z = g(y),
para um (iinico) y € By, \ Bany1 € h(z) = g 1(z) = .
Consideremos R; = AU {Aon \ Aons1: n <w}eRo =J{Aoms1 \ Aonio: n < w}.

h é 1-1: sejam x1, 25 € A.
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1. se zy,xz9 € Ry, entao (h(x1) = h(xe2) — x1 = 3), pois f e g sdo injetoras.

2. sex, € Ryemxy € Ry, temos que h(zy) = g (x9) € Boy, \ Bany1, para algum n < w.
Caso 1 € Ay, entao h(xzy) = f(r1) € By €, com certeza, h(z1) # h(xs). Caso
x1 € Aoy \ Aomy1, para algum m < w, temos que h(x1) € Bopmy1 \ Bamaiz, 10go

h(z1) # h(z)

h é sobrejetora: Seja y € B. Se y € Boy, \ Bany1, para algum n < w, entdao y = g~ '(z) =
h(z), para © = g(y) € Agpi1 \ Aonio. Se y € By, entdo y € B, = f[A,], para todo
n < w. Logo existe z,, € A, tal que y = f(z,), para cada n < w. Como f é 1-1,
Tp =T € A, para todo n < w. E f(z) =y = h(x). |

Dia 30/04/97
Notacao f: A — B indica que f é 1-1 e f: A — B indica que é sobre B.

A< Bsedf: A— B,
A= Bsedf: A— B bijetora e
A<Bse AXBeB £ A

Vimosque A Be B A= AxB.

29. Defini¢ao. Dado A, se existe R tal que (A, R) € boa ordem, define-se |A| como o
minimo de {a: a ~ A}, |A| se chama a cardinalidade de A.

A cardinalidade sé se define para conjuntos “bem ordendaveis”. Assumindo AE, todo
conjunto é bem ordendvel e portanto |A| se define para todo A. Observe que como |A| = A,
o que a “operagao” |A| faz é escolher um representante entre a =s-classe de equivaléncia
de A. Ainda, observe que |A| = |B| < A~ B.

Mesmo sem o AE, |a| estd definido para todo « e |a] < a.

Dizemos que um ordinal k¥ é um cardinal se x = |k| ou, equivalentemente, Vo (o <
K— a k).

30. Lema (10.5). |o| < < a — |8] = |a/.

Demonstracao |a| < f — |a] C @ portanto |a| X 3, e a = |a| = a < 6.
B < a— < a,logo pelo teorema de Schrioder-Bernstein o & 3 portanto || = [3]. H

31. Lema (10.6). Para todo n € w
(i) n®%n+1.
(#) Yala = n — a =n.

Observacao Se A~x Bex g Aey & B, entdo AU{z} ~ BU{y},esea € Ae
be B, A\ {a} =~ B\ {b}.

Demonstracao (). PonhaT ={n € w: n®% n-+1}. Entdo 0 € T esen € T, entdo
n+1 € T senao teriamos h: n+1 — n+2 bijetora: n+1 = nU{n} ~ n+1U{n + 1} = n+2,
donden=(n+1)\{n}xn+2)\{n+1} =n+1,contran e T.
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(77). Seja o & n. Se a # n entdo o < n oun < a. No primeiro caso temos a+1 < n,
logo |n| = |o| < @ < a+1 < n portanto, por 10.5, [n| = |a+1|. Deax~n, a+1~n+1
portanto n =~ n + 1. Absurdo.

No segundo caso n+1 < @, logo |a] = |n| < n < n+1 < aportanto |a| = |n| = |n+1].
Absurdo. |

32. Coroldrio (10.7). w € ordinal e Vn € w(n € cardinal).

Demonstracdo |w| < w. Se |w| < w, entdo |w| = n < w e w & n, portanto,
w=n € w. Absurdo. Logo |w| = w.
Se [n| =m < n entdo m ~ n entdo m = n. Absurdo. |

33. Definigao.
(i) A se diz finito se In < w(A =~ n).
(i) A se diz enumerdvel se A 5 w.
(iii) A se diz infinito se A ndo € finito.
(iv) A se diz ndo-enumerdvel se A ndo é enumerdvel.

34. Definigao. Sejam k e A cardinais. Definimos

K®A= |k x {0}UAXx{1}] e,
K@ A= |k X Al

Observe que Kk BA=ADKk=|k+ A=A+ K|lek@A=AR K= |k- A= |\-K|
Exemplow@l=|14+uw|=|w/=w<w+lew®2=2-w=|w=w<w-2.
35. Teorema (10.10). (Vm,n € w)m@n=m+n<wAm®n=m-n < w).

Demonstracdo Dado m < w, seja T = {n € w: m+n <w}. Entdo 0 € T e se
m+n < wentdtom+(n+1) = (m+n)+1 < w, portanton +1 € T e T = w.
m @ n = |m + n| portanto m @& n ~ m + n portanto m & n = m + n por 10.6(i7).

Analogamente, dadom € w, T={n €w: m-n < w} =w. [ |

36. Lema (10.11). Se k é um cardinal infinito, entdo k é ordinal limite.

Demonstragdo Se £ = o + 1, entdo de® 1+ a = a segue que k = |k| = |a + 1| =
1+ al=|af <a<k, ie k< k. Absurdo. u

37. Teorema. Se k ¢ cardinal infinito, entdo Kk @ kK = K.

Sexercicio 5 da lista 3.
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Demonstragiao Por indugao transfinita sobre x (i.e. sobre os cardinais infinitos).”

Seja k um cardinal infinito e suponhamos que A ® A = X para todo A < & infinito.
Entdo para todo o < k temos |ax a| = |a|® |a] < k pois se a < w entdo |o|@|o| <w < K
por 10.10. Se w < @, entdo |a| ® o] = |o| < a < k.

Seja < definida em k X k por: para {(a, 8),(7,9) € k X &k, (o, B) < (7,9) se

max(a, ) < max(vy,d) ou
max(c, #) = max(y,d) e (o, ) < (7,6) lexicograficamente.

Observe que para todo (o, 3) € k X k, pred(k X k,{a,3),<) C pu X p, onde p =
max(c, 3) + 1, portanto

| pred(k X &, (a, B) , Q)| < |px p| = |p| @ |u] <k

pois de k cardinal infinito temos que & é ordinal limite, portanto, de max(«, ) < k temos
©< K.

Defina 714 5y = type(pred(s x &, (o, §) , <), <0). Entao 7(q,5) < Kk pois T(q,p) ~ pred(xx
K, {a, B), ).

Portanto, pelo exercicio 3 da lista 3, type(x X £, <) = sup {T(apy + 1: (@, 8) € 6 X £} <
K e, portanto, kK @ kK = |k X k| < k. Mas, k < |k X k| portanto Kk = |k X k| =k Q@ k. N

38. Corolario. Para todos k, \ cardinais infinitos
(i) k@ =k @\ =max(k, \).
(ii) |<Yk| = k.

Demonstragao (7). Sem perda de generalidade, x = max(k, ).
KE<KkRQA<SKkRK=—Kek<KPIAN<KDEk=KR2< KR K =K.

(i1). <%k = J{": n <w}. Para cada 1 < n < w existe uma bije¢do f,: "k — k:
f1 =7id”, obtida a bijecdo f,: "k — K, sejam j: k X k — K e 0,: " T 1k = "k x K bijecdes
e 6 dada por 6,(h) = (h | n, h(n)).

On n,id j
RN N I LN PRV N

Jnt1=17 <fnaid> On.-

Defina f: [J{"s: n <w} — wx k por f(h) = (domh, faomn(h)). Sejam hy # ho: se
ny = domhy; # ny = domhy entdo f(hy) # f(h2); se ny = ny = n temos (n, fr,(h1)) #
(n, fu(h2)) pois f, é 1-1.

Logo ““k X w® k = k. Como Kk <

n+1

<w <w

Kk temos <Yk x Kk, i.e. |[<Yk| = k. |

7isto significa que assumindo que a propriedade vale para todo cardinal infinito A < x provamos a
propriedade para k; e com isto vale para todo k.
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Dia 7/5/97

8.Axioma das Partes: VzIyVz(z Cx — 2z € y).

39. Definicdo. P(z) = {z € y: z C x}, onde y é dado pelo azioma, ou seja, P =
{z: z Cz}.

40. Teorema (Cantor). VX (X % P(X)), mais precisamente, X < P(X), i.e. P(X) £
X.

Demonstracao Se P(X) x X, entdo existiria h: X — P(X) sobrejetora. Mas,
dada h, o conjunto B = {z € X: z & h(x)} € P(X) e ndo pertence a im h. De fato, seja
yeX,

se y € h(y), entdo y € B e, portanto h(y) # B, e
se y & h(y), entdo y € B e, dai, h(y) # B.

A Funcao de Hartog

Seja A um conjunto e sejam
Ws={R € P(Ax A): R é uma boa ordem sobre corpoR C A},

onde corpoR = dom R Uim R.

Ainda, definamos H = {type(corpo R, R): R € W,} C ON.

Temos que W, existe pelos axiomas das partes e da separacao e que H 4 existe pelos
axiomas da substituicao e da separacao.

Fatos: 1. Va(a € Hy <> a < A), ie. Hy = {a: a < A}
Demonstracao (—) Seja « € Hy. Logo a = type(B, R), onde R € W4 e B = corpoR C
A. Logo existe g: a« — B, bijetora; como B C A, g: « — A é injetora.

(«) Se a 5 A, existe g: « — A 1-1. Dai, g “induz” uma relagdo R, de boa-ordem,
sobre im g.

tRy < Fo3p (z=g(a) Ny =g(B) Na < f)
e a ~ (im g, R). Portanto, type(img, R) = o € Ha. [ |

2. H, é ordinal E suficiente mostrar que H4 é transitivo.

Sejam f € ae a € Hy, entao § Ca < A. Logo B <X A. [ |
3. Hy £ A.
De fato, se Hy < A, entao Hy € Hy. [ |

4. Hp é cardinal (i.e. VB(B < Hy — 3 % Hy))
Seja # < H,4 e suponhamos que =~ H,. Temos que Hy = [ < A, donde chegamos
ao absurdo que Hy < A. [ |
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5. Conseqiientemente, H 4 é o menor cardinal « tal que k £ A.

Vamos usar H, para mostrar que Afs — AE:

Lembremos que Af é a afirmagdo: VAVB(A X BV B < A).
Dado A, seja B = Hs. Entdo B £ A, ou seja, A < H,, pela Afs. Dai, existe
g: A— H, 1-1 e g induz uma boa ordem R sobre A:

(Vz,y € A) (ny Y gl@) < g(y)) :
Logo VATR({A, R) é boa ordem). |

Aplicando esta construcao para um ordinal «, obtemos um cardinal H,, tal que a < H,,
e é 0 menor cardinal com esta propriedade.

Notacao ot = H, = min {k € CARD: «a < k}.

E claro que o™ = |a|T; e, em geral, se a = 3, ot = (7.
41. Lema. Se X € um conjunto de cardinais, entdo o = sup X € uma cardinal.

Demonstragao Seja o < o, entao existe £ € X tal que a < £&. Como X é um
conjunto de cardinais, £ é um cardinal e a % €. A fortiori a % o. [ |

42. Definicdo. Um cardinal k se diz cardinal sucessor, se k = o, para algum o; e
k se diz cardinal limite , se kK > w e kK ndo € cardinal sucessor.

E f4cil ver que, para Kk > w:
k é cardinal limite <> para todo A < k, AT < k <> k =sup{A: A é cardinal A A\ < k}.
Constréi-se, por recursao transfinita sobre o, uma fung¢ao w, (ou X,) dada por:
Wy =w

Wa+1 = (wa)™

wo =sup{wg: f < a} se a limite.

Pela lema acima, e por indugéo transfinita, sobre a, temos que Va(w, é um cardinal).
Também, por inducdo transfinita sobre [, prova-se que Vo(a < f — w, < wp).

1. =0
2. suponha verdadeira para (3, entao, para a < 4+ 1, temos que a < 3 e, portanto,

wa < wp < (wp)T = wpyr.
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3. para [ limite, temos que, se o < 3, a + 1 < 3. Logo, se a < 3,

Wo < Wat1 < wg.

Observe que Va(a < w,), mas ndo se pode concluir que Vo (o < wy).

Exemplo Seja
oy = W
Opi1 = Way,
o=sup{a,:n<w}.
Temos que 0 < w,. Como o é ordinal limite, w, = sup {w,: 7 < ¢}. Se v < o, entao
v < oy, para algum n < w; portanto wy < wa,, = a1 < 0. Logo w, < 0.

43. Proposigao. Se f: ON — ON ¢ crescente e continua, entio Ya3p > a(f(8) =
B).

Demonstracao Definamos

Bo =«
IBTH-I :f(ﬂn)
B=sup{fn:n<w}.

44. Proposicao. Se k € cardinal infinito, entdo kK = w,, para algum «.
Demonstragao Provemos por inducao transfinita sobre o cardinal Kk > w.
1. para k = w, kK = wy.

2. para k sucessor, e suponha que vale para os anteriores, entdao Kk = u* e u = w,, para
algum «, logo kK = wqy1.

3. suponha que k é cardinal limite e que vale para todos cardinais anteriores a ele.

Se p < K, cardinal infinito, seja a, o (linico!) ordinal tal que w,, = p. Considere
X={o,: p<KkAp>w}esejaf=supX.
Seja v € X. Sendo assim, w, < k. Como « é cardinal limite, temos que wyy1 =

(wy)™ < k. Dai v+ 1 € X. Logo se § < f3, temos que § +1 < 3, e assim [ serd
ordinal limite.

Se v < B, temos que v < «,, para algum p < k. Assim w, < w,, = p < K. Logo
wg = sup{wy: v < B} < k. Suponha p < k cardinal. Entdo p = w,, € oy € X.
Logo oy < . Dai, p = w,, < wg. Portanto x C wg. Dai, k = wg. |
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Concluimos que
Va [(wq é card.sucessor <+ a é ord.sucessor) A (w, ¢ card.limite <> « é ord.limite)].

Sea=f+1,w, = (wp)*. Se a é limite e w, = KT, temos que kK < w,. Logo k < wg,
para algum § < a. Dai, w, = kT < (wg)" = wpy1 < Wy, € concluimos que wy, < Wy, UM
absurdo. Logo w, é cardinal limite.

45. Lema®®. Se f: A — B ¢é sobrejetora, entio B < A.
Demonstragao Seja R uma boa ordem em A e seja g: B — A definida por
9(y) = R —min f7'({y}).

Lembremos que (V € B)f'({y}) # 0 pois f é sobrejetora. Claramente, g é 1-1. |

Existe g: P(w) — w; sobrejetora, mas, sem o AE nao se pode produzir f: w; —»
P(w) 1-1.

Existe j: w — w X w bijetora. Logo

Pw) -5 Pw xw) 2w

R @(R):{

type(corpo R, R) se R é boa-ordem,

0 caso contrario,

¢ uma funcao sobrejetora.

09/05/97

46. Lema®® (10.21). Seja k um cardinal infinito. Reunido de < k conjuntos de cardi-
nalidade < k tem cardinalidade < k i.e. dados X, para o < k tais que | X,| < k para todo
a < k, entao || J{Xa: a <k} <k.

Demonstragao Para cada a < k escolha f,: X, — k injetora: seja R uma boa
ordem sobre A = P(|J{Xa: @ < k} x k). Tome

fa=R—min{f € A: f é uma func¢ao 1-1 de X, em k}.
Entao, com estas f, podemos definir uma
h: U{Xa: a<K} > KXEK

por h(z) = (my, fm,(z)), onde m; = min{a < k: z € X, }.
Seja z,y € U, Xa, ¢ # y. Entdo m, # m, ou my = m,. Se my; # m, entdo h(zx) #
h(y). Se my = my =m entdo fp,(x) # fm(y) pois f, é 1-1 e, portanto, h(z) # h(y).
Logo U{Xa: 0 <K} X Kk X k& K. |
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47. Coroldrio. Se X C k" e |X| < kT entdo sup X < k™.

Demonstracdo X = {7y¢: £ < |X| <k}, com v € k% i.e. |y| < k. Portanto, pelo
lema, |sup X| < & logo sup X < k™. [ |

Observe que este coroldrio ndo valeria para x no lugar de x*. Por exemplo, tome
X ={wp: n <w}, entdo X Cw, com | X|=w < w, e sup X = w,.

Lévy provou que é consistente com ZF que P(w) e wy sejam reunides enumeraveis de
enumeraveis.

48. Defini¢ao. f ¢ uma funcdo n-dria (n < w) sobre A se f: A" — A no caso em que
n>0ef € Anocason =0. f € uma funcdo finitdria sobre A se f é uma funcao
n-dria para algum n < w.

Para uma func¢ao n-aria f sobre A, um subconjunto B C A se diz fechado para f
se f[B"] C Bnocason >0e f € Bnocason =0.

Se F é um conjunto de fungoes finitarias sobre A e B C A, o fecho de B por F é o
menor subconjunto B C A que é fechado para toda f € F.

49. Teorema®F. Seja B C A, |B| <k (k> w), F um conjunto de fungoes finitdrias
sobre A, com |F| < k. Entdao |B| < k, onde B é o fecho de B por F.

Demonstracao Por recursao finita sejam

B():B
Bn+1:BnUU{f*(Bn): fef},
onde para todo X C A

fIX*]  se f é k-aria com k > 0
f se f é 0-aria.

0|

e seja
BM:U{Bn:n<w}.

Por inducao finita |B,| < k: |Bg| = |B| < k. Supondo |B,| < k entdo |f.(B,)| < k
entdo |J{f«(Bn): f € F} é reunido de |F| < k conjuntos de cardinalidade < &, portanto
por 10.21, | J{f«(Bn): f € F}| < k; e |Bpt1| < k e também |B,| < k pois é a unido de
w < k conjuntos de cardinalidade < k.

B, é fechado por F.

Se f € F é k-aria com k£ > 0 e z1,...,x; € B, entao existem ng,...,n; < w
tais que x; € B,, (i = 1,...,k). Seja n* = max{ny,...,nx}, entdo xy,..., 2, € By e
f(@1,- ., 2g) € fuBur] = fu(Bnx) C B X

Logo B C B, e portanto |B| < |B,| < k. Na realidade, B = B,, (provar por indugao
finita que para todo n € w tem-se B,, C B) [ |
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50. Defini¢do. Dados A e B denota-se por BA ou AB o conjunto
{fe€P(BxA): féfungio e domf=DBeimfC A}

de todas as fungoes de B em A.

A

51. Definicao®E. Dados k e \ cardinais define-se k* como sendo |)‘/~€|.

J4 tinhamos definido a operacdo o para a e 3 ordinais. Em geral x* como operacio
nos ordinais é diferente de k* como operacdo nos cardinais. Por exemplo, 2¥ = w nos
ordinais e veremos que 2 > w nos cardinais.

52. Lema.
1. P(A) ~42.

2. Sek e\ sdo cardinais e A > w e 2 < k < A, entdo A <22 & P(A) e com AE
22 = A =\

Demonstragio (i). Defina H: P(A) — 42 por VX C A, H(X) é uma funcio de A
sobre 2 tal que H(X)(a) =0sea€ A\ X e H(X)(a) =1sea € X. H é 1-1 e sobre.
(#1). 2 MNP X A) = P(N) = 2. m

Note que 2% = 2¥ = |P(w)| > |w| e em geral w, < |P(wa)] = 2¥¢. L0go wa,y < 2%,
A Hipdétese do Continuo (CH) é a afirmagéo

2“0 = wy
e a Hip6tese Generalizada do Continuo (GCH) é a afirmagao
Va2 = waqt1)-

Sem AE, reescrevemos CH e GCH como
CH: P(w) = ws.
GCH: Vk(P(k) ~ k™).

Vamos mostrar que para m,n < w, m" (exponencia¢ao ordinal) é igual a m" (expo-
nenciagio cardinal) verificando que m™ nos cardinais satisfaz também m® = 1 e m"*! =

m" - m. Para cada m < w, m® = |%m| = |{0}| = 1 (0 é a tnica funcdo de 0 em m).

Temos uma funcio 8: " T Um — ("m) x m bijetora que associa a cada h € (1)

par (h [ n,h(n)) € ("m) x m. Portanto, m"*! = m" ® m = m" - m.

m O

53. Lema”F,
1. kP = A R kH.

2. (KMH = kK,
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Demonstracao (7). Se BN C = 0, entao

(BUC)A%(BA) v (CA)
he BUOA (b Bh|C)e (BA)x (CA).

(74). Para todos A, B,C
h e C(BA) ~ @(h): C x B — A tal que 0(h)({c, b)) = h(c)(b).

Usando AE tomamos os cardinais e temos o lema. [ ]

54. Defini¢do. f: a — [ se diz cofinal (em () se fla] é um conjunto nao limitado
superiormente em (3.

Observacao Se f =v+ 1, f é cofinal <> v € im f.
55. Definicdao. A cofinalidade de 3 é o menor a tal que existe f: o — (3 cofinal.

Notagao cf(3) para a cofinalidade de 3.
Observagao Se 3 = v+ 1 entdo cf(3) = 1, portanto sé interessara cf(5) no caso em
que f é limite. Observe que neste caso cf((3) é limite.

56. Lema (10.31). Existe f: cf(8) — B cofinal e crescente.

Demonstragao Existe g: cf(8) — § que é cofinal. Vamos definir f: cf(3) — f por
recursdo transfinita sobre & < cf(3):

f(€) = max(g(&),sup{f(n) +1:n <&}

para & < cf(f).
sup{f(n)+1:n <&} < B sendo f | & & — [ seria cofinal, contra & < cf(f).
Portanto f(£) estd bem definida (uma vez conhecido f [ £).

f(&) > g(&)ef{g(&): & < cf(B)} éilimitado em 3, portanto, {f(£): € < cf(3)} também
é ilimitado em 3; e se n < &, f(n) < f(§) (pois f(n) < f(n)+1 <sup{f(n) +1:n<E} <
f(8)- ]

Observagao id: § — 3 é cofinal, portanto, cf(3) < S.
Observagao Existe uma bijegao f: |3| — [, portanto f é cofinal, portanto cf(3) < |3

Observagao Se X C (3 entao type(X,<) (< é a ordem entre os ordinais, restrita a
X) é o tnico ordinal isomorfo a (X, <). Dessa forma,

cf(3) = min{a: 3X C B(X nao é limitado superiormente em [ A type(X,<) = «a)}.

Entao o lema acima pode ser visto tomando X C  nao limitado em 3 tal que type(X, <
) = cf(B). Entao f: cf(8) — X o (inico) isomorfismo, é a funcao desejada.
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Dia 14/5/97
Cofinalidade

57. Lema (10.32). Se eziste f: a« — 3 cofinal e crescente e « € limite, entdao cf(a) =

cf(5).

Demonstracgdo Seja g: cf(a) — « cofinal; entdo fg: cf(a) — [ é cofinal (pois
dado & < 3, seja n < « tal que £ < f(n) e seja ¢ < cf(a) tal que n < ¢g(¢); como f é

crescente, € < f(n) < £(5(C)) = £9(C)). Portanto, cf() < cf(a).
Seja g: cf(8) — [ cofinal. Vamos definir h: cf(3) — « por

§ < cf(B) = h(§) = min{n < a:g(§) < f(n)}-

h é cofinal em a: pois dado v < «; existe £ < cf(F) tal que f(y) < ¢g(§). Como f(h(§)) >
9(&), temos que h(§) > v, jd que f é crescente. [ ]

58. Coroldrio. cf(cf(3)) = cf(3).

Demonstragao Existe f: cf(8) — [ cofinal e crescente, por 10.31. Logo cf(cf(53)) =
cf(3) pelo lema anterior. |

59. Defini¢do. Um ordinal (limite) se diz regular se cf(3) = 3.

Exemplo f:w — w, definida por f(n) = w, é cofinal. Portanto cf(w,) < w.
Como cf(w,) £ w temos que cf(w,) = w. Dai, w, ndo é regular.
Se [ é regular, entao § é cardinal. De fato,

£(8) < 6] < B = cE(B).
Um cardinal infinito que nao é regular se diz singular. w é regular.
60. Proposicao®®. (Vk > w)k™ ¢ regular.

Demonstragdo Caso contrério, existiria f: cf(k™) — kT cofinal e cf(xkT) < k™.
Cada f(€), para £ < cf(k™), é um elemento de k™. Portanto, |f(£)| < &, V&€ < cf(kT).
Sendo f cofinal,

kT =supim f = U f(€).

e<cf(k+)

Dai k" seria uma uniao de < k conjuntos de cardinalidade < k. Pelo lema 10.21, |[x*| < &,
e chegamos a uma contradicao. [ |
Observagao Se A = cf(k) < k, entdo k pode ser escrito como unido de A conjuntos de
cardinalidade < k. De fato, seja f: A — k cofinal e crescente, e

k= J{f©): €< A}

Reciprocamente, se existe A < k e existem X, C k,Va < A, tais que |X,| < ke Kk =

Xa; entao cf(k < K. Portanto, Kk é singular.
g
a<A
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Demonstracio Seja A < k o menor cardinal tal que existem X, C k (Vo < A) tais que
| Xol <ker=J{Xa: a <A}

Para todo & < A tome ¢ = type({X,: o < £}). Pela minimalidade de A temos que
B¢ < k. Vamos mostrar que f: A — k dada por f(£) = f é cofinal: ponha 3 = supim f.
Observe que g: Kk — A X [ dada por g(¢) = (£,7), onde £ = min{a: (€ X,} ey =
type X¢ N ¢, é injetora.

Logo K < |A x B| = A®|6| e como A < k entdo |3| > k, portanto, 3 > k, ou seja,
8 = k. [ |

Provamos que: um cardinal k > w é singular se, e somente se, eristem A\ < K e
(Xo: a < ) tais que (Vo < A)(Xa C kA |Xo| <k) e U{Xa: a < A} =k

Sem o AE sabe-se que é possivel que w; seja uma reuniao enumeravel de enumeraveis,
e, portanto, cf(w;) < w.

Sem o AE nao se pode provar que existem cardinais de cofinalidade > w.

61. Lema. Para « limite, cf(w,) = cf ().

Lembremos que w, € regular, para a sucessor.
Demonstracgao Seja f: a — w, a fungdo “Aleph”:

(&) = we, para € < a.
Por 10.32, cf(a) = cf(wq)- |

Pergunta: Como seria um cardinal limite k no caso de ser regular?
K seria w,, para algum « limite.

cf(a) = cf(wy) = wa < @ < wy.

a = w, = k. Portanto, kK = w,. Mas esta condicao nao é suficiente, nés vimos um «
nessas condi¢oes mas K nao era regular,
Ko = Wo
Kp4+1 = Wk,
k=sup{k,:n<w} e
cf(k) = w.
62. Definigao.

o Um cardinal k se diz fracamente inacessivel se k é cardinal limite reqular.
e Um cardinal k se diz fortemente inacessivel se k > w, k € reqular e (VA <
k)2* < K.

Lembremos que « é cardinal limite se, e s6 se, (VA < k)A"T < k (k, A cardinais).

Se k é cardinal infinito e (VA < k)2* < k, entdo, em particular, (VA < k)AT < 2} < &,
portanto x € limite.

Por isso, se « satisfaz (VA < k)2* < k, k se diz limite forte.
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Aritmética Cardinal

Sejam k;, para i € I, cardinais, e sejam A = |J{{i} xk;: i€} e B=][(ki: i €
I)={f: f éfuncdo Adom f=1A(Viel)f(i) € ki}.
Usando AE, definimos

Y ki=|A] e []wi=IBl

i€l i€l

63. Proposigao. Se (Vie I)k; > 1 e|l| > w, entdo ) ;. k; = |I| @sup {k;: i € I}.

Demonstragao Sejam [I| =\, >, ;i =0 esup{k;: i € I} = k. Entao

)\=21§Zf€i=0-

i€l iel
Logo A < o. Ainda,
a:Zni §Z/§:)\®/€.
il iel

Portanto, 0 < A ® k. Como «; < o, para todo i € I, temos que k < 0. De A > w, temos
que
0 <A@k =max{\ Kk} <o.

Exemplo Y _ w, = w,.

n<w

64. Proposigao. ((Vi € I)0; < ki) = >, 0i < [Lics k-

Demonstracao Sejam A =J{{i} x0;:i € I} e B=][(k;: 1 € I).
Definamos h: A — B por

0 j#i
E4+1 j=i

(i,€) € A B((0,6))()) = {

h é 1-1: Sejam (i1,&1) e (ig, &) dois elementos distintos de A.

e Se iy = iy = i, temos que
h((i, &))(0) =& + 1 # & + 1 = h({i2,§2)) (7).

® Se Z.1 ?é 7;2,
h((i1,&))(i2) = 0 # & 4+ 1 = h((iz, &)) (42).
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Dai h é 1-1 e A < B. Logo |A| < |B|.
Agora suponha dada h: A — B. Para cada i € I, seja f;: ; — k; definida por
fi(§) = h((3,€))(7), para todo & < 6;. Como 6; < k;, temos que

{fi(€): € < 0:}| < 0; < Ky

Entdo x; \ {fi(£): € < 0;} # 0. Seja g(i) = min(x; \ im f;). Isto define uma funcdo g com
dominio I e tal que (Vi € I)g(i) € K, i.e. ¢ € B. Vejamos que g ¢ im h. Seja (i,£) € A e

temos que g(i) & im f; mas h({(i,£))(7) = fi(§) € im f;. Portanto g # h((3,&)).
Logo A < B e |A| < |B]. [

65. Proposicao®® (Koénig). Sejam k, A cardinais infinitos tais que cf(k) < X < k.

Entéo k < K*.

Demonstracao Existe (6;: i € A\) com 6; < k e cofinal em .
Temos
Zﬂi = A@sup{hi:i €I} =A® kK =k.
)

Ainda, pela proposi¢ao anterior,

ZH,- <H/@=/~€)‘.

15 19
Logo k < k*. Em particular, x < &), [ |
66. Coroldrio. Para k > w, k < cf(2").
Demonstragao Seja 6§ = 2%. Se cf(f) < k, terfamos, pelo resultado anterior, que
9% = < B = (25)* = 98Bk — 9K,

Portanto, k < cf(#) = cf(2%). [ |

Dia 16/5/97

67. Proposicao. Assumindo GCH (a hipdtese generalizada do continuo), se Kk > 2,
A > w entdo
Kk se X <cf(k)
A

' =<kt secf(k) <A<k
AT sen <.

Demonstragao Se k < A, entao

Portanto * = 2* = A\*, por GCH.
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Se cf(k) < A < k, entdo, usando Konig,
K< KN < KF<(2F)F =28 = kT,

Logo k* = kt.

Se A < cf(k) e f: A — Kk temos que supim f = o0 < k&, i.e. f €

«a < k. Portanto,
A/@zU{)‘a: oz</-€}.

Ao para algum

Logo |*a| = |a* < 2leler % max(lal, A)* < k. Da,
K = ‘U{’\a: oz</£}‘ < Z‘O‘P 525:/{@/@:/@.
a<lK a<kK

Notagao Seja X um conjunto infinito, com |X| = & e seja A < k. Denotamos por:
o (XP={YCX:|Y|=)\}
o (X[ ={Y CX:|Y|<A}
o (X[ ={Y CX:|Y|<AL

O conjunto das partes finitas de X é o conjunto [X]<“.

68. Proposicgao (exercicio 14 do Kunen). |[X]*| = |X]*.

Demonstragao Para cada Y € [X]* existe hy: A — Y bijetora, pois |Y| = A.
Definimos H(Y) = hy, para cada Y € [X]}, onde hy é uma funcio de A em X tal que
imhy =Y. Se Y1,Y, € [X]}, sao distintos, temos que

im H(Y;) = imhy, = Y, # Y, = im hy, = im H(Y3).
Sendo assim, H é uma funcdo 1-1 de [X]* em A X|. E
X7 < [AX] = [ X

Seja f € AX, entdo f C A x X e |f| = A. Portanto f € [\ x X]* ~ [X]*, pois
IAx X|=A® |X|=|X|. Logo

AX C A x X~ [X),
e | XM < |[XTY. m

69. Definicgao.
o N U{%: a < A}

o <PAY | J{eA: a < B}
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o kMY g = |U{k: a < A}].
70. Lema. |UJ{X;:ieI}| <Y, Xl = |U{{i} x Xi: i € I}|.

Demonstragdo No caso I = A. Definamos uma funcdo de [J{X;:i€ I} em
U{{i} x X;: i € I}, por

z+— (a,z), onde « =min{€ < A\: z € X¢}.
E facil ver que esta funcao é injetora. [ |

Vejamos quanto é k<*. Pelo lema anterior,

:‘U{“K;Q<A}‘ §Z|”‘/§|:Zn'”"z/\@)sup{/d”l:oz</\}.

a<A a<<A
e Se A = u*, entdo £ < k¥, para todo a < A. Logo sup {£/®': @ < A\} = k¥. Ainda,
A =pt <2H < kM
Logo k<* = kM.
e Se )\ é cardinal limite, temos
A=sup{u: p < AApécardinal} < sup {": u < A A u é cardinal} .

Entao
A ® sup {f@lo“: a < )\} =sup {k": p < A A p é cardinal} .
Como sup {k": 1 < A A p é cardinal} < k<*, temos que
k<A =sup {k": p < A A p é cardinal} .

A fungao do continuo J(«) se define recursivamente por:

2(0) =
o+ ) = 23
J(a) =sup{27®: £ <a} se aé um ordinal limite.
Um pouco mais de aritmética de Cardinais
Ja vimos que Y k; = |I| @ sup{k;: i € I}.

71. Proposicio. [[«} = ([[x:)* e [[ s = =i,
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Demonstragao As funcoes definidas abaixo sao bijecoes.
Definamos
H: [[Priviel) —[[(riie)

1;(()1“)(]2)6 [1(*ki: i € I) — H(f) € *[]{ks: i € I) onde H(f)(€) é dada por H(f)(€)(i) =

Definamos '
H: H(A%: iel) — UilfidxAit

por f € [[(k: i € I) = H(f)((i,8)) = f(i)(§). u

e Se {A;: j € J} é uma particao de I, entdo

IILEDN DI

el jeJ \icA;
[Tsi=11|1I=
iel jeJ \i€A;

e Se2<k; (Viel), entdo ), k; <[], ki

Demonstracao Se 2 < k; entdo [[;2 < [], x; portanto ol < 1, xi logo |I] < T, &
Defina

Ui} xmiziel} > Ix [[(ririeT)
(1,8 — (i, f),

onde f: I — |Jk; é dada por
. 0 sej#i1
f) = iy
£ sej=1.

Portanto, Y-, k; = |U{{i} x ki i € I}| < |I| @I, ki = [; #i- u

e Se k; <\ (Viel), entao ), k; <[ M u

e Se A\ = cf(k) < k, i.e. k é singular, entdo existe uma sequéncia k, para a < A
com kq < Kk e tal que sup{k,: @ <A} = A® kK = k. Mas entdo, Y, ko =
A®sup{ke: @ <A} =AQ Kk =K.

K € singular < ezistem A < Kk e ko < Kk (Yo < K) tais que K =), Ka. |

02



e cf(2)) > A. Em geral, cf(k*) > X (V& > 2). Se ndo, cf(k*) < X e poderiamos
escrever K* = Y.\ Kq COM Kq < K*. Seja A\q = k%, entdo ko < A, para todo o,
portanto, k* =Y, 1 Ko < Yper Aa = [[aey & = (k*)* = £*, um absurdo.

72. Teorema (computacdo indutiva de ). Sejam k, A > w.
(i) Se k < X entdo k* = 22,
(ii) Se existe u < k tal que Kk < p entdo K = pt.
(iii) Se A <k e (Vu < k)u* < K, entdo
(a) se k € reqular ou X < cf(k) entdo K = k,

(b) secf(k) <\ <k entdo k* = x4k,

Demonstracao
(Z) 2/\ < Ii)‘ < (25))\ — 2n®/\ — 2)\.

(i4). p* < KA < (W) = pth =t

(417). Num dos casos usaremos a Férmula de Hausdorff®:

KA>w = (kD) =kt @K

(a). Temos A < k e (Vu < k)u* < Kk e vamos supor k regular. Se x = T, entdo
K= (£ =€ @& =€ =k, pois € < k e portanto £ < k = €. Se k for cardinal
limite, k = sup {p: p <k} < sup{p*: p <k} < k, portanto, k = sup {p*: p < k}.
Estamos na situagao em que *x = |J {)‘a: a < /{}, pois A < cf(k) = K, e portanto
P =|U{Para<k}| <Y e =A@sup {la]*: @ <k} = A® k = k. Logo k* = k.
O caso A < cf(k) é parecido: *k = |J{*a: o <k} (pois toda f: A — & ¢ limitada) e
K = sup {u’\: n < m}, portanto, k* = k.

(b). Temos x = sup {p*: u < k}. Vamos mostrar

A )Cf('i) .

= (sup {/[\: u< /s'}

K
Seja 2 < Ko < K, para a < cf(k), tal que sup{ra: @ < cf(k)} = K, Le. £ =3 4) Fa-
Entao

A A
K = ZK'O‘ < H’fa = Hffa)\f
a<cf(k) a<ct(k) a<ct(k)
IT sup {1 w<w} = (sup {1 < w})"™ < (&) =,
a<cf(k)
portanto k* = (sup {p*: p < k})“*). ]

e Se 1 < Kq, para o < A > w, é ndo-decrescente entdo [], ., Ko = (sup {ka: @ < A})*.
|

8exercicio 5, lista 5.
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Dia 21/5/97

SEMINARIO DO MAJOR

Dia 23/5/97

Alguns fatos importantes para os exercicios 5 e 6 do capitulo 1 do Kunen:

(a) As operagoes, definidas recursivamente nos ordinais, dadas abaixo (para « fixado)

Fo(B)=a+p
Go(B)=a- 8
H,(8) = o’

sao todas continuas. Para todos a, o > 1 e o > 2, respectivamente F,, G, e H,
sao crescentes. Funcgoes crescentes e continuas sao ditas normais.

(b) Resultados de subtracdo e divisdo de ordinais:
Vo, fla> — 368+ 6 = o)),
Va,B(a>>0—36,(B-0+E=ané < f)).
(c) Para qualquer boa-ordem (A, <), se F': A — A é crescente, Vo € A(z < F(z)).

(d) Para qualquer boa-ordem (A, R), nao existe F': w — A tal que F(nT)RF(n) para
todo n € w.

(e) Lema (Logaritmo). Sejam «, 3 ordinais, o # 0, > 2. Entdo existem unicos
ordinais v, 0, p (logaritmo, coeficiente e resto) tais que

a=0"-0+p, 0<O< B, p< .

Demonstragao Como 3 > 2 a f(-exponenciacao é normal. Afirmamos que existe
o maior ordinal v tal que 37 < a: note que a classe de ordinais

{¢: B <a}
é, na realidade, um conjunto. Como, por (iii), & < %, para todo o temos que
{¢:<a}={C<a:f <a}.

Mas, {C: B¢ < a} ¢ um conjunto de ordinais claramente transitivo. Entao {C: B¢ < a} =
i, um ordinal. Note que p # 0, pois 0 € 1 (8° =1 < «).

(4 nao é limite: suponha p limite. Entao * = sup {ﬁC: (< ,u} < «, donde u € pu,
contradicdo. Portanto, =y + 1 e v = sup u é o maior ordinal tal que 57 < q, i.e.,

B <a<prrl
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Aplicando a divisao a « e (37, existem 1nicos ¢ e p tais que
a=p"6+p p<p.

0 < § < B: note que, se 6 =0, a < 37 contra 37 < a < $7+1. Portanto, 0 < 6.

Suponha agora que 8 < §. Entdo, /7' =p3"-8< 3-8 < -6+ p = «, contra
3" < a < 7L Portanto, 6§ < S.
unicidade de 7, 6, p: suponha que a = 7 -6'+p',0 < &' < B, p' < $7. Se mostrarmos que
necessariamente v = v/, entdo o algoritmo da divisdo ji nos garante que § = ¢, p = p'.
Basta ver que

g < g
< ﬁ“r' 0+
=
<P+ =57 (0 1)
<p-B
= pr+L

Entao +' satisfaz
F <a< g,

i.e., v é o maior ordinal satisfazendo 87 < . Portanto, y=+',8 =08 e p=p. [ |

Ex. 5. Seja a um ordinal limite. Sao equivalentes:
(i) VB,v <a(f+7<a)
(i) VB < a(f+a = «)

(iii) 36(a = w?).

Um « satisfazendo estas condicoes é dito indecomponivel.

Demonstracao (i) — (i7). Seja # < «. Entdo existe um tnico 6 tal que f+ 6 = a.
De (7) temos o < §. Note agora que 0 < 3 implica que 6 < 3+ § = «, portanto, 6 = a e
B+ a=a.
(i1) — (7). Imediato. Se 3,7 < aentdo f+v < f+a=a.
(1) — (4i7). Como a # 0, w > 2, podemos usar o lema, donde existem tnicos &, § e p tais
que

a=wt0+p 0<6<w, p<uwb

Afirmamos que p = 0. Caso contrario, de 0 < pvem p < wé < wé-d <wé-d+p=a
ep<a,wt-d<aea=wt§+ pcontradizem (i). Portanto, p = 0. Afirmamos, agora,
qued =1 Sel<d,entiow <wé-d=aewt - (f—1)<wt-d=ae

W (f -1+ wt =wt-d=a,
<a <a

contradizendo (7), portanto, § = 1 e a = w?.
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(171) — (2). Sejam f,7 < a. Se um deles for 0, ndo hd o que provar. Supondo ambos
diferentes de 0 tem-se

B=w"n+&, 0<n <w, & <w
Y=w? ny+&, 0<ny <w, & < w.

Note também que 6; < § (se § < 01, o = w® < W < W -ny +& = B, contra B < ) e
analogamente para dy; assim
5’ = max {51, 52} < 0.

Assim,

B4v= (" n+&)+ (W2 ng+ &)
< (W - my W) + (W2 ng + W)
Sw(sl'(n1+1+n2+1)
<w’-w
=t < =a.

Ex. 6 Forma Normal de Cantor (para uma base 3 > 2 qualquer). Sejam «, [ ordi-
nais, o # 0, B > 2. Entdo existem unicos ordinais 1 <n <w, a > ki > ky>--->k, e
0<y<pB (=1,2,...,n) tais que

a =gt 5,

Demonstracao Existéncia da representagdo: aplicando a o > 0 e 3 > 2 o lema do
logaritmo obtemos

a:/@kl")’l‘i‘Ph 0<71<5e'01<5k1;

k1 < « pela escolha de k; (maximo elemento de {p < a: 3 < a}). Se p; = 0 entdo
a=p8"" vy en=1.

Caso contrério, aplicamos o lema novamente para p; e temos p; = 3% - v, + po,
0< 7 < fBep <k <p < Bk, Note que tem-se py < p; e ko < k.

Sepo=0,a=p"-v+p82 v en=2 Sep # 0, repita a operacio, obtendo
0 <y < B, p3 < pa < p1, etc. Observe que, por (d), ndo pode existir uma sequéncia
decrescente e infinita de ordinais, logo existe n < w tal que p,.1 = 0. Assim, existira
n<w,k;ey,t=1,...,n, tais que

a= "y ey

Unicidade da representagdo: queremos mostrar que, para todo ordinal o # 0, a represen-
tacdo acima é unica.

Suponhamos por absurdo que nao; tome entdao um ordinal @ # 0 que tenha duas
representacoes, digamos

By By, e
B+ + BF 4L, onde
a>k >ky>- >k, e0<y,v<pB@E=1,...,n).
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(admitindo a possibilidade de alguns dos +;,7; serem iguais a zero, podemos supor que a
sequéncia dos expoentes é a mesma).

Afirmamos que v =7 eque, se v, =y, parai=1,...,k—1, 1 <k —1 < n entdo
Y& = V- Suponhamos, s.p.g, que v; < ;. Entdo

="y By B+ By,
<Ayt g
=05y e g+ T
<A By
=5 G (g + 1)
<At g8

<R +1)

< B

<A+ B

= @, contradicao.

De modo inteiramente andlogo, mostramos que se ; =7, parai =1,...,k —1 entdo
Y& = 7Yy, Portanto, a representagio ¢ unica. [ |

Nocasoem que f =w,n =1,k =aey =1 (ie, a = w®) dizemos que o é um
g-numero.

Exercicio Mostre que se k é um cardinal ndo-enumerdvel (k > w), entdo k é um
e-nlimero e existem £ e-nimeros menores que k; em particular, o primeiro e-nimero,
chamado ¢(, é enumeravel.

Demonstragdo Usaremos o seguinte fato: Para um ordinal o > w, |w®* = |¢
(exponenciag¢do ordinal).

De fato, por indugéo sobre o > w; se o = w é imediato pois w” = sup {w": n < w} e

reunido enumerdvel de enumerdveis é enumerdvel. Agora, seja o > w tal que |w®| = |a.
Vamos provar que |w*™'| = |a + 1]: temos

W =" a| = W ®la] = |a| @ |a = |a| = 1+ a| = [a + 1.
Se o > w é limite e Vw < 8 < of|w?| = |B]) entdo |w*| = |a|: a desigualdade o < w® j4

nos dé |a| = |w®|. Por outro lado,

lw®| = |sup {wgz E< a}‘ = ‘U{uﬁ: E< a}‘

e, por hipétese de inducdo, |w¢| = [£| < |a|. Logo, pelo lema 10.21 temos |w®| < «,
portanto, |w® = |«/.
Logo, por indugao transfinita, |w® = |a| para todo o > w.

Com isso, mostraremos que, se K ¢ um cardinal, kK > w, w* = k. A desigualdade
k < w" é imediata (por (c)). Por outro lado, x é ordinal limite, entao

w”=sup{w§:§</f}.
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Agora, w < & < &k implica que |w®| = |£| < k donde w® < ||t < k. Logo w* =
U{wf: €<k} <kew =k, |
Portanto, se x é cardinal ndo-enumeravel temos que w” = k.

A hierarquia dos s-niimeros

. w ’ ’
Considere g5 = sup {w, wY WYL } Note que £y é enumeravel. Temos,

WO = wsup{w,w‘”,w“’w,...} = sup {ww,ww“’, o } = &0,

e g9 ¢ um e-numero. Afirmamos que nao existem e-numeros menores que &g.
De fato, se w* = a, entdo a > 1l e w < w* = @, logo a > w e W < W* = q, logo
a>wYe...,donde
€9 = Sup {w,w“’,w“’w, .. } < a.

Em geral, dado um ordinal o qualquer, existe um e-niimero maior que «. Considere
para « fixado a sequéncia definida recursivamente por

B =a+1
(o)
/37(1021 = whn

B = sup {@(f"): n < w}.

Seja (a) = Y. Afirmamos que

(i) e(«) é e-ntimero,
(ii) o < e(a), e e(a) é 0 menor e-nliimero com essa propriedade.
Demonstragao (i).
o@ = oA n<w)
= sup {wﬁga): n < w}

= sup {57(;21: n < w}
=e(a).

.. (o) : . :
(i) @ < a+1<wt! =wh =8 < e(a). Agora, seja u < w” um e-niimero maior

que a. Como o < e p é claramente um ordinal limite,
at+l<p

donde w*t! = ﬁéa) < w* = u. Portanto, ﬂ(()a) < p. Agora, g% = W < i = L.
Portanto, ﬂfx) < p. Procedendo indutivamente, temos @S"‘) < p para todo n < w, donde

e(a) = ﬂ‘sa) = sup {ﬂﬁf‘): n < w} < pu.
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Vamos agora definir uma operacao h: ON — ON recursivamente pondo

h(0) = &(0) = &
ha+1) =¢e(h(a))
h(a) =sup{h(B): B < a}, para « limite.

Note que h é crescente e continua. Afirmamos que h(a) = £, = a-ésimo e-niimero. A
prova é por inducao em c.

Se a = 0; h(0) = €9, que sabemos ser o primeiro e-niimero.

Se « é sucessor; « = f+ 1 e [ é tal que h(f3) é o B-ésimo e-nlimero maior que h(f3).
Portanto, h(a) é o (8 + 1)-ésimo e-nimero.

Se « é limite; seja « tal que V3 < a(h(B) = eg = [-ésimo e-numero). Mostraremos
que h(a) é e-ntiimero e que é o0 menor e-nimero maior que todos os h(3) para 3 < a. Que
h(«) é e-ntimero:

M@ — sup{h(B): f<a}

= sup {wh(ﬂ): 0 < a}
=sup{h(B): B < a} (por hipdtese de inducao)

= h(w).

Seja agora £ um e-ntimero tal que h(f) < £ para todo 3 < a. Entao
he) =[J{rB): B<a} <&

Logo todos os e-numeros sao dados pela operacao h. (E claro que com técnicas analogas
pode-se mostrar que, dado um e-nimero &, £ = h(«) para algum ordinal «.)
Observacao h ¢é o isomorfismo entre a classe (bem-ordenada) dos e-nimeros e a
classe ON.
Afirmamos agora que se k é um cardinal maior que w, H(k) = K, o que justifica a
existéncia de k e-nlimeros menores que k.

Fato: Se a > w, |h(a)| = a (« ordinal).

Demonstragao Por indugio em o > w. Usamos fortemente que |w®| = || (expo-
nenciagao ordinal) para a > w.
a=w. h(w) =sup{h(n): n <w}. Note que h(0) = ¢y, claramente enumeravel. Portanto,
h(0)] = w.

Se m < w, h(m +1) = e(h(m)) = 85 onde

B = h(m) +1

A — Ao

B = sup {ﬂ,(Lh(m)): n < w} .

h(m h(m (h(m)) h(m
Note que [""™| = [h(m) + 1| = |h(m)| e |8 = | ™| = || = |h(m)),

e, por inducao finita, claramente |ﬁ7(lh(m))\ = |h(m)| para todo n € w; disso vem, pelo lema
10.21,
|h(m+1)| = |ﬂ£)h(m))‘ = |sup {Bhtm): n < w}| <w,
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ja que |h(0)| = w implica que
|h(1)| = |sup {ﬂfzh(o)): n<w}| <we |h(2)] = |sup {57(1’2(1)): n<wh <w

e por induc¢ao finita também |h(m)| < w, para todo n < w.

Segue agora que |h(w)| = |sup{h(n): n < w}| < w. Comow < h(w) (da normalidade
de h) temos que |h(w)| = |w|.
a > w e asucessor. Seja « = v + 1 e suponha |h(7)| = |y|- Entdo w < 7, |y] < |a| e
h(a) = h(y + 1) = (h(y)) = 45, onde

By = h(y) +1

5(’1(3)) _ A

@E)h(“r)) = sup {ﬂﬁhh)) 'n < w} .
Note que, por inducao finita,
PV =y, Vnew.

Segue que
hfe)] = 89 = [ J {8 n < w}| < 1] < Jal.

a > w e a limite. Seja « limite e tal que V3 < a|h(8)| = |6] < |al). Segue imediatamen-
te que |h(a)| = |sup {h(B): B < a}| < |a|, @ < h(a) sempre, entdo |h(a)| = |/ |

Ja podemos mostrar que h(k) = k se k é cardinal maior que w. E imediato que k < h(k).
Como « é cardinal infinito ele é ordinal limite; segue que

k(k) = sup{h(¢): € <K}
Se w <& <k, de h(§) =& vem que h(§) < |£|" < k. Logo h(k) =sup{h(&): £ < k} <k,

portanto, h(k) = k, se k é cardinal ndo-enumeravel; assim, se k > w, k cardinal, k é o
K-ésimo e-numero, existindo k¥ e-niimeros menores que ele.

Dia 28/5/97

Lista para semindrios—(Ref.: cap. 2 do Kunen)
(81)
(i) Teoremas 1.2 e 1.3 sobre almost-disjoint families.

(ii) Teoremas 1.5 e 1.6 sobre quasi-disjoint families (o Lema dos A-sistemas).

(ili) Uma aplicacao dos A-sistemas a Topologia, a partir da definigdo 1.7 até o Teorema
1.9: Se paa todo T C I finito, [[,., X; € c.c.c., entdo [[,.; Xi € c.c.c..

1ET

(82)
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(i) Exemplos 5 e 6 e o Lema 2.6, pags. 54—55 (MA(w) é verdadeiro, MA(2¥) é falso).

)
(ii) Teorema 2.20 (subconuntos de primeira categoria de R).
(iii) Teorema 2.21 (subconjuntos de medida nula de R).

)

(iv) Teorema 2.22 (generalizacao de Baire) e o exercicio 11: “(w; 4+ 1) € um compacto Ty
que € a unidao de wy fechados no-where-dense.

(v) Lema 2.23 e o0 Teorema 2.24 (MA(w;) implica que produto de c.c.c. é c.c.c.).
(84)

(i) Exercicio 28 (os argumentos de ida-e-volta de Cantor).

(ii) Exercicio 29 (caracterizacao da reta como ordem conexa, separdvel, sem primeiro
nem tltimo elementos).

(§5) Arvores

(i) Fazer um “survey” sobre k-drvores de Souslin e k-arvores de Aronszajn (demostrar
s6 o Lema 5.7).

(§6) O filtro c.u.b

(i) Lema 6.13 e o exercicio: Se cf(k) > w, e f: Kk = Kk € crescente e continua entdo o
conjunto dos pontos fixos é c.u.b.

(ii) Exercicio 42: Se, para w; com a topologia da ordem, f: w; — R € continua entdo

(Fa < wi)) (VB8 < wi)(a < B — f(a) = f(B)).

Kunen, cap. 1, exer. 16°): (w,)* = w, para todo 1 < n < w.

Por inducdo em n. Ponha T' = {n € w: (w,)* = wy}.

1eT: (w)? E (2v)w L7 quew 1022
10.13

SeneT, (wpe1)® Z (W)Y @ Wni1 = wn @ Wpy1 = wpy1. portanto, pelo PIF, T'=w. W

2% = wi.

Férmula de Hausdorff: Sejam s, A cardinais infinitos, entdo (x*)* = xk* ® kT (e,
portanto, (wp11)¥ = (Wn)¥ ® Wpi1)-

Suponhamos £ < A. Pelo Teorema da computagao indutiva (kT) Como
k < k¥ < X temos Kk} = 2*. Ainda, K < A < 2%, entdo k) = 2* = max(k*, kT) e
k) =rk*@ kT

Seja A < k1, entdo k* < (k) ekt < (K1), logo basta mostrar que (k) < K*@k™T:

7

Como kT é regular , cf(k™) = k7. De A < kT temos que cada fungdo f: A — k+ é

limitada, ie, existe o < kT tal qye £ < A(f(€) < o). Logo, Ykt = U, <rt Ay e

)\:2)\'

U M < ZW‘

y<kt y<kt
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e como para qyalquer vy < kT, |y| <k

(<> ‘Av‘ <) =@t

y<wt y<wt

Portanto, (k1) < k* @ k. |
Exer. 1, lista 4, (iv) e (v):

73. Teorema (Compacidade). Seja ¥ um conjunto de sentencas de uma linguagem L.
Entdo X tem modelo sse (VX' C X finito)X' tem modelo.

O Teorema da compacidade sai como corolario do Teorema de Completude de GOdel:
Y tem modelo sse ¥ € consistente. De fato, ¥’ tem modelo implica que ¥’ é consistente
que iimplica que X é consistente pois as provas sao finitas.
(iv). Por inducio em n = |A|. Para A = () nada a fazer. Suponha, como hipétese, que
para todo A de cardinalidade n e para todo R ordem parcial em A existe R* ordem total
tal que R C R*. Seja A de cardinalidade n + 1 e R uma ordem parcial sobre A. Tome
a € Aeponha A" = A\ {a}. Entao |A'| = n e R é uma ordem parcial sobre A’, logo
existe R ordem total sobre A’ tal que R C Rj.

Ponha {C; ={z € A: x #a A (z,a) & R{ A (a,z) ¢ R}. E tome a ordem

R} = RyL{(a,a1)}U{(a,y): (a,y) € Ry}U{(z,a1): (z,a) € Ry} H{(z,y): (z,a1) € Ry A (a1,y) € Ry} .

Por (i) R; é ordem. Como A é finito “o processo para”, é facil ver que R} é ordem
total sobre A. ]
(v). Sejam A um conjunto e R uma ordemparcial sobre A quiasquer. Fixe A linguagem
L={<}U{a: a € A}. Ponha
Y ={a<b: (a,b) € R}U{Va(~(z < ) }U{VaVyVz(z < yAy <z =z < 2)}U{VaVy(z <yVz+yVz

Seja X' C ¥ finito e seja I' = {a < b: (a,b) € R} NY'. Tome R' dada por

(a,b) e R a<bel.

Tome A’ = corpo R/, entdao A’ é finito. Como R é ordem parcial sobre A’ e A’ é
finito, por (iv) existe R* ordem total sobre A’ tal que R C R*. Interprete < por R*.
Entao (A", R*,{a: a € A}) =¥

Pelo Teorema da Compacidade existe M = (M, <M {aM: a € A}) Defina, para
todos a,b € A, R* por

(a,b) € R* & o™ <M pM.
Afir: R* é ordem total sobre A tal que R C R*

1) R C R*. Seja (a,b) € R Ry (a < b) € 3. Mas M é modelo de ¥, portanto,

M =g < bPRE M MM LR () e R

2) R* é irreflexiva, i.e. Va € A((a,a) ¢ R*). Suponha (a,a) € R*. Entao, pela
definicao de R*,
aM <M M I pg = Vz(—(z < 2)).
3) R* é transitivo. Suponha que (a,b) € R* e (b,c) € R*. Portanto, segue de
(a,b) € R* < aM <M pM e (b,c) € R* & bM <M M,
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74. Definigao. Seja F C P(k), (k > w cardinal). Dizemos que F € uma familia almost
disjoint (a.d.) seVx € F(lz| =k) eVa,y € Flx £y — |z Ny| < k).

75. Teorema (1.2). Seja k > w regular.

(i) Se F CP(k) € a.d. e |F| <k, entdo F nd é mazimal entre as familias a.d..

(i1) Eziste uma familia a.d. B contida em P(k) mazimal com |B| > k™.
Exemplo Em w podemos construir familias a.d. de cardinalidade 2:

t'=0,aja5a5. ..

t= 0,&1&2&3 e

A= {611, a1G2, G10203, - - }
F={A4:te(0,1)}
|F|=2“.

76. Teorema (1.3). Se k > w e 2<% = K entdo eriste uma famdlia a.d. F C P(k) com
|F| = 2~.

77. Definicao. F se diz um A-sistema se existe r — chamado raiz do sistema — tal
queVr,y e Flzr#£y—>xNy=r).

78. Lema (Lema dos A-sistemas — Sanin). Se k > w € reqular e |F| = k e Vz €
F(|z| < w), entdo existe B C F, |B| = k, B A-sistema.

Exercicio [Exercicio 2 do capitulo 2 do Kunen| Ache uma familia de cardinalidade
w, tal que todo elemento é finito e nenhuma subfamilia de cardinalidade w, forma um
A-sistema.

Tome [ J

79. Teorema (1.6). Sejam k > w e 0 > k regular tal que Yo < 0(|< Fa| < 0). Se F é
tal que |F| > 0 e Vx € F(|z| < k) entdo existe B C F com |B| =60 e B é um A-sistema.

{{i,i-a}: 1 <a<w o}

i<w

O Axioma de Martin

80. Defini¢do. Uma ordem parcial é um par (P, <) com P nao-vazio e < uma relagdo
reflexiva e transitiva. Se < for também antissimétrica dizemos que (P, <) é uma ordem
parcial propriamente dita.

Costuma-se dizer que p estende q no caso em que p,q € P e p < q e os elementos
de P chamam-se condicoes.

Dizemos que C C P é uam cadeia em P se Vp,q € P(p < ¢V q < p).

Dizemos que p,q € P sdo compativeis se Ir € P(r < pAr < q). Caso contrario
sao tncompativeis e denotamos isso porp L q. A C P se diz uma anticadeia em P se
Vp,g € Ap#q—p-Laq).

Dizemos que P € ec.c.c. se toda anticadeia de P for enumerdvel.

D C P se diz denso em P se (Vp € P)(3¢g € D)gq < p.

G C P se diz um filtro em P se

63



(i) (Vp,q e G)(Ir € G)(r <pAr<gq).
(1) (Vp e G)(Vg e P)(p < q— q€q).

Seja k > w um cardinal. MA (k) é a afirmagcdo:
Seja (P, <) uma ordem parcial nao-vazia e c.c.c., e seja D uma familia de no mdximo
k subconjuntos densos de P. Entao existe G C P filtro tal que (VD € D)GN D # 0.

81. Lema. (i) Se k < ', entdo MA(k') = MA(k).
(i) MA(w) é verdadeiro.
(#ii) M A2 € falso.
Notagao MA é Vk(w < k < 2¥ — MA(k)).

Kunen, cap. 2, exer. 27: Seja A C P(w). Vamos definir uma ordem parcial (P4, <)
por:

{(s,F): sCuw, |s|<w, FCA, |F|<w}=w]x [A.
Sep={(s,F)ep = (s, F') entao
P<pesCyd, FCFe(VMzreF)(zns Cs),

ie. (UF)Ns Cs.

p,p’ € P4 sdo compativeis sse (Vo € F)(zNs' C s)e (Vz € F)(zNs' C s) e neste caso
p" = (sUs',FUF") estende ambos: Se r = (s*, F'*) estende a ambos entdo sU s C s* e
FUF' C F* e portanto Vz € F(xz N s* C s), em particular, Vx € F(zN s C s). Para
provar < verifique que p’ estende p,p'.

Oberve que se s = ', entdo p e p’ sempre sdo compativeis e portanto se p L p’ entdo
s# .

Seja A C P4 uma anticadeia. Entdo Sq = {s: IF (s, F) € A} ~ A, pois se (p; =
(s1, F1) epy = (s9, F3)) € A e p; # py entdo s, # So.

Os s € [w]<“ e |[w]*¥ = w, portanto, S4 C [w]* também satisfaz |S4| < w e portanto
|A| < w, i.e. Py é c.c.c.

Notagao Seja G C P4 um filtro em P4. Vamos denotar por fg = {s: 3F((s, F) € G)}.

82. Lema. Sep = (S, F) € G, entio (Vx € F)(xNdg C s).

Demonstragdo Se n € x Ndg entdo n € z e n € §' para algum p’' = (s, F') € G.
Como p e p' sao compativeis z N s’ C s e portanton € N s, n € s. [ |

83. Definigao. Seja x € A. Vamos denotar por
D,={pePy:p=(S,F) comz € F}.

84. Lema. (Vz € A) D, é denso em Py4.
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Demonstragdo Seja p = (s, F) € P4. Entdo, ¢ = (s, FU{x}) € Py, g < pe
q€ D,. [ ]

85. Lema. Seja G C Py filtro e x € A. Se GN D, # 0 entdo |x Ndg| < w.

Demonstragao Seja p = (S, F) € GN D,. Temos x € F (poisp € D) e xNdg C s
(pois G é filtro), portanto, |z Ndg| < |s| < w. u

86. Teorema (2.15). Assuma MA(k). Seja A,C C P(w) tais que |A| =k, |C| = k e
(Vy € C)(VF € [A]<¥)|ly\ UF| = w. Entdo existe d C w tal que (Vz € A)(lcNzx| <w) e
(Vy € C)|ldNy| = w.

Para y € C, n € w, seja
EY={p=(S,F)ePq:ynsZ x}.

(Vy € C)(Vn € w)EY ’e denso em Py:
Seja p = (s,F) € P4. Como |s| < we |y\|JF| = w, entdo existe m > n tal que
mey\UJF. Sejag=(sU{m},F) €Py

®g=p
r€F=m¢ux (sendome|JF).
e g€ EY poism € (sU{m})Nyem¢&n, portanto, (sU {m})Ny < n.

D={D,:z€ A} U{EY: y€(C, n€w}. Assim, |D| = k; logo, por MA(k), existe
um filtro G C P4 tal que G N D # 0 para todo D € D.

De G N D, # 0, segue que |dg N z| < w, portanto, (Vo € A)|d, Nz| < w.

De GNEY # 0, segue que sNy Z n para algum p = (s, F') € G e portanto |dgNy| = w.
|

87. Corolédrio. MA(k) = se A C P(w) € uma familia a.d. com |A| = k, entio A é
mazimal.

Demonstragao Seja C = w. Vamos verificar que |w\|J F| = w para todo F' € [A]<“.
Seja F'={x1,...,2,} C Aesejaz*€ A\ F.

o |[TFNuy| <w,i=1,...,n.
e [z"N(UF)| <w.
=@ \UF)U (@ NUF); |z*| =w, |[z* N|JF| < w portanto |z* \ J F| = w.

z*\UF Cw\F portanto |w \ |J F| = w e podemos aplicar o teorema para obter
dCwtalque |d =we (VzreAldNz| <w. u
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Dia 6/6/97

Relembrando

MA(k): Se (P,<) é uma oredem parcial c.c.c. ¢ D é uma familia de < k densos de P,
entao existe filtro G C P tal que G N D # 0 para todo D € D.

MA: Vi(w < kK < w¥ = MA(k)).

.A g P(W) — PA.

88. Teorema (2.15). MA(k) = sejam A,C C P(w) com |A|,|C| < k e tais que (Vy €
C)(VF € [A")y \UF| = w. Entao existe d C w tal que (Vz € A)ldNz| < w e
Vy € C)|ldNy| = w.

A partir disto, dada A C P(w) a.d. com |A| = k,se z1,...,2,,y € Aey #x1,...,2,
entao |y \ (z; U---Ux,)| = w e portanto pode-se aplica 2.15 com A e C = w, para obter
d Cwtal que |d = we (Vz € A)|dNz| < w; 0o que mostra que A* = AU {d}. é uma
familia a.d. que estende .A.

89. Lema (2.17). Seja B C P(w) uma familia a.d. com |B| = k e seja A C B.
MA(k) = erxiste d C w tal que (Vz € A)|[dNz| <w e (Yye B\ A)ldNy| =w.

Demonstragao Aplique 2.15 com C = B\ A. Sejay € B\Ae F = {z,...,2,} C A
Entao y # z1,...,%, € jd vimos que |y \ (z1 U---Ux,)| =wie [y\UF|=w. |

90. Coroldrio. MA(k) = 2¥ = 2" (para w < Kk < 2¥).

Demonstragao Sabemos que existe alguma F C P(w) a.d. com |F| = 2¥ e podemos
escolher B C F com |B| = k ( é claro que B também é a.d.).

Seja ¢: P(w) — P(B) definido por ¢(d) = {z € B: |[dNz| <w} C B.

Dado A € P(B), por 2.17, seja d C w tal que |[dNz| <w parax € Ae |[dNz| =w

para z € B\ A.
Entao ¢(d) = A, portanto, € ¢ = P(B) i.e. ¢ é sobre B. Logo |P(w)| > |P(B)|
i.e. 2¥ > 2% > 2¥ portanto 2 = 2%, [ ]

91. Corolario. MA = 2% ¢ reqular.

Demonstragio Seja k < 2, entdo por MA, 2 = 2% e, por Konig, cf(2*) > k. Logo
cf(2¥) = 2v.

§3. Sao equivalentes
(i) MA(k).
(ii) MA(k) “restrito” a ordem parciais com cardinalidade < k.
(iii) MA(k) “restrito” a ordem parciais que vieram de dlgebras de Boole.

(iv) Intersecgdo de k abertos densos num compacto Hausdorff c.c.c. é nao-vazia.
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MA (w;) — produto qualquer de espagos topoldgicos c.c.c. é c.c.c..

§4. O Problema de Souslin.

92. Defini¢do. Uma reta de Souslin é uma ordem total (X, <) que € c.c.c.fia topologia
da ordem (i.e. qualquer famdlia de abertos 2-a-2 disjuntos é enumerdvel), mas nao é
separdvel (i.e. ndo contém denso enumerdvel).

A hipétese de Souslin (SH) é a afirmagio: Nao existe reta de Souslun.
Sabe-se:

¢ MA + —-CH = SH.

e Jensen provou que SH é consistente com ZF + GCH e que ¢ = —SH, onde ¢ é
consistente com ZF + GCH.

e SH é idependente de ZFC + GCH.
93. Lema (4.3). Se X ¢é uma reta de Souslin entio X x X nao é c.c.c..

Demonstragao Vamos construir por recursao transfinita sobre a < w1, @q,ba, o €
X tais que Va < w;

(1) ag < by < cq.
(ii) Jaq, ba[# 0 € |ba, cal# 0.
(iii) ]aa,calN{be: & < a} =0.

Seja W = {x € X: x é ponto isolado}. Se z € W, {z} é aberto e {{z}: z € W}
seria familia de abertos 2-a-2 disjuntos, potanto |W| < w.

Seja o < wy e suponhamos ag, bg, ¢z obtidos para todo § < o; a < w; entdo |a| < w
portanto |{b¢: £ < a}| < w portanto W U {bs: £ < a}| < wlogo WU {be: £ < o} ndo é
denso em X i.e. WU {bs: £ < a} #0. Como Z = X\W U {b¢: £ < a} é aberto nao-vazio,
existe algum intervalo, # 0, ]a,, co[C Z.

Seja © €]aq, cof, entdo x ndo é isolado e portanto |a,, ¢o[ € infinito; e podemos escolher
bo €]aa, ol tal que |aq, bo|# 0 € |ba, co[# 0.

Sejam agora, para cada a < wi, U, =|aq, ba[X]ba, co[ aberto nao-vazio de X x X.

Seja & < a, entdo by < a, ou ¢, < be. No primeiro caso: |ag, be[N]aq, ba[= 0.
Consequentemente UsNU, = 0. No segundo caso: |b,, ca[N]be, ce[= 0 portanto U.NU, = 0
e {Uy: @ < wy} é uma familia de w; abertos ndo-vazios 2-a-2 disjuntos. [ |

94. Teorema. MA(w;) = —SH.

Demonstragdo MA (w;) implicaria que X x X é c.c.c., se X é c.c.c.. [ |
Sabe-se que se (X, <) é uma ordem total tal que

(i) ndo tem minimo nem méaximo,

(ii) é conexa na topologia da ordem,
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(iii) é separdvel na topologia da ordem,

entdo (X, <) ~ (R, <).
Souslin perguntou em 1920 se (7), (i7) e

(i) X é c.c.c. na topologia da ordem,

também implicaria que (X, <) ~ (R, <).

SH = “pergunta de Souslin tem resposta sim.”

—-SH = existe reta de Souslin Y; a partir de Y pode-se construir uma reta de Souslin
X que satisfaz (i), (i7) Rightarrow pergunta de Souslin tem resposta nao, portanto
(SH) Rightarrow “a pergunta de Souslin original.”

Seja (X, <) uma ordem total.

95. Definigdo. (A, B) ¢ um corte de Dedekind de X se A, B C X, 0# A, 0# B,
ANB =0, AUB =X, (Va € A)(Vb € B)(a < b).

Dizemos que | € X é um ponto limite de um corte de Dedekind (A, B) sel = max A
ou | = min B.

(X, <) se diz densa se (Va,b € X)(a < b —]a, b[# 0).

(X, <) se diz completa se todo corte de Dedekind de X tem ponto limite.

Temos:
(i) (X, <) é densa sse todo corte de Dedekind de X tem no maximo um ponto limite.

(ii) (X, <) é completa sse todo subconjunto nio-vazio e limitado superiormente de X
tem supremo sse IDEM para infimo.

(iii) (X, <) é conexa na topologia da ordem sse todo corte de Dedekind de X tem exa-
tamente um ponto limite sse é completa e densa.

96. Teorema (4.4). Se existe uma reta de Souslin Y entdo existe uma reta de Souslin
X tal que

(i) X € densa,
(#) nenhum aberto nao-vazio de X € separdvel.

A construgao de X a partir de Y: Seja ~ uma relagao definida em y XY porz ~ y &
o intervalo em z e y é separdvel. Ponha X =Y/ ~={[z].: z € Y}.Se I, J € X, digamos
I=z].eJ=][yl., com I < Jssex <y nosdd uma relacdo de ordem nas classes. H

No Kunen, cap. 2, exer. 30, se existe uma reta de Souslin endo existe uma reta de
Souslin que satifaz (i) e (i7) da pergunta de Souslin: comegando com uma reta de Souslin
Y, pelo Teorema 4.4, seja X que satisfaz (i) e (i7) do Teorema. Joga-se fora o min e o
max de X se existirem e toma-se o “completamneto de Dedekind” da reta obtida. [ |
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Dia 11/6/97

Arvores

97. Defini¢do. Uma drvore é uma ordem parcial (T, <) tal que (Vzx € T){y € T: y < z}
¢ um conjunto bem-ordenado por <.

Seja 1" uma arvore. Para cada x € 1" definimos a altura de = € T por

h(z,T) = type({y € T: y € z}),
para cada ordinal « definimos o nivel em 7" por
Levo(T) ={z € T: h(z,T) = o},
definimos a altura da arvore T por
h(T) = min{a: Lev,(T) =0} =sup{h(z,T)+1: 2z €T}.

Ponha

B = min{a: Lev,(T) =0}
v=sup{h)z,T)+1: 2z €T}.

Para todo z € T h(z,T) < h(z,T) + 1 < 7, portanto, & Lev,(T) i.e. Lev,(T") = 0 logo
B < 7. Por outro lado, (Vz € T)x € Levyr)(T) # 0 portanto h(z,T) < § portanto
h(z,T)+ 1< Blogoy=sup{h(z,T)+1: 2 €T} <g.

Dizemos que 7" C T é uma subarvore de T se (Ve e T)(Vy e T)(y <x —y € T").
Se T" é subarvore de T e x € T', entdo h(z,T") = h(z,T).

Exemplo

e T qualquer, <=0, (Vz € T)h(z,T) =0, h(T) = 1.

e T'=§ com a ordem usual, (Va < §) h(a,T) = a e h(T) = 6.

o T=<9=J{*:a <6} coms<tssesCt.
SEaIM{tE<51:t<S}’:Oz
t<s=t=s| 3 para algum 3 < a, portanto, h(s,T) = « e h(T) = ¢.

Dizemos que T é uma arvore [-aria completa de altura J, e no caso [ = 2 é
conhecida como arvore binaria completa.

Dizemos que C C T é uma cadeia em T se (Vz,y € C)(z < yVy < z). Dizemos que
A C T é uma anticadeia em 7T se (Vz,y € A)(x £y — (znot <y Ay £ x)).

Observagao Considerando P = (T, <), os conceitos de cadeia e anticadeia aqui
definidos coincidem com os definidos por ocasido de MA(). HAveria algum problema com
z,y,€ T serem incomparaveis em (7, <) e ndo serem incompativeis em (P, <p). Mas
isto nao acontece pois se x,y sao compativeis em P entao existe z € T tal que x < z e
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y < z e portanto estaria em {t € T: t < z} que é bem ordenao e seriam consequentemente
comparaveis.

Uma drvore T se diz k-drvore (k-regular) se h(T) = k e (Va < k)| Lev,(T)| < k.

Uma arvore T se diz k-arvore de Aronszajn se for umas-arvore na qual toda cadeia
tem cardinalidade < k.

Uma 4rvore T se diz k-drvore de Souslin se |T'| = k e toda cadeia e anticadeia tem
cardinalidade < k.

Nao existe w-arvore de Aronszajn.

Existe wi-arvore de Aronszajn.

Existe wi-arvore de Souslin sse existe uma reta de Souslin.

O filtro c.u.b.
Um filtro sobre A é uma familia F C P(A) tal que

(i) Ae F,0¢ F.
(i) (VX,Y € F)XNY € F.
(iii) (VX € F)(VY CA)X CY =Y € F).
Um ideal sobre A é uma familia Z C P(A) tal que
(i) A¢Z,0eT.
(i) (VX,Y e )XUY eT.
(iii) VX e FIVY CA)(Y CX Y e F).

Notagdo C CP(A) ~C*={A\ X: X € C}.

Se F é um filtro sobre A entao F* é um ideal sobre A e vice-versa, e F** = F e
I =1T.

F C P(A) se diz um ultrafiltro sobre A sse F ’e um filtro maximal sobre A sse F
é um filtro tal que (VX C A)(X e FVA\ X € F).

F C P(A) tem a propriedade da intersecgao finita (p.i.f.) se (Vn > 1)Xq,... X, €
F = XinNn---NX, # 0 e F se diz fechada por intersecgoes finitas se (Vn >
NXy,.. X, e F=X1Nn---NX, € F.

(i) Se F tem p.i.f., entdo
F={Nc:0#ceF}

é fechada por intersecgoes finitas e 0 ¢ F.

(ii) Se F é fechada por intersecgdes finitas e 0 ¢ F, entdo

(F)={X C A: (¥ € F)Y C X}.
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Os dois itens acima, juntos, implicam que se F tem p.i.f. entao
(F)y={X C A: (30 #C € [F]*¥)bigcapC C X}

serd o filtro gerado por F. Reciprocamente, se existe filtro FDOF , entao F tem p.i.f..
Exemplo Seja A infinito,

F={XCA: |A\X|<w}
é um filtro (conhecido como filtro de Fréchet).
Fr={XCA: |X|<w}

é um ideal sobre A. Observe que se U é um ultrafiltro sobre A tal que (Va € A) {a} ¢ U,
entao F C U.

Um filtro F sobre A se diz k-completo se F é fechado por interseccoes de < k
elementos, i.e. se 0 # C C F e |C| < k entdo |JC € F. Em particular, todo filtro é
w-completo.?

Seja ¢ um ordinal limite e seja C' C p:

e dizemos que C' é fechado em pu se para todo ordinal limite § < u, se C N§ é
ilimitado em ¢, entdao § € C' equivale a C ser fechado na topologia da ordem de u,

e dizemos que C é ilimitado em p se sup C' = p,
e dizemos que C' é c.u.b. em p se C' é fechado e ilimitado em p.
Exemplo Seja p > w e tome

L ={X < p: A éordinal limite}
LL={\<p:\é “limite de limites” } .

Define-se o filtro C.u.b. de p como sendo
C.ou.b.(u)={X Cpu: (3C C pu)(CéCub.empeCC X)}.
98. Lema. Seja p tal que cf(p) > w.

(i) Se A < cf(u) (A cardinal) e C,, sdo c.u.b. em p para o < A entdo (|{Cq: @ < A} €
c.u.b. em p.

(#) C.u.b.(u) é um filtro cf(u)-completo.

Demonstragdo Ponha C* = [ {C,: a < A}.

Seja A < p limite e suponhamos que C*NJ é ilimitado em §. Entao C,N¢ é ilimitado
em ¢ para todo a < A e, portanto, d € C,, logo § € C* i.e. C* é fecahdo em p.

Dado & < e dado a < A, seja fo(§) = min{n € C,: £ < n} (pois C, é ilimitado em
p e seja g(§) = sup {fa(§): & <A} < p (pois A < cf(p)).

9analogamente para ideais.
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Consideremos a sequencia

g’ =¢
9" (&) = 9(g"(€), n<w
g°(&) = sup {g"(£): n < w}.

g“(€) < p pois w < cf(u) e g¥(€) é ordinal limite pois é sup de uma sequencia crescente.
Mostrando que C, N ¢g¥(£§) ¢é ilimitado em ¢*“(&) teremos que ¢g¥(§) € C,, pois Ché
fechado, e portanto ¢g* (&) € (N C,.

Seja B < ¢g¥(&) e seja B* = max {{, B} < ¢¥(§). Entdo [* < g™(§) para algum n < w

b < g"(&) < fa(g"(&)) < g"(€) < g¥(&)
Le. b* < fo(9™(8)) e fa(g™(€)) € CuNg¥(§) ie. CuNg¥(€) é ilimitado em ¢g¥(£) portanto
9“(§) € Cq logo g“(£) € C™. -
S C pse diz estaciondrio se SNC # 0 paratodoC C pc.ub. («+» S ¢ C.u.b.(p)* <
S # u\ X paratodo X € C.u.b.(u) & S € p— C para todo C c.ub. & SNC #0.)
Exemplo Se cf(y) < A, A regular, entdo S = {a < pu: cf(k) = A} é estaciondrio em

(S

-
C = {7,: a € type C}: “enumracdo canénica de C (|C| < cf(p) > N).
A < type C' portanto existe v, € C
cf(yy) = At h: typeC' — C isomorfismo
h(A) =7
h | A: A = 7, é cofinal crescente em +, portanto cf(y,) = cf(\) = A; portanto, vy, € S,
vy € C'logo SNC #0.
So = {a<wy: cf(a) <w} e S = {a<wsy: cf(a) <wp} s@o estaciondrios em wy e
So N Sj.

Dia 13/6/97

Dizemos que S C u éestacionario em p se S N C neq0 para todo C' c.u.b. em pu.
Exemplo Se A < cf(p), A regular. Sy = {a < A: cf(a) = A} é estaciondrio em p.
Demonstragao Seja C c.u.b. em y; C = {v¢: £ < 7}, onde 7 = type(C)".

Afirmacao: cf(y)) = A e, consequentemente, v, € Sy N C. 7 ~ C, portanto, |7| = |C| >

cf(u) > A, portanto, A < 7 e estd definido vy, = h(A). Vamos mostrar que h [ A: A — 7,

é cofinal'l.

Seja 0 = sup {7¢: £ < A} =supim(h [ A) < 5. Observe que C'N o é ilimitado em o

—pois 7¢ € CNo — e como C é fechado, segue que o € C.

Como 0 € C e 0 < 7y, entao 0 = ¢ para algum £ < A. Por sua vez, ¢ > ¢, para
todo & < A, portanto o = 7, = supim(h [ \) é cofinal em ~,. [ ]

p=wy~Sy ={a<wsy: cf(a) =we}
S1={a<wy: cf(a) <wi}

10~, seria a “enumeragio” candnica de C, i.e., h: 7 = C, h o isomorfismo de ordem entre C' e o seu
tipo de ordem, e ¢ = h(¢).
Hge £ < A, ¢ = h(€) < h(X) =y, i.e., A | X é de fato uma funcdo em ).
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So e S sao estacionarios em wy € Sy NSy = 0.

Seja k fracamente inacessivel —i.e., K é rgular e cardinal limite — vimos que kK = w,,
entdo seja g: k — k definida por g(a) = (w,)", para todo « < k. g é 1-1 e g(a) é um
cardinal regular para todo a < k, portanto, {(ws)": @ < K} ~ K, i.e., existem k cardinais
regulares menores que K e por isso teremos k estaciondrios — Sy = {a < k: cf(a) < A},
para todo A < k regular — disjuntos.

No caso em que k é um cardinal sucessor, Ulam provou que também existem k
estaciondrios em k os quais sdo disjuntos; e mais genericamente, para k regular, dado
S C k estacionario em x , S pode ser decompsto em x subconjuntos estacionarios de k os
quais sao disjuntos.

99. Teorema™MA*. Sejam M,, para o < k, subconjuntos de R, cada um de medida de

Lebesgue nula. Entio ,_,. M, tem medida de Lebesgue nula.

a<K

Dizemos que M C R tem medida de Lebesgue nula se dado ¢ existe U C R aberto
tal que M C U e a medida de Lebesgue de U é no maximo .

Demonstracao Fixemos ¢ > 0. P = {P C R: P é aberto e u(P) < ¢}, onde p é a
medida de Lebesgue. Defina a relagao de ordem em P por

p<q<qCp

Vejamos que (P, <) é c.c.c..

Seja C o conjunto de todas as unioes finitas de elementos de B, onde B é o conjunto
enumeravel de todos intervalos abertos com extremos racionais, i.e., B é uma base enu-
meravel de R (top. ususal). Entdo sempre que V' é aberto (ou mesmo mensuravel) e § > 0
existe um C € C tal que p(CAV) < 6.

Suponha A = {p,: a@ < w;} C P anti-cadeia. Como u(p,) < €, existe § > 0 fixo tal
que X = {a < w;: pu(pa) <e— 30} é ndo-enumerdvel.

Para a € X escolha C € C tal que pu(p,AC,) < 4. Se a, 3 sao disjuntos em X entao
Do L pg. Assim, u(p, Upg) > €; como u(p, Npg) < e — 35 nds temos pu(papg) > 39.
Como p(paAC,) <6 e pu(pgACs) < 6 temos pu(CoACs) > 4.

X — C, portanto, calC nao-enumeravel.

Para o < k seja D, = {p: M, C p}. D, é denso em (P, <). De fato, fixemos ¢ € P;
u(q) < e, assim existe um aberto V com M, CV e u(V) <& — u(q).

Entdo p = ¢ UV tem medida u(p) < €, assim p € P portanto p é uma extenséo de ¢
em D,. Seja G um filtro tal que G N D, # 0. Entao M, C |JG. Logo ., M.a C |JG.
Falta mostrar que p(|JG) < e.

Se G é um filtro em (P, <), | JG é aberto; e se p, g € G eles tém uma extensdo comum
r€Gecomor <pVg, nés temos pVq € G.

Py,...,P, € G entao |J;_, P, estd em G, portanto u(l|J P;) < e. Assim, por aditivi-
dade enumerével de p, sempre que A é um subconjunto enumerdvel de G, p(|JA) < e.

Vamos mostrar que | J A = |J G para algum A C G enumerdvel. Tomemos A = GNB,
entdao pu(JG) <e.

a<k
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100. Defini¢ao. Sejam C, C k, para a < k. Define-se a intersec¢cao diagonal
NockCo = {7 < a: Va <)y € Cy}.

101. Teorema. Se k > w reqular e Cy, c.u.b. em k para todo o < k entao D = Ny.C,
¢ c.u.b. em k.

Demonstragao Vamos provar primeiro que D é fechado. Seja § < k orinal limite
tal que DN é ilimitado em . Seja o < §; vamos mostrar que Cy, N ¢ é ilimitado em 4§,
daf teremos ¢ € C, (pois C, é fechado) e, portanto, § € D.

Seja 8 < 6. Como N éilimitado, seja y € DNJ tal que 8* < 7, onde §* = max{a, }.
De v € D temos v € C¢, para todo § < v, em particular o < -, portanto, v € C,.. Logo,
v € C,Né e portanto C, N6 é ilimitado em 6.

Agora, provaremos que D é ilimitado em k. Dado & < k, [{Cy: a < &} é c.u.b. em

K, portanto, seja g(§) = min {776 Nace Cat € <77}. Entdo, &€ < ¢g(§) < ke g(§) €
N{Ca: a <&}

Definimos por recursao finita:

9°(&) =¢
9"t (&) = 9(g™(£)), Yn < w,

e seja § = sup {¢g"(£): n < w}, portanto'?, § é ordinal limite.
Sejam «, 8 < § e #* = max{a, B}(< 0). Pela definigdo de § existe n < w tal que

B < g™(&).
<9
eMN{Cy:v<g"(€)}-

a < g"(€), portanto, g™ € C, e g""(£) < 4, portanto, B < ¢g"T(E) € Cans,
portanto, § € C,, portanto, § € D. [ |

a<f"<g"(€) <g"() {

102. Teorema. k > w reqular. S C Kk estaciondrio em k, f: S — Kk regressiva — i.e.,
(Vy € S)f(v) <. Entio Fa < k)f1({a}) € estaciondrio em k.

Demonstragao Se nao, para cada o < k, existe C,, C k c.u.b. tal que f!({a})NC, =
0. Seja D = A yciCy. D é c.u.b. em k, portanto, D NS # 0.

Sejay € DN S esejaa= f(y) <. Entao v € f~*({a}) e v € D, portanto, v € C¢
para todo £ < 7, em particular vinC,. Logo vy € f~*({a})NC, contra f~1({a})NC, = 0.
|

2g7(€) < 9(g™(8) € N{Ca: a < g"(§)}
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