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A capa é um passeio aleatorio. De verdade!

\AddToShipoutPicturex{
\put(20,150)
{
\RandomWalk {
number = 1500,

length {6pt, 12pt}}

}

compilagoes diferentes do IATEX resultardo em capas diferentes (com probabilidade 0,999).



[Rosencrantz and Guildenstern are riding horses down a path - they pause)

R: Umm, uh...

[Guildenstern rides away, and Rosencrantz follows. Rosencrantz spots a gold coin on the ground]
R: Whoa - whoa, whoa.

[Gets off horse and starts flipping the coin] R: Hmmm. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads. Heads.
Heads. Heads. Heads. Heads. Heads.

|Guildenstern grabs the coin, checks both sides, then tosses it back to Rosencrantz]

R: Heads.

[Guildenstern pulls a coin out of his own pocket and flips it]

R: Bet? Heads I win?

|Guildenstern looks at coin and tosses it to Rosencrantz]

R: Again? Heads.

R: Heads

G: A weaker man might be moved to re-examine his faith, if in nothing else at least in the law of probability.

R: Heads

G: Consider. One, probability is a factor which operates within natural forces. Two, probability is not operating as a factor. Three, we are now held
within um...sub or supernatural forces. Discuss!

R: What?

(-]

R: Heads, getting a bit of a bore, isn't it?

: 78 in a row. A new record, I imagine.

: Is that what you imagine? A new record?
: Well...

: No questions? Not a flicker of doubt?

: I could be wrong.

: No fear?

: Fear?

: Fear!

T OoORFROQORORORA

: Seventy nine.

G: I don’t suppose either of us was more than a couple of gold pieces up or down. I hope that doesn’t sound surprising because its very unsur-
prisingness is something I am trying to keep hold of. The equanimity of your average tosser of coins depends upon a law, or rather a tendency, or let
us say a probability, or at any rate a mathematically calculable chance, which ensures that he will not upset himself by losing too much nor upset his
opponent by winning too often. This made for a kind of harmony and a kind of confidence. It related the fortuitous and the ordained into a reassuring
union which we recognized as nature. The sun came up about as often as it went down, in the long run, and a coin showed heads about as often as it

showed tails.

Tom Stoppard, Rosenkrantz and Guildenstern are dead (1996).
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1 = ESPACOS DE PROBABILIDADE
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1.1 ESPACOS DE PROBABILIDADE DISCRETOS

Monty Hall é o nome do apresentador de um concurso televisivo exibido na década de 1970 nos
Estados Unidos chamado Let’s Make a Deal, e é o nome de um problema agora classico em probabi-
lidade. O jogo consistia em o apresentador Monty Hall apresentar trés portas a um espectador que
concorre a um prémio escondido pela porta escolhida através de um processo de escolhas que sera
descrito a seguir. O protocolo da brincadeira é: Monty Hall escolhe, ao acaso com igual probabili-
dade, uma das portas para esconder um carro; nas outras duas esconde um bode cada. Na primeira
etapa o concorrente escolhe uma porta ao acaso (que ainda nao ¢ aberta); em seguida Monty Hall
abre uma das outras duas portas que o concorrente nao escolheu, sabendo que ela esconde um bode

e escolhendo ao acaso se houver mais de uma possibilidade. Com duas portas fechadas apenas, e



sabendo que o carro esta atras de uma delas, o apresentador oferece ao concorrente a oportunidade
de trocar de porta. O concorrente tem que decidir se permanece com a porta que escolheu no inicio
do jogo ou se muda para a outra porta que ainda esta fechada; feita a escolha, o apresentador abre a
porta escolhida e o concorrente leva o prémio escondido pela porta.

Assumindo que o objetivo do jogador é ganhar o carro, o problema é determinar uma estratégia
de decisao que maximiza a chance de ganhar o carro. A resposta para esse problema sera dada
mais a frente no texto, no momento convidamos o leitor a refletir um pouco sobre o problema antes
de passar adiante na leitura, para, ao menos, identificar os experimentos aleatérios escondidos na
descrigao feita no paragrafo acima.

Um modelo probabilistico para um experimento aleatdrio é caracterizado por um espago amostral
— conjunto dos resultados possiveis — um espaco de eventos — familia! dos subconjuntos de resulta-
dos que admitem uma probabilidade — e uma (medida de) probabilidade — uma funcao que associa

um valor numérico a cada evento.

ESPACO AMOSTRAL O espago amostral de um experimento aleatério, quase sempre denotado por
(2, € um conjunto nao vazio em que cada elemento representa um resultado possivel do experimento
e cada resultado tem um representante que pertence ao conjunto. Um elemento de 2 é chamado de

ponto amostral e a escolha de algum ponto amostral representa uma realizacao do experimento.

Exemplo 1.1. Sao experimentos com respectivos espacos amostrais
1. um dado é lancado e observamos a face para cima, 2 ={1,2,3,4,5,6};
2. uma moeda é lancada e observamos sua face para cima, 2 = {Ca,Co};

3. uma moeda ¢é langada até sair coroa, 2 = {(Co),(Ca,Co),...,(Ca,Ca,...,Ca,Co),...,(Ca,Ca,...)},
cada ponto amostral é representado por uma sequéncia de Ca que, eventualmente, termina

com Co;

4. uma moeda honesta ¢ langada sucessivamente e pergunta-se o que ocorre primeiro, uma sequén-
cia de trés caras ou trés coroas consecutivas. Um espaco amostral é considerar todas as sequén-

cias (a; € {Ca,Co}: i > 1) de resultados possiveis, isto ¢, Q = {Ca,Co}";
5. observamos tempo de vida de uma lampada em minutos, 2 ={teR: t > 0};

6. um dardo é lancado num alvo circular de raio 1 e observamos o ponto atingido, um espago
amostral é obtido usando um sistema de coordenadas cartesianas com a origem no centro do

alvo de modo que Q2 = {(x,y) € R?: x2+y2 < 1}.

'Familia é usado como sinénimo de conjunto.



O espago amostral de um experimento aleatério reflete a observagao do resultado de um experimento
e nao é unico; no item 3 do exemplo acima, podemos escrever o espago amostral {1,2,3,...,00} para
representar os resultados do experimento. No item 6 do exemplo acima, podemos escrever o espago

amostral com pontos dados em coordenadas polares {(r,0) € R2:0<r<le - m<B< |3 O

Exercicio 1.2. Identifique os experimentos aleatdrios e descreva um espago amostral para o problema
de Monty Hall.

ESPACO DE EVENTOS Intuitivamente um evento aleatério de um experimento aleatério é um acon-
tecimento observavel ao final da realizagao do experimento. Quando da realizagcao do experimento
deve ser sempre possivel dizer se tal fendmeno ocorreu ou nao ocorreu. Por exemplo, se um dado é
lancado entao o resultado “é um numero par” e o resultado “é um nimero maior que 3” sao eventos
do experimento de lancar um dado. Um evento E é representado no modelo probabilistico por um
subconjunto Eq; do espago amostral 2 o qual fica definido pela colecao de resultados possiveis do
experimento que satisfazem a descricao do evento. No exemplo do dado, se 2 ={1,2,3,4,5,6} entao
“é um ntmero par” e “é um numero maior que 3” sao modelados por {2,4,6} e {4,5,6}, respectiva-
mente. Usualmente, omitimos a referéncia ao espaco amostral e usamos E para denotar Eg,.

Assim, um modelo de um evento aleatério é subconjunto do espago amostral (2 também chamado
de evento aleatorio. Na realizacao de um experimento o evento A C 2 ocorre se o resultado observado
é representado por um elemento de A, caso contrario o evento A ndo ocorre. Em especial, @ é o evento
impossivel; €2 é o evento certo; {w} € um evento elementar para cada elemento w € 2; o complemento

do evento A é o evento ndo-A dado por

A=Q\A={weQ:weA).

Em um langcamento de dados 2 ={1,2,3,4,5,6} e sao exemplos de eventos

* A={2,4,6}, ou seja, A representa o evento “nimero par”;
* A={1,3,5}, ou seja, A representa o evento “ndo é namero par”;
* B={4,5,6}, ou seja, B representa o evento “ntimero maior que 3”;

* C={4}, ou seja, C representa o evento “numero 4”;

ANA =g, ou seja, AN A representa o evento “nimero par e numero impar”, que é o evento

impossivel;

AUA =), ou seja, AU A representa o evento “nimero par ou numero impar”, que é o evento

certo;



* BNC ={4}, ouseja, BNC representa o evento “niimero maior que 3 e nimero 4” que € 0 mesmo

evento que “numero 4”;

* BNA={4,6}, ouseja, BNArepresenta o evento “nimero maior que 3 e numero par”;

* 0 evento “multiplo de 2 ou multiplo de 3 mas nao multiplo de ambos” é representado pela
diferenca simétrica {2,4,6}A{3,6}=({2,4,6}U{3,6})\({2,4,6}n{3,6})={2,3,4}.

Dizemos que A e B sao eventos disjuntos ou eventos mutuamente exclusivos quando nao tém

elementos em comum, isto ¢, ANB = &. Os eventos Ay, A,..., A, sdo ditos mutuamente exclusivos

se sao disjuntos tomados dois-a-dois, isto ¢, A; N A; = @ sempre que i # j. Embora eventos sejam

conjuntos e a Teoria dos Conjuntos tem uma linguagem tradicional e bem aceita a Probabilidade tem

um linguagem particular para os eventos (veja a tabela 1.1 abaixo).

Notagao | Eventos Conjunto

Q espacgo amostral, evento certo | universo

%) evento impossivel vazio

{w} evento elementar conjunto unitario

A evento subconjunto

A ocorre A weA

A nao ocorre A w ¢ A (complemento)
ANB ocorre Ae B w € AN B (interseccao)
AUB ocorre A ou B w € AUB (uniao)

A\B ocorre A e nao ocorre B w € Ae weB (diferenca)
AAB ocorre A ou B, nao ambos w€eAUBewe ANB (diferenca simétrica)
ACB se ocorre A, entao ocorre B w € A = w € B (inclusao)

Tabela 1.1: “dicionario” de termos da Probabilidade.

Denotemos por .A um conjunto de eventos aleatérios que podem ocorrer num experimento alea-

torio. Para ser consistente com a intui¢ao A deve ter @ e (2 entre seus elementos, ser fechado para as

operagoes usuais de conjunto e, também, pedimos que satisfaca o seguinte: se A; € A paratodoi>1,

entdo (J;»; A; € A e uma justificativa para isso ¢ dada adiante.

Um espago de eventos é um conjunto .A de eventos aleatérios de um experimento aleatério. Quais

sao as familias de subconjuntos de {2 que podem ser tomadas como espaco de eventos € um assunto

que nio trataremos. Uma escolha ébvia é o conjunto 2 das partes de {2, mas acontece que em

muitos casos é preciso restringir essa familia a um subconjunto préprio de 2* para que questdes



probabilisticas facam sentido. Por ora, chamamos aten¢ao ao fato de ser possivel haver subconjun-
tos de um espago amostral {2 que nao sao eventos aleatdrios, como é o caso dado no exemplo 1.10

adiante, na pagina 12. Esse fendomeno s6 é importante quando {2 é muito grande (ndo enumeravel).

Exercicio 1.3. Descreva, de acordo com a solucao dada no exercicio 1.2, o evento de interesse no
problema de Monty Hall, isto ¢, o subconjunto que modela o evento “o espectador concorrente ganha

o carro”.

MEDIDA DE PROBABILIDADE Uma medida de probabilidade sobre um espago de eventos A de um
espaco amostral {2 é uma fungao, genericamente denotada por [P, que atribui a cada evento aleatdrio

A € A um numero real P(A) satisfazendo os seguintes axiomas
A1l - ndo negatividade: P(A) > 0O;
A2 —normalizagao: P(€2)=1;

A3 - aditividade enumerdvel: IP’(U,>1 A,-) = ) ;>1P(A;) sempre que {A;: i > 1} € um conjunto de

eventos mutuamente exclusivos.2

As primeiras consequéncias importantes desses axiomas sao enunciadas na proposi¢ao a seguir.

ProrPosiGAO 1.4 Sdo consequéncias desses axiomas:
1. A probabilidade do evento impossivel é P(@') = 0.

2. Aditividade finita: se A1, A, ..., A, sdao eventos mutuamente exclusivos entao

Un]-$orm
i=1 i=1

3. A probabilidade do complemento é P(A) =1 —P(A), para todo evento A.

4. Monotonicidade: se A C B entao P(A) < P(B).

5. Regra da adigao: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) para quaisquer eventos A e B.
DemonsTRAGAO. Fazendo A; =2 e A; = & para todo i > 2 temos, pela aditividade enumeravel, que

P(Q):P(QU@U@U---U@U---):IP(Q)+ZIP’(®)

i=2

20 lado esquerdo da igualdade ndo depende de uma enumeragao particular dos conjuntos A; e, nesse caso, 0 mesmo

vale para o lado direito, veja (s.1) do apéndice.



portanto, pela nao-negatividade, resta que P(@) = 0. Agora, definindo A; = @ para todo i > n

P[OA,]:P[UA,'): ZP(A,'): iP(A,)+ZP(®): iP(Ai)
i=1 i=1 i=1

i>1 i>1 i>n

que é o resultado afirmado.

A probabilidade da complemento segue do item anterior e da normalizagao. Os detalhes ficam a
cargo do leitor.

Para monotonicidade, consideremos A e B eventos tais que A C B. Usamos que B pode ser escrito
como a unido disjunta AU (AN B), donde P(B) =P(A)+P(ANB)e como P(ANB) > 0 temos P(B) >
P(A). Notemos que, como consequéncia imediata, temos para todo evento A P(A) < 1.

Finalmente, a unidao A U B pode ser escrita como duas unides disjuntas (A\ B)U (B \ A)U (AN B)
donde concluimos que

P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB). (1.1)

Agora, A pode ser escrito como a unido disjunta (A\B)U(ANB)e, analogamente, B=(B\A)U(ANB),
portanto P(A) = P(A\B)+P(ANB) assim como P(B) = P(B\A)+P(ANB). Isolando P(A\B) e

P(B\ A) nessas duas igualdades e substituindo na equacao (1.1) prova a regra da adigao. ]

O seguinte limitante é bastante util e podes ser facilmente provado usando indugao e a regra da

adicao.

CoroOLARIO 1.5 (DESIGUALDADE DE BOOLE) Se A, As,..., A, sdo eventos entio
n n
p[UA,.] <Y B
i=1 i=1

Exemplo 1.6 (langamento de uma moeda equilibrada). O modelo probabilistico para o lancamento de
uma moeda equilibrada é 2 ={Ca,Co}eP(2@)=0,P({Ca})=P({Co})=1/2,P(2) = 1. O

Exemplo 1.7 (langamento de um dado equilibrado). No caso do langamento de um dado equilibrado
atribuimos a probabilidade 1/6 a cada uma das faces, o que ¢ interpretado como todas as faces serem
equiprovaveis. A partir disso qualquer subconjunto A C €2 de faces do dado é um evento que tem

probabilidade de ocorréncia dada por

Al
P(A)=—
de modo que os axiomas de probabilidade ficam satisfeitos. O

Nesses dois exemplos vimos o modo classico de interpretar probabilidade no caso finito, os even-
tos elementares sao equiprovaveis e nos referimos a eles como uma “escolha aleatéria”, ou uma “ocor-

réncia ao acaso”. Nos espacos amostrais infinitos esse nao € o caso, pode nao haver uma interpretacao
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viavel ou podem haver mais de um modo natural de definir probabilidade para o significado intui-

tivo classico.

Exemplo 1.8. Quando escolhemos um inteiro positivo com a probabilidade de escolher i dada por

(1/2)" e estendemos a probabilidade a qualquer subconjunto A de inteiros positivos pondo

P(A):=) P(la)) (1.2)

aceA

temos um modelo probabilistico. De fato, temos (veja (s.6a) do apéndice)

=) [3) -

i>1
e a convergéncia absoluta dessa série implica que toda subsérie dela é convergente (veja (s.4) do
apéndice), assim temos que a probabilidade dada na equacao (1.2) estd bem definida, isto ¢, P(A)
como definido acima é um numero real nao negativo menor ou igual a 1. Também segue da conver-
géncia absoluta que um rearranjo da série resulta noutra série que converge para o mesmo resultado

donde obtemos a aditividade enumeravel da medida de probabilidade,

IP[UA,-]:ZM{a}):ZZP({a}):ZP(A» (1.3)

i1 aelJ; A; i>1 aeA; i1

para qualquer conjunto {A;: i > 1} de eventos mutuamente exclusivos.
Nesse exemplo, a probabilidade de escolher um nimero par é
1)\ 1\¢ 1

) iah=) (3) =) (3) -3

a par k>1 k>1
portanto, calculando a probabilidade do complemento, a probabilidade de escolher um nimero im-
par é 2/3. A probabilidade de escolha de um multiplo de 3 é 1/7 e a probabilidade da escolha de um
multiplo de 6 é 1/63 (verifique). Usando a regra da adicao e o fato de que ser multiplo de 6 equivale
a ser multiplo de 2 e multiplo de 3, temos que a probabilidade de escolha de um maultiplo de 2 ou um
multiplo de 3 é a probabilidade de escolha de um multiplo de 2 mais a probabilidade de escolha de

um multiplo de 3 menos a probabilidade de escolha de um maultiplo de 6, ou seja, a probabilidade
de escolha de um multiplo de 2 ou um multiplode 3¢é 1/3+1/7-1/63 =29/63 ~ 0,46. O

Exemplo 1.9. No intervalo 2 = [0, 1] da reta real podemos definir uma medida de probabilidade P de
modo que os intervalos (a, b), (a,b], [a, b), [a, b] tenham probabilidade |b — al, entretanto nao ha tal
medida de modo que P(A) esteja definida para todo A C €2, ou seja, nem todo subconjunto do espago
amostral é evento (veja, e.g., Rosenthal, 2006, proposi¢ao 1.2.6). O conjunto dos eventos aleatorios ¢

subconjunto préprio do conjunto das partes do intervalo. O

11



Exemplo 1.10 (probabilidade geométrica). Consideremos o experimento 6 do exemplo 1.1. E possivel
definir uma medida de probabilidade para A C €2 como a area de A proporcionalmente a de €2, i.e.,
B Area(A)

P(A) = —

Assim, a probabilidade de um langamento aleatodrio acertar o circulo de mesmo centro do alvo e raio
1/2 é 1/4. Ademais, ha subconjuntos de 2 que nao tém uma probabilidade associada pois nao é
possivel definir area para todo subconjunto do plano (veja, e.g., Gelbaum e Olmsted, 1964, capitulo

11). O

O proximo exemplo é conhecido como o paradoxo de Bertrand mas que, a rigor, nao é um pa-
radoxo, é a possibilidade de mais de uma interpretagao para “ao acaso”, ou “aleatorio”, que leva a

resultados diferentes.

Exemplo 1.11 (paradoxo de Bertrand). Qual é a probabilidade de que uma corda AB escolhida ao
acaso numa circunferéncia de raio 1 tenha comprimento maior que V3? Numa circunferéncia de

raio 1, um tridngulo equilatero inscrito tem lado V3 (figura 1.1). Numa primeira interpretacio a

Figura 1.1: paradoxo de Bertrand.

escolha da corda se da ao tomarmos A e B escolhidos ao acaso dentre os pontos da circunferéncia.
Consideremos o triangulo rotacionado de modo que um de seus vértices coincida com o ponto A.
A corda tem comprimento maior que o lado do triangulo se B esta no arco da circunferéncia entre
os dois outros vértices do triangulo, o que ocorre com probabilidade 1/3 pois os vértices dividem a
circunferéncia em trés arcos de mesmo comprimento (figura 1.2(a)).

Na segunda interpretacao, a corda é obtida por uma escolha de P no interior da circunferéncia e
AB é a corda cujo ponto médio é P (figura 1.2(b)). A corda é maior que o lado do triangulo se P esta
no interior da circunferéncia de centro O e raio 1/2, o que ocorre com probabilidade 1/4.

Na terceira é ultima interpretacao para uma corda aleatdria nés fixamos um raio. A corda é obtida
escolhendo um ponto P no raio e tomando a corda que passa por P e perpendicular ao raio (figura

1.2(c)). A corda é maior do que um lado do triangulo, se o ponto escolhido esta mais préximo do

12



B
B

(c) a corda é dada pela esco-

(a) a corda é dada por uma es- lha de um raio e pela esco-

colha aleatéria de A e de B na (b) a corda AB é definida por lha de um ponto P nesse raio.
circunferéncia. A probabili- P, seu ponto médio. A proba- A probabilidade procurada é
dade procurada é 1/3. bilidade procurada é 1/4. 1/2.

Figura 1.2: As trés interpretagoes do paradoxo de Bertrand.

centro do circulo, que o ponto onde o lado do triangulo intersecta o raio, logo se |OP| € (0,1/2) o que

ocorre com probabilidade 1/2. O

Ha uma diferenga fundamental entre os modelos probabilisticos dos exemplos 1.7 e 1.8 e os mo-
delos dos exemplos 1.9 e 1.10. Nos dois primeiros € possivel atribuir probabilidade a todo subcon-
junto do espaco amostral, o que nao é possivel nos outros dois. O primeiro caso (A = 2°?) sempre vale
em um espag¢o amostral enumeravel (finito ou infinito) é chamado de espaco amostral discreto. Um
espaco que tém a mesma cardinalidade dos reais, que também ¢ o caso do item 4 do exemplo 1.1, é
chamado de espaco amostral continuo. Para o espago de eventos de um espago amostral continuo
qualquer vale que nao hd medida de probabilidade que possa ser definida para todo subconjunto desses
espacos. A explicacao desse fendOmeno € muito técnica para ser dada aqui, as ferramentas necessarias
vao além do escopo deste texto.

Em resumo, o espago de eventos A é uma necessidade técnica e sua compreensao vai muito além

do que precisamos neste texto que é dedicado ao caso discreto.

Exercicio 1.12. Determine uma medida de probabilidade para os eventos do problema de Monty
Hall.

1.1.1 ESPACO DE PROBABILIDADE

Probabilidade pode ser estudada do ponto de vista abstrato sem se referir a experimentos alea-
torios e sem que os numeros associados aos eventos tenham qualquer interpretagao. Formalmente,
exigimos que qualquer medida de probabilidade P esteja definida sobre uma familia A de subcon-
juntos de Q2 que deve satisfazer: (i) Q € A; (ii) se A€ A entdo A€ A; (iii) se A; € A para todo i > 1,
entdo | J;»1 A; € A. Uma familia de subconjuntos como acima ¢é dita o-algebra de subconjuntos de €2.

Um espaco de probabilidade, assim como um modelo probabilistico, é uma terna (€2, .4, P) tal que
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2 é um conjunto nao vazio, chamado espa¢o amostral; A é uma o-algebra de subconjuntos de 2
ditos eventos; e P: A — [0,1] é uma medida de probabilidade.

Deixamos para a reflexao do leitor o fato de que todo modelo probabilistico de um experimento
aleatorio corresponde a um espago de probabilidades e todo espago de probabilidades corresponde

ao modelo probabilistico de um experimento ideal e usaremos essas terminologias sem distingao.

1.1.2 MODELO PROBABILISTICO DISCRETO

Um modelo probabilistico discreto, ou espago de probabilidade discreto, ¢ um espaco (€2, 22, P)
em que {2 é enumeravel (finito ou infinito). No caso de espago amostral discreto, todo experimento

tem seu modelo probabilistico especificado quando estabelecemos
(D1) um espago amostral enumeravel €2, finito ou infinito;
(D2) uma funcao de probabilidade p: 2 — [0,1] tal que } .o p(w)=1.

De fato, dado (£2, p) como acima podemos definir uma funcao sobre 22 tomando

B(A)=) ple)
w€eA
que é um numero real positivo para qualquer A C 2, como ja observamos no exemplo 1.8 (veja (s.4)
do apéndice). Claramente, P(A) > 0eP(€2) =) ;P({w;}) = 1. Ainda, se A; para i > 1 sao eventos mu-
tuamente exclusivos entao ]P’( Uis1 A,) =) :>1P(A;), como na equagao (1.3), segue da convergéncia
absoluta e da exclusao mutua.

Convencionamos a notacao

para os eventos elementares.

Para registro, enunciamos o seguinte resultado sem prova.

TEOREMA Se Q = @ é enumerdvel e p: Q2 — [0,1] é tal que Y . p(w) = 1 entdo (2,22, P) com P(A) =
Y wea P(w) para todo A € 252 é um espago de probabilidade. Reciprocamente, se (€2, 252, P) é um espago de
probabilidade sobre Q2 enumerdvel entdao (2, p) com p(w) := P({w}) satisfaz as condigoes (D1) e (D2) de

um modelo probabilistico discreto.

Exemplo 1.13. No item 3 do exemplo 1.1 uma moeda equilibrada é langada e observamos o resultado
até sair coroa. Esse experimento é modelado pelo espago amostral 2 = {(Co), (Ca, Co),...,(Ca,Ca,...)}
munido da fung¢ao de probabilidade p((c, c,,...,¢;)) = 27" onde ¢; = Co se j = i e ¢; = Ca caso contra-
rio, e p((Ca,Ca,...)) = 0. Da argumentacao feita no exemplo 1.8, pagina 11, deduzimos igualmente

que €2 e p definem um modelo probabilistico discreto para o experimento. O
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Exemplo 1.14 (um modelo probabilistico para Monty Hall). No caso do problema de Monty Hall, consi-

deremos o experimento que consiste das seguintes trés etapas

1. o apresentador esconde o carro atras de uma das portas escolhida com probabilidade 1/3;
2. com probabilidade 1/3, uma porta é escolhida pelo jogador;

3. o apresentador revela, dentre as duas que o jogador nao escolheu, aquela que nao esconde o
carro. Se houver duas possibilidades entao o apresentador escolhe uma delas com probabili-
dade 1/2.

O espago amostral é definido pelas ternas (e, e5, e3) em que e; é a porta escolhida no passo i descrito
acima e se a portas estao numeradas por 1,2 e 3 entao definimos um modelo probabilistico discreto

com (2 dado por
{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(1,1,2),(1,1,3),(2,2,1),(2,2,3),(3,3,1),(3,3,2) }.

e probabilidades de acordo com o diagrama de arvore mostrado na figura 1.3 abaixo; um caminho
seguido pelo jogador numa rodada do jogo corresponde a um caminho na arvore, a partir da raiz
(o ponto mais alto) até uma folha (um dos pontos mais baixos). A primeira ramificagao corres-
ponde a escolha de porta para esconder o carro, as segundas ramificacoes correspondem a escolha
do jogador e as terceiras ramifica¢oes correspondem a escolha de porta para abrir feita pelo apresen-

tador. Os eventos que interessam, a saber “o jogador vence trocando de porta” e “o jogador vence

1/3 13 1/3
1 2 3
1/3 13 1/3 1/3 13 1/3 1/3 13 1/3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
l/ZAl/Z 1 1 1 1/2/\1/2 1 1 1 1/2A1/2
2 3 3 3 3 1 3 1 2 1 1 2

(1,1,2) (1,1,3)(1,23)  (1,3,2) (21,3)(221) (223)(231) (312 (3,21)(331) (3,3,2)
| | | | | | | | | | | |
/18 1/18 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18

Figura 1.3: diagrama de arvore de um modelo para Monty Hall.

nio trocando de porta”, sio complementares e denotados por A e A respectivamente, de modo que
A=1{(1,23),(1,3,2),(21,3),(23,1),(3,1,2),(3,2,1)} e A é dada pelas ternas restantes de €2. O joga-
dor ganha o carro trocando de porta com probabilidade
2
P(A)=P({(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}) = 3
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portanto, ganha sem trocar de porta com probabilidade 1 —2/3 = 1/3, que corresponde a probabi-
lidade de ter escolhido a porta certa ja na primeira oportunidade de escolha. Portanto, a melhor

estratégia € trocar de porta quando é oferecida essa oportunidade. O

1.1.3 CONTINUIDADE DE UMA MEDIDA DE PROBABILIDADE

Consideremos novamente o langamento de uma moeda equilibrada até sair coroa, citado no
exemplo 1.13, modelado por Q2 = {(Co),(Ca,Co),(Ca,Ca,Co),...,(Ca,Ca,...)} munido da funcao de
probabilidade p((cy, cy,...,¢j)) = 27" e p((Ca,Ca,...)) = 0. Como cada resultado de um lancamento é
igualmente provavel e nao depende dos resultados dos outros lancamentos deve ser intuitivamente
valido? que devemos assumir que (Ca,Ca,...,Ca,Co) tenha probabilidade de ocorrer igual a

2

e como cada ponto amostral em 2\ {(Ca,Ca,...)} esta associado a um tnico inteiro maior que zero

(1.4)

( 1 )nﬁmero de langamentos

P(€2\{(Ca,Ca,...)}) =2 ,-127" = 1 0 que nos obriga a tomar como O a probabilidade para o evento
“nunca sair coroa”. Nessa se¢ao veremos que essa obrigacao respeita a proposta intuitiva para finitos
lancamentos tomada em na equagao (1.4) acima.

Consideremos o evento A, definido por “nao sai coroa até o n-ésimo lancamento” que ocorre com
probabilidade 27". Pensando ainda de modo intuitivo, queremos que o evento “nunca sair coroa”,
representado por lim,_,., A, tenha probabilidade lim,_,P(A,) =lim,_. 27" = 0. Essa “passagem
ao limite”, P(lim, . A,) = lim,_ . P(A,), € garantida pela aditividade enumeravel.

Uma sequéncia qualquer (A,: n > 1), de eventos em um espac¢o de probabilidade (€2, .4,P) é dita

monotona se vale um dos casos

crescente: Aj CA>C---CA,CA,;1 C--- e definimos

lim A, = U A,

n>1

decrescente: Ay DA, D---DA,DA,;1 D - edefinimos

lim A, = ﬂ A,
n>1

Se (A,: n > 1) é uma sequéncia crescente, entao o limite pode ser escrito como uma uniao de eventos

disjuntos A; U (A, \ A1)U(A3\ Ay)U--- de modo que se tomamos Ag := & entao

n

P( lim An)_ lim ZIP’ (A\A )= lim Y (P(A)=P(A_)) = lim P(A,).
n—-,>o00 n—->o00 n—-,>o00 I:1 n—->o00

3Essa nogao intuitiva é formalizada na se¢do 1.4. Por ora, notemos que em n lancamentos a probabilidade de ocorrer

um resultado especifico é (1/2)" quando todos os resultados sdo igualmente provaveis.
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No caso em que (A,: n>1) é decrescente tomamos os complementos e temos que (A,: n>1) é

crescente, portanto,

IP’(nli_rEoA_n):P[UA_n]:P[ﬂAn]:IP’(M):1—]P(nlmgoAn)

n>1

por outro lado
IP’( lim A_n): lim IP’(A_,,): lim (I—P(A_n)): 1- lim P(A,)

n—oo n—oo n—oo n—o0
portanto
lim P(A,)=P( lim A,

n—oo ( n—oo )

Em resumo, se (A,: n > 1), é uma sequéncia monotona de eventos entao
IP( lim An): lim P(A,)). (1.5)
n—-,oo n—-,oo

De volta ao exemplo do inicio da se¢ao, consideremos o evento A, definido por “nao sai coroa até
o n-ésimo lancamento”. Entao a sequéncia (A,: n > 1) é mondtona pois A, D A,_; para todon>1,
portanto,
IP’((Ca,Ca,...)):IP( lim A,,): lim P(A, ) = 0.

n—oo n—-oo

Exemplo 1.15. Consideremos o lancamento de uma moeda equilibrada infinitas vezes, o que pode
ser modelado pelo espago amostral continuo 2 = {Ca,Co}N. Intuitivamente, parece ser claro que
esperariamos que a probabilidade de nunca sair cara deveria ser zero: se lancarmos n vezes, a pro-
babilidade de nunca sair cara é 27", entdo no limite a probabilidade ¢ 0. A propriedade dada na
equacao (1.5) permite a passagem ao limite: A, é o evento “nos primeiros n lancamentos ocorre pelo
menos uma cara”’; para n > 1 temos uma sequéncia mondtona de eventos. O limite é o evento “em
algum momento, ocorre cara” cuja probabilidade é

lim P(A,)= lim 1-2""=1.

n—oo n—oo

Portanto, de fato, a probabilidade de nunca sair cara é zero.

Uma medida de probabilidade nesse caso pode ser definida do seguinte modo. Para cada natural
n e cada sequéncia (cy,...,c,) de caras e coroas tomamos os conjuntos cilindricos dados por essa
sequéncia {(xq,x2,...) € Q: (x1,...,X,) = (C1,...,¢p)}. O espago de eventos A é a intersecao de todas
as o-algebras de (2 que contém os cilindros. Se a probabilidade de um cilindro é a probabilidade da
sequéncia de caras e coroas que o define, entao um famoso teorema devido a Komolgorov garante

que essa probabilidade pode ser estendida de modo tnico a todo A. O

Vimos que a propriedade dada na equagao (1.5) segue dos axiomas Al (ndo negatividade), A2
(normalizacao) e A3 (aditividade enumeravel) para uma medida de probabilidade. Se tomarmos por

axiomas de probabilidade os axiomas A1, A2, a aditividade finita (isto ¢, o item 2 da proposicao 1.4) e
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a propriedade dada na equacao (1.5) para sequéncias mondtonas de eventos, entao vale a aditividade
enumeravel. De fato, assumindo os axiomas Al e A2, a equagao (1.5) e o item 2 da proposi¢ao 1.4, se
(A,: n>1)é qualquer sequéncia de eventos mutuamente exclusivos entao
B, = U A,
i=n

€ uma sequéncia monoétona decrescente e lim,_,.,B,, = @. Usando a aditividade finita de P°

P(UA,]:P[QA,]+P[UN]= EP(A,-HP(BM

i>1 i>n

e se tomamos o limite quando n tende ao infinito

P[UA,]:ZP(A,.).

i>1 i>1

Diferente do que fizemos no exemplo 1.8, pagina 11, a demonstracao para espagos continuos de
que uma fung¢ao candidata a medida de probabilidade é enumeravelmente aditiva é dificil. Usual-
mente, o que ¢é feito é verificar que uma funcao é finitamente aditiva e continua para toda sequéncia
(Bh: n>1)tal que lim,_,. B, =9, isso é suficiente para garantir que é enumeravelmente aditiva e,

em geral, uma tarefa mais facil de realizar.

1.2 CONVENCOES DE NOTACAO

Consideremos E um evento aleatdrio e Eq o subconjunto que o modela em (€2,&,P). Denotamos
por P[E] a probabilidade do evento descrito por E, isto é, P[E] := P(Eq). Por exemplo, suponha
que uma moeda equilibrada € lancada até sair coroa, entao a probabilidade do evento “o numero de

lancamentos é par” com essa convencao fica P[o numero de lancamentos é par | que é o mesmo que

P({(cy,...,¢cj): i é par}). Caso haja a necessidade de evidenciar o espaco amostral escreveremos
P[E] ou P [wsatisfazE] ou P [wek] (1.6)
Q wel2 we

com o mesmo sentido, o de P(Eq, ).

Caso (2 seja finito e a menos que seja dada explicitamente outra medida, entao a nota¢ao na
equacao (1.6) significa que estamos assumindo a medida de probabilidade uniforme: P(w) = 1//<2]
para todo w € 2. Por exemplo, seja p(x) um polindmio nao nulo com coeficientes inteiros e {2 um
conjunto finito de nimeros inteiros. A probabilidade de que o sorteio de um elemento de 2 resulte

numa raiz do polinémio é descrita por



que é a probabilidade do evento R = {w € 2: p(w) = 0} e que, caso nao seja dito nada a respeito da
medida, é dada por P(R) = |[R|/|2].
Nos algoritmos assumiremos a possibilidade de se fazer escolhas aleatdrias, ou seja, assumiremos

que os algoritmos dispoem de uma fonte de bits aleatdrios e escrevemos a instrugao
R
a<—{0,1}

R
para denotar o fato de que a ¢ uma varidvel do algoritmo e que apds a execucao da atribuicao < o
valor da variavel a é um elemento qualquer de {0, 1} com probabilidade 1/2. De um modo geral, se

(2 é um conjunto finito, entao escrevemos a instrugao

R
a—)
chamada de atribui¢ao por uma escolha aleatoria uniforme em €2, o que significa que a assume

qualquer um dos elementos de {2 com igual probabilidade, a saber 1/[2|.

1.2.1 SIGILO PERFEITO

Vejamos como aplicacdao dos conceitos elementares de probabilidade uma das contribui¢des do
grande matematico americano Claude Shannon (1916 — 2001) que é considerado fundador da Teoria
da Informacao.

Um sistema de codificaciao € definido por uma quina (P,C, K, &, D) de conjuntos, onde P € o con-
junto dos textos comuns (ou legiveis); C € o conjunto dos textos codificados (ou ilegiveis); KL é o
espaco das chaves que sao usadas para codificar e decodificar um texto; £ é o conjunto das fun¢oes
de codificacao Ex: P — C para k € K; D é o conjunto das fungoes de decodificagao Dy: C — P para

k € K. Essas fungoes sao tais que para cada e € K existe d € K para as quais vale D4(E.(p)) = p.

Exemplo 1.16 (cifra de César). Essa técnica identifica o alfabeto {a, b,...,z} com o conjunto {0,...,25}
dos restos da divisao inteira por 26 e K = P = C = {0,...,25}¢ em que £ é o comprimento da men-
sagem. Para uma chave e € K a mensagem x = x;x>...xp € codificada como E.(x) = y;y5...y, com
Yi = (x; + e) mod 26, para todo i, e é decodificada como Dg(x) = y1y>...yp com y; = (x; — e) mod 26
para todo i. Por exemplo, para a chave e = 3 o texto “essaauladasono” é codificado como “hvvdd-
zodgdvrqr”.

A cifra de César deve seu nome ao imperador romano Jalio César que a usou com a chave fixa e =
3. Tal codificagao é facilmente decifrada nao oferecendo seguranc¢a na comunicacao e sua efetividade
na época de César deveu-se principalmente ao fato de que a maioria das pessoas eram analfabetas.

No caso ¢ = 1 conseguimos um cifra segura se escolhemos uma chave aleatoriamente. Tome-

mos (K,P) com P a medida uniforme. Dadas duas mensagens legiveis mq, m, € P quaisquer e uma
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mensagem codificada y € C qualquer, temos

1
=5 =
ou seja, o conhecimento do texto codificado nao d4d nenhuma informagcao a respeito do texto legivel.

No caso ¢ = 2 a situagao é outra. Se ab,az € P e bc € C entao P({ke K: Ei(ab) = bc}) = 1/26 pois

P({k e K: Ex(m1) =y}) P({k € K: Ex(m) = y})

podemos tomar k = 1 e essa é a inica chave que codifica ab em bc, por outro lado nao existe chave
que codifica az em bc de modo que P({k e K: Ex(az) = bc}) = 0. Agora, o conhecimento do texto

codificado da alguma informagao a respeito do texto legivel. O

Um sistema de codificagao tem sigilo perfeito se para quaisquer m;, m, € P de mesmo compri-
mento e para todo C € C vale
P [E =C]= P [E =C].
keRK[ k(m1)=C] keRIC[ k(mz)=C]
Pelas convencdes de notacao, o espaco amostral é o conjunto das chaves, a descri¢ao [E,(my) = C]
corresponde ao evento { k € K: E,(mq) = C} formado por todas as chaves que codificam m; como Ce,
também, esta implicito que probabilidade de uma chave qualquer é 1/|K]|.
Em outras palavras, o sigilo perfeito requer que, dado um texto cifrado, qualquer texto legivel

tem a mesma probabilidade de ser o texto legivel subjacente ao texto cifrado.

Exemplo 1.17 (one-time pad). O seguinte sistema de codificacao, conhecido por one-time pad, foi des-
crito pela primeira vez em 1882 por Frank Miller e reinventado, também patenteado, por Gilbert
Sandford Vernam em 1919 e, posteriormente, aperfeicoado por Joseph Mauborgne, que reconheceu
que se a chave fosse aleatoria e usada uma tnica vez o sistema seria muito seguro.

Tomamos P =K =C :={0,1}" e para uma chave k escolhida previamente definimos
Ex(x) = x®k e Di(y) =y®k. (1.7)

em que x®y é a soma modulo 2 (ou o ou exclusivo) coordenada-a-coordenada das sequéncias binarias

x e y. O leitor pode verificar que em (1.7) vale Dy (Ex(x)) = x. O

Claude Shannon provou que o one-time pad é uma codificacao “inviolavel” no sentido de que o
sistema tem sigilo perfeito. O one-time pad nao € o inico sistema que possui sigilo perfeito, mas foi o
primeiro a ser descoberto.

A codificagao do texto legivel m € P usando a chave k € K é o texto cifrado C = m @ k, logo
me&C=med(mék)=(me&m)® k = k, portanto, dados m e C existe uma tnica chave k € K tal que
Ex(m)=C, de modo que

ke]zlc[ml@kz C]= ke k- Tgml =Gl % :kéPI;K[mZGBk: C]

para todos os textos legiveis my, m, € P e todo texto cifrado C € C. Isso demonstra o seguinte

resultado.
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TeoreMA 1.18 O one-time pad tem sigilo perfeito. O

1.2.2 TESTE DE IDENTIDADE POLINOMIAL

Nosso primeiro exemplo de um algoritmo aleatorizado é um teste de identidade entre polindomios:
dados dois polindmios p e g, decidir de modo eficiente se eles sao idénticos.

Ha muitas questoes a serem esclarecidas nessa formulagao do problema: o que significam “efi-
ciente”, “dado um polindmio” e “idénticos”? Isso sera tratado mais tarde, na secao 2.2.3, por ora
basta saber que “dado um polindomio p” significa que p € um polindmio com coeficientes inteiros
dado por uma caixa preta da qual a fungao polinomial p(x) pode ser avaliada em qualquer namero
x. Além disso, vamos considerar o problema equivalente de decidir se um polinoémio dado f é identi-
camente nulo. Uma algoritmo que resolve esse problema também resolve o problema original, basta
tomarmos f(x) = p(x) — g(x).

Um algoritmo para esse problema funciona do seguinte modo: dado f(x) de grau no maximo d,
escolhemos aleatoriamente a € {1,2,...,4d} e avaliamos f(a); se f(a) = 0, entdo respondemos sim,
caso contrario respondemos ndo. A resposta sim significa que f(x) é o polindmio nulo e a resposta
ndo significa que f(x) ndo é o polinomio nulo. Esse algoritmo pode responder errado dependendo
de f e da escolha aleatdria a e devemos tentar garantir que a probabilidade de ocorrer o erro seja
pequena.

Se o polindmio f é nulo entao a resposta esta sempre certa. Suponhamos que f nao é nulo. Nesse
caso, se a escolha aleatéria a for uma raiz do polindomio entao f(a) = O e a resposta a resposta sim dada
pelo algoritmo esta errada e se a escolha aleatdria a nao for uma raiz do polindmio entao f(a) =0 e
a resposta a resposta sim dada pelo algoritmo esta correta. Em resumo, uma resposta ndo dada pelo
algoritmo esta correta e uma resposta sim pode estar errada. O algoritmo descrito abaixo resume

essa estratégia.

Instancia: d inteiro positivo e f polindmio de grau no maximo d.
Resposta: ndo se f nao é nulo, sendo sim com probabilidade de erro no maximo 1/4.
R
1 a<—{1,2,...,4d};
2 se f(a) =0 entao responda sim.

3 senao responda nao.

Algoritmo 1: teste de identidade entre polindmios.

Para determinar um limitante para a probabilidade do algoritmo responder errado, seja f um
polindmio nao nulo e de grau no maximo d e consideremos o evento E formado pelas raizes de f
que pertencem ao espaco amostral 2 ={1,2,...,4d}. Entao |E| < grau(f) < d pois f tem no maximo

grau(f) raizes distintas pelo teorema fundamental da algebra. O algoritmo erra se a escolha aleatdria
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resulta num elemento de E, portanto,

1
Plerro] < 2
ProposiGAO 1.19 Sejam d um inteiro positivo, f um polindmio nao nulo de grau no mdximo d e Q2 C Z
finito. Entdo a probabilidade com que uma escolha aleatoria uniforme em 2 seja raiz de f é no maximo

d/|2|, portanto, o algoritmo 1 erra com probabilidade no mdaximo 1/4. O

Veremos mais adiante que é possivel fazer essa probabilidade arbitrariamente pequena ao custo
de um pouco mais computagao. Intuitivamente, imagine tal algoritmo sendo executado em dois
computadores diferentes concomitantemente. Basta um deles responder ndo para que a resposta de-
finitiva seja ndo. Agora se f é nao nula, com que probabilidade todos respondem sim? Uma resposta
em ExE C 2 x 2 (uma coordenada para cada computador) ocorre com probabilidade no maximo
(1/4)°. Se sao dez computadores a probabilidade de erro é no méaximo (1/4)!% < 10® (em metros é
menos que o didametro do fio da teia de uma aranha).

O problema da identidade polinomial tem importancia central em Complexidade Computacio-
nal. Em resumo, podemos dizer que o algoritmo aleatorizado dado acima resolve esse problema e é
muito eficiente (executa poucas instrugdes), enquanto que um algoritmo eficiente que resolve esse
problema sem usar aleatoriedade nao é conhecido e nao se sabe se pode existir. A existéncia de tal

algoritmo deterministico e eficiente teria implicacoes profundas na Teoria da Computacao.

1.3 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Lancamos dois dados equilibrados, um deles é vermelho e tem doze faces numeradasde 1 a 12 e

o outro preto com vinte faces numeradas de 1 a 20.

Suponhamos que temos a informagao de que a soma dos resultados é 15, e isso é tudo que sabemos.
Qual é a probabilidade do dado vermelho ter resultado 6?

Definimos um modelo discreto para o experimento tomando o espago amostral {2 composto pelos
12-20 = 240 pontos amostrais, dados pelos pares ordenados de resultados de cada dado, com a
medida uniforme de probabilidade. Sejam Qg o subconjunto dos 12 eventos elementares de 2 que
representa o evento “a soma é 15” e S o evento “o valor do dado vermelho é 6”. Se é certo que
ocorre Qq entao vamos renormalizar a probabilidade de cada ponto amostral w em Qq para Pg(w) =
(1/12])/(IQal/I2]) = 1/12 de modo que Qq, tenha probabilidade 1. Ademais Sq = Sq N Qq = {(6,9)}
tem probabilidade Po(Sq) = 1/12. Essa € a probabilidade de ocorrer um 6 vermelho sob a condigao

de que a soma dos dados é 15.
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Em um espago de probabilidade discreto definido por 2 e IP, a probabilidade de ocorréncia do
evento A condicionada a ocorréncia o evento E, ou como dizemos a probabilidade condicional de A
dado E, em que P(E) = 0, é definida por
P(ANE)

P(E)
e P(A | E) é lido como a probabilidade de A dado E. Por exemplo, se €2 é finito com medida de

P(A|E):= (1.8)

probabilidade uniforme e E # & entao

P(ANE) |ANE]|
P(E) g

P(A|E)=

que é, essencialmente, a medida uniforme em E. No exemplo acima, do par de dados,

_BSNQ) 169 _1
YT TR TG e =1811 7 12

Exercicio 1.20. Considere um espaco de probabilidade (€2, A,P) e E € A um evento com probabilidade

positiva. Verifique que Pg(A) :=P( A | E) € uma medida de probabilidade para os eventos em A (i.e,
satisfaz os axiomas de probabilidade da pagina 9). Verifique, também, que (E,{ANE: Ae A}, P¢) é
um espago de probabilidade.

Exemplo 1.21. Uma urna tem 20 bolas azuis e 10 bolas brancas. Das bolas azuis, 5 tém a letra X e 15
tém a letra Y gravada nelas; das bolas brancas, 1 tém a letra X e 9 tem a letra Y. Uma bola é escolhida
ao acaso. Qual é a probabilidade dessa bola ser azul e com a letra X? Se A representa o evento “bola
azul” e X o evento “letra X” entao P(X | A) = 5/20 = 1/4, que é a proporcao de bolas azuis com a
letra X. Usando a equagao (1.8) podemos deduzir que a probabilidade de sortear uma bola azul e
com aletra Xé P(ANX)=P(X | A)-P(A)=(1/4)-(20/30) =1/6. O

O TEOREMA DA MULTIPLICACAO E EXPERIMENTOS COMPOSTOS A igualdade P(ANE) =P(A | E)-
P(E) usada no exemplo 1.21 é consequéncia direta da definicao de probabilidade condicional e é
conhecida como teorema da multiplicagao ou regra da multiplicagao. Um caso geral desse teorema

¢ dado no exercicio 1.24 abaixo.

Exemplo 1.22. Numa comoda ha trés gavetas e em cada gaveta um par de meias. Na primeira gaveta
ha um par de meias brancas, na segunda um par de meias pretas e na terceira gaveta um par com
um pé de cada cor. Uma gaveta é escolhida uniformemente e, sem olhar para o interior da gaveta,
um pé de meia é escolhido uniformemente e em seguida a gaveta é fechada. O pé de meia retirado é
branco. Qual a probabilidade de o outro pé que ficou sozinho na gaveta ser preto?

Vamos denotar por B o evento “retirou uma meia branca” e por T o evento “ficou uma meia preta”,
ambos eventos do experimento composto por dois experimentos realizados consecutivamente. Que-

remos determinar P(T | B). Notemos que P(B | T ) corresponde a sortear no segundo experimento
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uma meia branca na terceira gaveta, o que ocorre com probabilidade 1/2. Usando a regra da multipli-
cacao duas vezes escrevemos P(T | B)=P(TNB)P(B)=P(B | T)P(T)P(B). Ainda, P(T) corresponde
a probabilidade de sortear a terceira gaveta no primeiro experimento, o que ocorre com probabili-
dade 1/3. Logo, P(T | B) =1/3. O

Nos proximos exemplos ilustramos como o teorema da multiplicacao pode ser usado para definir
um modelo probabilistico para um experimento composto por dois ou mais experimentos aleatorios,
como foi o caso do modelo probabilistico para o problema de Monty Hall, exemplo 1.14.

Consideremos trés urnas, digamos A, B e C, cada uma com a mesma probabilidade de ser es-
colhida, 1/3. Em cada uma das urnas ha seis bolas, cada uma com a mesma probabilidade de ser
escolhida, 1/6. Na urna A temos trés bolas pretas e trés bolas vermelhas; na urna B temos duas bolas
pretas e quatro vermelhas; na urna C todas as bolas sao pretas. Uma urna é escolhida aleatoriamente
e, em seguida, uma bola é escolhida aleatoriamente e observamos a cor dessa bola. Vamos definir
um modelo probabilistico discreto (£2,[P) para esse experimento composto de modo que P respeita as
probabilidades em cada experimento num sentido que ficara claro abaixo.

Temos dois experimentos aleatdrios, o primeiro consiste de sortear uma urna e o segundo e sor-
tear uma bola da urna que foi escolhida. Para o primeiro experimento temos o modelo discreto
(€27,IP1) dado pelo espago amostral 2; = {A,B,C} e a medida de probabilidade uniforme P;. Para o
segundo experimento tomamos (£2,,[P>) com o espaco amostral 2, = {V,P} em que usamos os even-
tos atomicos (pontos amostrais) V € 2, para representar “bola vermelha” e P € (2, para representar
“bola preta” e cujas probabilidades dependem da urna e sao dadas na tabela 1.2 abaixo, mas que por

abuso de notacao escrevemos P> em todos os casos.

urna | P>(V) Py(P)
A 1/2 1/2
B 2/3 1/3
C 0 1

Tabela 1.2: probabilidade dos eventos “bola vermelha” e “bola preta” em cada urna.

Um espago amostral para o experimento composto pelos dois sorteios € 2 := Q21 x5 ={A,B,C} x
{V,P}. A probabilidade P é definida de tal modo que P(Ex€2,)=P1(E) e P(£2; xF) =P»(F).
Agora, por exemplo, o evento “urna A” é representado no primeiro experimento e no experimento

composto por, respectivamente

Ug, ={A} e Uqg={A}xQ:={(AV),(AP)}
de modo que para a medida P em 2 temos

P(Ug) = B([A)x Q) = Py(Un, ) = 5.
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O evento “bola preta” é modelado em 2 por Eq =€2; x{P} ={(A,P),(B,P),(C,P)} de modo que
P(Eq)=P(£21 x{P}) =P((A,P))+P((B,P)) +P((C,P))

entretanto, diferente do caso anterior, o resultado do segundo experimento depende do resultado
do primeiro; o que conhecemos sao as probabilidades condicionais de “cor” dado “urna”. O ponto
amostral (A,P) de 2 é dado por

(1 x{P})N({A} x€23) =Eq NUq (1.9)
e tem probabilidade dada pelo teorema da multiplicacao da seguinte forma

P(Eq 1 Uq) = F(Eq | Ug )B(Ug) = Po(Eq, )Py (U, ) = 5 (1.10)

Wl =

pois dado que ocorre “urna A”, a probabilidade de “bola preta” ¢ P(Eq | Ug ) = IP>(Pq,) = 1/2.
Podemos determinar de maneira analoga a probabilidade de todo ponto amostral de €2, cada um
é dado por um intersecao e pode ser escrito como na equacao (1.9) e a probabilidade é calculada pelo
teorema da multiplicacao como na equacgao (1.10).
Quando o espago amostral é pequeno, como nesse exemplo, pode ser conveniente descrevermos
o modelo probabilistico através de um diagrama de arvore como o da figura 1.4 abaixo e como ja
fizemos para Monty Hall (figura 1.3, pag. 15). O diagrama de arvore da figura 1.4 representa cada

1/3 1/3

1/3
C

A B
1/ NZ I/AZ/B 1 N
preta  vermelha preta  vermelha Ppreta  vermelha
\ \ \ \ \ \
(A,P) (A V) (B,P) (B,V) (C,P) (B,V)

\ \ \ \ \ \
1/6 1/6 1/9 2/9 1/3 0

Figura 1.4: diagrama de arvore.

etapa do experimento em um nivel da arvore, com as respectivas probabilidades nas ramificacoes
correspondentes aos resultados de cada etapa. A partir do segundo nivel essas probabilidades sao
condicionadas ao que ocorreu na etapas anteriores. Uma maneira pragmatica de calcular a proba-
bilidade dada pela regra da multiplica¢ao é tomar o produto das probabilidades no caminho até ele

nessa arvore, por exemplo, P((A,P))=1/3-1/2.
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Como o modelo é discreto, estendemos a probabilidade para qualquer subconjunto de €27 x 2,
somando a probabilidade de seus elementos. Por exemplo, o evento dado por “a bola sorteada é

preta” ocorre com probabilidade

P((A,P))+P((B,P))+P((C,P)) = %

Notemos que essa probabilidade nao depende do niimero de bolas pretas na urna C, portanto, em-
bora a medida de probabilidade em cada experimento seja uniforme a probabilidade de “a bola

sorteada é preta” nao é a quantidade de bolas pretas dividido pelo nimero total de bolas, que é um

erro cometido frequentemente nesse caso. O

Exercicio 1.23. Verifique a seguinte igualdade para o teorema da multiplicacao com trés eventos
P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)-P(C|ANB) (1.11)
e identifique seu uso no exemplo 1.14, o modelo probabilistico para o problema de Monty Hall.

Exercicio 1.24 (teorema da multiplicagdo). Sejam Aq,A,,...,A, eventos de um modelo probabilistico.

n n i-1
P[ﬂA,] P(Al)I_IIP[ A ﬂAj
i=1 i=2 j=1
sempre que as probabilidades condicionais estao definidas (veja que é suficiente pedir que P(A; N

A>N--NA,_1)>0).

Prove que

Exercicio 1.25. Sejam A, B e C eventos de um mesmo espago amostral. Verifique que vale a seguinte
igualdade
P(CNA|B)=P(C|ANB)P(A|B) (1.12)

sempre que as condicionais estao definidas.

1.3.1 OS TEOREMAS DA PROBABILIDADE TOTAL E DE BAYES

Se E e A sdo eventos, com 0 <P(E) < 1, entdo o evento A ocorre se, e somente se, ocorre (A e E) ou
(A e E) e esses eventos entre parénteses sio disjuntos; mais que isso {ANE,ANE} é uma particio de

A, portanto,

P(A)=P((ANE)U(ANE))
P
=P(A| E)P(E)+P(A | E)P(E). (1.13)
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No problema de Monty Hall se o convidado fica com a porta que escolheu inicialmente, entao a
probabilidade de ganhar um carro é 1/3, que é a probabilidade dele ter escolhido a porta certa logo
de inicio. Agora, vamos supor que o convidado troca de porta. Nesse caso, denotamos por A o evento
“ganha o carro” e por E o evento “a porta escolhida na primeira etapa esconde o carro”. Claramente,
P(A|E)=0eP(E)=1/3. Se a primeira escolha nao era a correta entao o convidado ganha o carro,
ou seja, P(A | E) = 1. Com isso temos por (1.13)

1 .2 2

P(A)=P(A | E)IP(E)+IP(A|E)IP’(E):O§+13 =3

portanto, é melhor trocar de porta.
O caso geral dessa igualdade é conhecido como o Teorema da Probabilidade Total. Segue da de-
dugao acima e usando indugao em n que se {Eq,E,...,E,} € um conjunto de eventos que particionam

o espaco amostral 2 com P(E;) > O para todo i > 1, entao vale
n n
P(A):ZP(AmE,):ZP(ME,. )P(E;) (1.14)
i=1 i=1

para qualquer evento A. Deixamos a prova por conta do leitor, abaixo provamos um pouco mais,

considerando parti¢oes enumeraveis.

TeOREMA 1.26 (TEOREMA DA PROBABILIDADE ToTAaL) Seja {E;: i € N} uma particiao do espago amostral Q2
com P(E;) > O para todo i. Entao
P(A):ZP(AHE,):ZP(A|Ei )P(E,) (1.15)
i>1 i>1

para qualquer evento A.

DemonsTRAGAO. Os conjuntos ANE;, para i € N, sao disjuntos dois a dois e da uniao deles resulta
A. A primeira igualdade em (1.15) segue da aditividade enumeravel. A segunda igualdade segue de
P(ANE;)=P(A | E; )P(E;) para todo i. ]

Exemplo 1.27 (Ross, 2010). As seguradoras de automoveis classificam motoristas em mais propensos a
acidentes e menos propensos a acidentes. Com isso estimam que os mais propensos sao 30% da popu-
lagao e que esses se envolvem em acidente no periodo de um ano com probabilidade 0,4, enquanto
que 0s menos propensos a acidentes se envolvem em acidente no periodo de um ano com probabili-
dade 0,2. Denotemos por A* o evento definido pelos motoristas mais propensos a acidentes. Entao a

probabilidade de um novo segurado se envolver em acidente em um ano ¢
P(A;)=P(A; | A")P(AY)+P(A; | AT)P(A*)=0,4-0,3+0,2-0,7 =0,26

e se um novo segurado se envolve em acidente nesse prazo, a probabilidade dele ser propenso a

acidentes ¢ P(A; NA" P(A; | AT )P(A* 0,4-03 ©6
B(A* | Ay) < FIALDAT) P(AL|A)R(AY) 04:03 6
P(A;) P(A;) 026 13
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Portanto, a probabilidade de ser propenso a acidente dado que se envolve em acidente em um ano é
0,46, aproximadamente. Dado que o motorista nao se envolve em acidente em um ano, a probabili-

dade de ser propenso a acidente € P( A" | Kl )~ 0,24. O

A URNA DE POLYA Uma urna contém duas bolas, uma branca e uma preta. Em cada instante t €
{1,2,...} sorteamos uma bola da urna. A bola sorteada é devolvida para a urna junto com uma outra
bola da mesma cor dessa sorteada. Assim, o t-ésimo sorteio (t > 1) ocorre com t + 1 bolas na urna.
Neste exemplo n6s vamos calcular a a probabilidade com que uma bola preta é sorteada em cada
instante.

Seja P, (t > 1) o evento “a t-ésima bola sorteada é preta”; se nao é sorteada uma bola preta entao
é sorteada uma bola branca, cujo evento é denotado por B;. Certamente,
1
>
Pelo teorema de probabilidade total (equacao (1.13)) P(P>) =P(P | P )P(P)+P(P> | By )P(B1) e se

ocorre P;, entao para o segundo sorteio ha 2 bolas pretas dentre 3 bolas, portanto, P(P> | P, )=2/3 e,

P(P) =

analogamente, P(P, | B; ) = 1/3, de modo que

21 11
P(Py)= iz 4+=-= ==
(P2)=33%3373
Para computar P(P;) precisamos de um pouco mais de esforco. Pelo teorema da probabilidade total,

equacao (1.14), temos
P(P3) =P((PLNP>)NP3)+P((PLNB2)NPs)+P((By NP)NPs) +P((B; NB,) N Ps)

e cada termo dessa soma pode ser computado pelo teorema da multiplicagao (especificamente, equa-

cao (1.11) na pagina 26), por exemplo
P(PLNPNP) =P(P)P(P; | P )P(Ps [P NP ) =53 -
de modo que temos

P(P3) =P((PLNP>)NP3)+P((PLNB2)NP3)+P((By NP)NPs) +P((B; NB,)NPs) (1.16)

+
_123+112+112+121_1
234 234 234 234 2

Até aqui, P(P) =P(P) =P(P3) = 1/2.
Notemos que P(B;NB>NP;) =P(PLNP>-NB3) e que P(B;NP,NP;) =P(P,NB,NB3) de modo

que, substituindo em na equacao (1.16) acima
P(P3) =P(PL N (P2NPs))+P(PLN(B2NP3))+P(PL N (P.NB3))+P(PL N (B2NB3))
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que por (1.14) é P(P,) e, entao, P(P, ) = P(Ps). Tal simetria vale para qualquer t de modo que P(P;) =
P(P, ) para todo t > 1. Vamos demonstrar esse fato.

Consideremos uma sequéncia de eventos Eq,Ey,...,E;_1,P, em que para cada i, 1 < i < t, temos

E. € {P,B;). As 271 possiveis sequéncias de eventos Ey,...,E,_; particionam o espaco amostral de

modo que, pelo teorema da probabilidade total e o caso geral do teorema da multiplicagao (exercicio

1.24 na pagina 26), a probabilidade de P, é

Z P(E;NE>N-NE, 1 NP)= Z P(E;)- l_[IP’E
=2

(Eq,.. Er1) (Eq,.. Et1)

t-1
E; (1.17)
j=1

em que a soma é sobre todas as 2! sequéncias de eventos. Os somandos no lado direito da equa-

¢ao (1.17) sao

t
n.
P(E;)P(Ex | Eq)P(Es | E1NEy)---P(P; | Elﬂ”'ﬂEt—l):l_lﬁ (1.18)
i=1

onde n; é a quantidade de bolas da cor E; sorteada no i-ésimo sorteio e os denominadores sao i+ 1
porque em cada sorteio o numero total de bolas aumenta de 1.

Fixado um instante t e supondo que até esse instante tenham sido sorteadas m bolas brancas e,
portanto, t — m bolas pretas, sejam 1 < t; <ty <--- < t,, < t 0s instantes em que ocorrem sorteio de
bola branca. Quando foi realizado o primeiro sorteio de uma bola branca, havia uma bola branca
de modo que ny, =1, no segundo sorteio ng, = 2, € assim por diante, até o Gltimo sorteio de bola
branca no instante t,, quando n; = m. No momentos em que nao foram sorteados bolas brancas
foram sorteados bolas pretas, sejam 1 < s <s, <::-<s;_,, < t tais instantes em que ocorrem sorteio
de bolas pretas. De modo analogo temos que ng, =1, ng, =2,...,ns__=t—m

Agora, notemos que nos numeradores no lado direito da equagao (1.18) ocorrem os nameros
1,2,...,me1,2,...,t—m de modo que o fator determinante no calculo é a probabilidade de ocorrer

m sorteios de bolas brancas e t — m sorteios de bolas pretas, a ordem nao importa. Dessa observagao

concluimos que os somandos no lado direito da equagao (1.17) sao

1 2 m 1 2 t—m _mi(t—m)! 1 (1.19)
2 3 m+l m+2 m+3  t+1  (t+1)  (t+1)(1) '
Ha ( ) sequéncias Eq,Ey,...,E;_; de eventos com m posi¢coes correspondentes ao sorteio de bola
branca e cada uma tem probabilidade dada pela equagao (1.19), portanto
t—1 t—1 t—1 1 t
P(P;) = S
(P) Z(m)t+1 Zt+l t t(t+1)Zm
m=0 O m=1
ou seja, P(P,;) =1/2 para todo t > 1. O
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Um fato interessante que deduzimos do exemplo acima é que usando equagao (1.19) podemos

concluir que a probabilidade de haver m bolas brancas apds t-ésimo sorteio é

11
(t+1)(,) t+1

. , . . t
P[ha m bolas brancas apds t-ésimo sorteio | = ( )
m

que nao depende de m.

O TEOREMA DE BAYES Seja E;,...,E,, uma parti¢ao do espago amostral. Se soubermos que o evento

A ocorre, entao qual é a probabilidade (condicionada) com que E; tenha ocorrido? Para todo j

P(A | E;)P(E;)
P(A)

P(E; | A)=

usando o teorema da probabilidade total obtemos

e A P(A | E;)P(E;)
(B 1A= 7 B(A 16 ) P(E)

para todo evento com probabilidade positiva A. Esse resultado € conhecido como teorema de Bayes.

TeorReMA 1.28 (TEoREMA DE BAYEs) Se {E;: i € N} é uma particao do espago amostral com P(E;) > O para

todo i e P(A) > 0, entdo
B(E | a) FATER(E)
! L P(ATE)P(E)

Suponha que probabilite ¢ um virus que afeta 10% da populagao de estudantes universitarios. Um
professor de Probabilidade aplica um teste que detecta probabilite mas eventualmente se engana: 3%
de falsos positivos e 1% de falsos negativos. Se for detectado probabilite em um individuo escolhido
ao acaso, qual é a probabilidade que ele tenha o virus? Queremos determinar P(B | A) onde A é o
evento “foi detectado probabilite” e B o evento “tem probabilite”. Usando o teorema de Bayes com
P(A | B)=0,99, pois P(A | B)=0,01 é a chance de ocorrer um falso negativo, e P(A | B)=0,03 é a

chance de ocorrer um falso positivo

P(B|A)= P(A|B)P(B) 0,99-0,1

= — — = 20,78
P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B) 099-0,1+0,03-0,9

Agora, supondo que probabilite seja uma contamina¢ao muito rara, que afeta s6 1,05% da populagao
universitaria, e que o teste seja um pouco mais acurado, s6 ha 1% de chance de falsos positivos e

falsos negativos, entao

0,99-0,0105
P(B|A)= ~ 0,51
(BIA) 0,99-0,0105+0,01-0,9895
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logo o teste é essencialmente tao efetivo quanto decidir lancando uma moeda. Se o virus for ainda

mais raro, digamos que apena 0,5% da populagao universitaria tenha o virus. Assim,

0,99-0,005
P(B|A)= ~ 0,34
(BIA) 0,99-0,005+0,01-0,995

ou seja, se o teste do professor detectou probabilite em um estudante é duas vezes mais provavel que
o individuo nao tenha probabilite. Esse resultado aparentemente paradoxal ocorre porque o numero
de individuos nao contaminados pelo probabilite ¢ muito grande em relacao ao numero de contami-
nados, de modo que a quantidade de falsos positivos supera a quantidade positivos verdadeiros. Se
100.000 individuos forem testados, esperamos que aproximadamente 99.500 nao tenham probabi-
lite mas que ocorram 0,01 - 99.500 ~ 1.000 falsos positivos; também, esperamos que 500 individuos

tenham probabilite e deles 0,99 - 500 =~ 500 verdadeiros positivos.

FILTRO BAYESIANO PARA MENSAGENS ELETRONICAS INDESEJAVEIS (SPAM) O uso de técnicas ba-
seadas no teorema de Bayes para classificar mensagens eletronicas (emails) surgiu em 1996 num
trabalho de Jason Rennie chamado Ifile e ganhou impulso com o ensaio de Graham (2002).

Previamente identificamos algumas caracteristicas das mensagens que estao classificadas em dois
conjuntos, as que sao spam e as que nao sao spam, da seguinte forma. A frequéncia com que ocorre
uma palavra no conjunto das mensagens que sao spam define uma probabilidade da palavra con-
dicionada a mensagem ser um spam e as palavras caracteristicas de spam sao as mais relevantes de
acordo com essas probabilidades. Por exemplo, nas minhas mensagens muitos dos spams tém a pala-
vra watch enquanto que muitos dos ndo spams tém a palavra “reuniao”; a maioria das mensagens tém
a palavra “a”, tantos spams quanto nao spams, logo “a” nao deve ser uma caracteristica classificatoria;
separamos as palavras tais que P[ palavra | spam | seja bem maior que 1/2 e P[ palavra | ndo spam |
seja bem menor que 1/2. Ao final temos algumas caracteristicas classificatorias, digamos n caracte-
risticas, que podem estar ou nao estar presentes nas mensagens futuras e que vao ajudar a classifica-
las.

Dadas as n caracteristicas, cada mensagem fica associada uma sequéncia binaria de 2 := {0,1}"
em que cada coordenada da sequéncia correspondente indica se a mensagem tem ou nao tem uma
determinada caracteristica. A primeira coordenada, especificamente, é 1 se a mensagem ¢é spam e O
caso, contrario. Assim, (1,0,0,1,1) corresponde a uma mensagem que € spam nao tem as caracte-
risticas 2 e 3, mas tem as caracteristicas 4 e 5. Denotemos por S o evento “spam” e por C; o evento
“tem a caracteristica i”. Na classificacao prévia contamos a quantidade k; de mensagens spam que
tém a caracteristica i dentre as K mensagens classificadas. Também, determinamos a quantidade ¢;

de mensagens nao spam que tém a caracteristica i dentre as L mensagens classificadas. Com essa
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informacao determinamos

ki ¢
P(Ci|5):E € IPJ(C:'|S):E

para cada caracteristica i > 1. Pelo teorema de Bayes, a probabilidade de uma mensagem que apre-

senta a caracteristica i ser spam é

PCCi [S)P(S
P(Ci | S)P(S)+P(C;

pri=B(S | C;)= |)

SIP(S)

Se assumimos que, a priori, temos a mesma chance de receber um spam quanto um nao spam entao

P(S)=P(S)=1/2 e assumindo K =L, para simplificar, a equagao acima se resume a

_ (ki/K)P(S) ki
T k/KP(S) + (€/OP(S) kit

Recebida uma mensagem como classifica-la? Determinamos quais das n caracteristicas estao pre-
sentes na mensagem, digamos que para algum subconjunto de indices | a mensagem tem C; para todo
i €1 e com essa informagao calculamos P( S | (i1 Ci ). Se essa probabilidade for maior que um li-
miar € € (0, 1) estabelecido, entdao a mensagem recebida ¢ classificada como spam, senao ¢ classificada

como nao spam. No que segue vamos provar que a probabilidade dessa mensagem ser spam é dada

1

Para isso vamos assumir que valem

por

I€|pl
ﬂc ] [Ticipi+11ie(1 - pi) (1.20)

P ﬂc, s):ﬂp(ciw) (1.21)
P ﬂc, ) I_IIP (C/1S), (1.22)

para todo | C {2,3,...,n}, o que pode nao ser uma hipdétese muito realista. Usando a defini¢ao de

(DG 1S2(S)
ﬂc] P((11a C)

i€l

probabilidade condicional

e da lei da probabilidade total

P(NierCr | SIB(S) _ P((ie Ci | S )P
P(Niei i) P(MiarCi | S B( +P<m,e.c | S)P(S)
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e pelas equacoes (1.21) e (1.22)

P(NiaCi | S)P(S) B Mia®(Ci | S)P(S)

P(Mia Ci | SIPS)+P(NiciCi | SIPS)  TTiaP(Ci | S)P(S) +TTig B(Ci | S )P(S)

e, usando que P(C; | S)=P(S | C; )P(C;)/P(S) e a igualdade analoga para S
[TiaP(Ci | S)P(S) _ [MiaP(S1Ci)

MiaP(Ci I SIP(S)+TTiaP(Ci [ S)P(S)  TTiaP(S | Ci)+TTiaP(S | C;)

donde seque a equacao (1.20).

As hipoteses assumidas nas equagoes (1.21) e (1.22) significam, grosso modo, que o conhecimento
de algumas das caracteristicas nao da nenhuma pista sobre a presenca ou nao das outras caracteris-
ticas; estamos assumindo independéncia dos eventos e o significado preciso disso é o assunto da

proxima segao.

1.4 INDEPENDENCIA DE EVENTOS

Se um dado é lan¢ado duas vezes, entao temos

=P[asomaé 7]

Q|+

P[asoma é 7 | o primeiro resultado é 4 | =

entretanto

P[a soma é 12 | o primeiro resultado é 4 | =0 = P[a soma é 12].

O condicionamento de ocorréncia de um evento A a ocorréncia de B pode afetar ou nao a probabili-

dade de ocorréncia de A. Definimos que o evento A ¢ independente do evento B se
P(ANB)=P(A)P(B)

Notemos que se A ¢ independente de B entao B é independente de A de modo que dizemos A e B sao
eventos independentes. .

Se os eventos tém probabilidade nao nula entao decorre da definicao acima que a independéncia
de A e Bequivalea P(A |B)=P(A)eP(B | A)=P(B). E imediato da defini¢do o seguinte fato.

ProrPosiGA0 1.29 Todo evento A de um modelo probabilistico é independente do evento certo €2 e do evento

impossivel &. N

A independéncia dos eventos A e B resulta na independéncia entre seus complementos, como

enunciado a seguir.

Proposicio 1.30 Se A e B sio eventos independentes de um modelo probabilistico, entdo A e B sdo eventos

independentes, A e B sdo eventos independentes e A e B sdo eventos independentes.
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DemonsTRACAO. Deduzimos de P(A) =P(ANB)+P(ANB), usando a independéncia de A e B, que
P(ANB)=P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B)
portanto sao eventos independentes. Os outros casos sao demonstrados de modo analogo. ]

Para investigar o caso de trés eventos, voltemos ao experimento de um dado lancado duas vezes.
Sejam A o evento “a soma do dois langamentos é 7”, B o evento “o primeiro lancamento resulta 4”
e C o evento “o segundo lancamento resulta 2”. Como vimos, A e B sao eventos independentes. Por
razao analoga A e C sao independentes. Poréem P(A |BUC )=2/11=P(A)eP(A|BNC)=0=P(A),
ou seja, A nao é independente de [B ou C] e ndo é independente de [B e C].

Para trés eventos, digamos A, B e C, queremos que A seja independente do par de eventos {B, C}
quando o conhecimento de qualquer informagao a respeito da ocorréncia de B, de C, ou de uma

combinacao deles pelas operagoes elementares de conjuntos nao altere a probabilidade de ocorrer A.

Exercicio 1.31. Assuma, como definicao de “A ¢é independente de {B,C}” se vale a equagao equa-
¢ao (1.23) a seguir
P(A|BNC)=P(A|B)=P(A|C)=P(A). (1.23)

Prove que se A é independente de {B, C} entdao A é independente de cada um dos eventos da familia
{2,8,C,B,C.BUC,BNC,BUCBNCBUCBNCBUCBNC Q)
que chamamos de espago de eventos gerado por {B, C}.

Em vista disso, definimos que A é independente de {B,C} se for independente de todo evento
do espaco de eventos gerado por {B,C}. Tal definicao é equivalente a (veja a equacao (1.23)): A ¢é
independente de {B,C} se, e somente se, é independente de B, é independente de C e é independente de
BN C,istoé,

P(ANB)=P(A)P(B), (ANC)=P(A)P(C) e (ANBNC)=P(A)P(BNC).

Ademais, notemos que essa definicao é compativel com a definicao de “A independente de B”
dada anteriormente pois, pelas proposi¢oes 1.29 e 1.30, o evento A é independente de todo evento
do espaco de eventos gerado por {B}, o qual é {@,B,B,Q2}.

Em geral, estamos interessados no caso em que cada evento é independente dos outros dois even-
tos restantes e, nesse caso, dizemos que os eventos A, B e C sao mutuamente independentes o que é

equivalente a
P(ANB)=P(A)P(B), P(ANC)=P(A)P(C), P(BNC)=P(B)P(C)eP(ANBNC)=P(A)P(B)P(C).

Consideremos trés lancamentos de uma moeda equilibrada e os eventos E;, dado por “o resul-

tado do primeiro e do segundo lan¢amentos coincidem”, E;3 dado por “o resultado do primeiro
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e do terceiro coincidem” e E,3 dado por “o resultado do segundo e do terceiro coincidem”. Cada
um desses eventos tem probabilidade 1/2. Os eventos sao independentes quando tomados dois-
a-dois: P(E;»>NE;3) = P({(Ca,Ca,Ca),(Co,Co,Co)}) = 1/4 e, analogamente, os eventos E;> NEy3 e
E13NEy3 tém probabilidade 1/4. Entretanto esses eventos nao sao mutuamente independentes pois
P(E;> NEy;3NEys) =1/4 enquanto que P(E1, )P(E,3)P(Es3) =1/8.

Agora, num lancamento de dados tomamos os eventos A = {1,2,3,4} e B = C = {4,5,6}. Os
eventos B e C nao sao independentes. Também A e B nao sao independentes pois P(ANB) = 1/6
enquanto que P(A)P(B) = 1/3, logo A e C nao sao eventos independentes. Porém P(ANBNC) =
P(A)P(B)P(C).

Uma colecao enumeravel de eventos £ = {E,} é dita mutuamente independente se para todo

P[ﬂEZ]:I_I]P’(Eg).

led el

subconjunto finito J C N vale que

Para k € {2,...,n} fixo, dizemos que a colegao £ é k-a-k independente se todo subconjunto de indices

J c N com |J| < k define uma subcolegao de eventos mutuamente independentes.

INDEPENDENCIA CONDICIONAL Dizemos que A; e A, sdo condicionalmente independentes dado B
se
P(A2NAy [ B)=P(A; |B)P(A;|B).

Essa definicao estende-se naturalmente, como acima, para um cole¢ao com mais que dois eventos.

As equacgoes (1.21) e (1.22) no exemplo para filtros anti-spam pede que as caracteristicas Cq,...,C,,
que sao usadas para classificar as mensagens, sejam independentes quando condicionamos a ocor-
réncia de spam e quando condicionamos a ocorréncia de nao spam, respectivamente.

No contexto do exemplo 1.27, pagina 27, qual a probabilidade de um motorista se envolver num
acidente no segundo ano dado que tenha se envolvido em acidente no primeiro ano de contrato?
Denotemos por A, o evento “acidente no 2° ano de contrato”. Assumiremos que A; e A, sao condici-
onalmente independentes dado A*, ou seja, P(A>NA; | AT)=P(A; | A¥)P(A, | AT). Se definirmos
a medida de probabilidade Q(X) :=P( X | A1 ), queremos determinar Q(A, ). Pelo teorema de proba-
bilidade total Q(A5) =Q(A, | A*)Q(A*)+Q(A, | A*)Q(A*). Mas

o Q(ANAT) P(ANAT[A) + _ +
QA2 | A") = =G == —Far A - (A2 | ATNAL) =P(Az [ A7)

em que a ultima igualdade segue da independéncia condicional assumida (verifique). Lembremos
que os motoristas propensos a acidentes se envolvem em acidente no periodo de um ano com pro-
babilidade 0,4, logo P( A, | A" ) =0,4. Ainda, calculamos no exemplo 1.27 que Q(A*) =6/13. Desse
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modo temos que

S 6
QA2) =0 Az | AT QA ) +Q( A | AT )Q(AT) =04+ T2 +02: 2~ 0,29,

Exemplo 1.32. Suponhamos que numa caixa ha duas moedas, uma delas com duas caras e a outra é
uma moeda comum. Uma moeda é sorteada e langcada duas vezes. Sejam A e B os eventos “o primeiro
lancamento é cara” e “o segundo lancamento é cara”, respectivamente. Condicionados ao evento C

definido por “a moeda normal foi a escolhida” os eventos A e B sao independentes:

P(ANB|C)= %—% %:IP’(A|C)-]P’(B|C).

Entretanto os eventos A e B nao sao independentes pois
P(A)=P(A | C)P(C)+P(A | C)P(C)=
P(B)=P(B | C)P(C)+P(B| C)P(C)=
porém
P(ANB)=P(ANB | C)P(C)+P(ANB | C)P(C)

=P(A | C)P(B | C)P(C)+]P(A|E)IP(B|E)P(E):§

por causa da independéncia condicional, usada para deduzir a segunda linha da equagao acima. ¢

Agora, retomemos o exemplo do virus da probabilite, dado na pagina 31, que é um virus que
contamina 0,5% da populagao universitaria e que o teste para detectar o virus tem 1% de chance
de acusar falsos positivos e falsos negativos. Vimos que P(B | A) = 0,34 onde A ¢é o evento “foi
detectado probabilite” e B o evento “tem probabilite”. Agora, suponha que o estudante estava com
dor de cabega (o teste foi feito em véspera de prova). E sabido que 95% dos individuos que tem
probabilite apresentam dor de cabeca, enquanto que 10% da populagao nao contaminada apresenta
dor de cabeca; também € sabido que o evento “ter dor de cabe¢a”, que denominamos C, nao afeta
a precisao do teste no sentido de que A e C sao condicionalmente independentes P(ANC |B) =
P(A | B)P(C | B). Com esse fato, a probabilidade de ter probabilite dado que o teste deu positivo e o

estudante tem dor de cabeca é

P(ANC | B)P(B)
P(ANC | B)P(B)+P(ANC |B)P(B)
. P(A|B)P(C|B)P(B)
P(A|B)P(C|B)P(B)+P(A|B)P
0,99-0,95- 0,005
~0,99-0,95-0,005 +0,01-0,1-0,995

P(B|ANC)=

(C|B)P(B)
~ 0,82.
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1.4.1 ESPACO PRODUTO

Dados os espagos de probabilidade discretos (€2;,P;), para 1 < i < n, podemos definir um espago
de probabilidade discreto cujo espaco amostral é dado pelas sequéncias (w1, wy,...,w,) do produto

cartesiano €27 x 2, x --- x €2, e a medida de probabilidade em cada ponto amostral é
P(w) = IED1((*)1 )]P)Z((*)Z)"'Pn(wn)

para todo w = (w1, wy,...,w,) € 21 x s x---xQ,, a qual se estende do modo usula para todo A C
(2. Esse espaco de probabilidade é chamado espaco produto e é o modelo probabilistico de um

experimento sendo repetido n vezes sob condi¢oes idénticas. Nao ¢é dificil verificar que

Y Plw)= ) ) ) Pi(wp)Pa(w) Pylwp) = 1

wef (l)lte (1)2602 wneQn

0 que garante que o espago produto é um espaco de probabilidade. Além disso, para A; C€2;, 1 <i <
n, temos (verifique) P(A; x Ao x -+ x A,) =P1(A1)Po(A2)---PL(A,).

Um modelo probabilistico para n langamentos de uma moeda equilibrada em que os resultados
dos lancamentos sao mutuamente independentes é dado pelo espago produto (2”,P"), em que (2, P)

€ o modelo para um langamento dado no exemplo 1.6.

Exemplo 1.33. Sortear um ntimero inteiro entre 0 e 999 é um experimento aleatorio cujo espago amos-
tral é o conjunto dos nimeros naturais até 999 e cuja medida de probabilidade é a uniforme, isto,
é cada numero ocorre com probabilidade 1/1.000. Se temos disponivel os algarismos 0,1,...,9 po-
demos gerar uniformemente um namero entre O e 999 se sortearmos dq,d>,d3z € {0,1,...,9}, com os
resultados mutuamente independentes, e tomarmos n := d; x 10°+ d» x 10* + d3x 10°, entdo o espaco
amostral é dado pelas ternas de algarismos (d;, d>, d3) e a probabilidade de n é (1/10)3 = 1/1.000.
Ha uma correspondéncia bijetiva (dada por n = n(dy, d», d3)) entre esses dois espacos amostrais e que
preserva a probabilidade dos pontos amostrais, com isso os eventos aleatorios tém a mesma proba-
bilidade no dois modelos e, nesse sentido, sortear uniformemente um ntimero de trés algarismos e

sortear uniformemente cada um de trés algarismos sao experimentos aleatérios equivalentes. O

Exercicio 1.34. Considere n repeti¢oes de um experimento modelado por (€2,P). Sejam A, As,..., A,
eventos de 2" tais que a j-ésima rodada sozinha determina se A; ocorre, ou seja, existe um E; C Q2
tal que A; = Qi1 x E; x Q"7 Se em 2" tomarmos a medida produto, entdo os eventos Ay, A;,..., A,
sao mutuamente independentes. (Dica: comece com a prova de que os eventos sao dois a dois inde-

pendentes.)

REPETICOES INDEPENDENTES DE UM ALGORITMO Uma técnica importante na utilidade dos algorit-

mos probabilisticos é a possibilidade de reduzir o erro das respostas executando o algoritmo com a
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mesma entrada varias vezes: se um algoritmo erra com probabilidade ¢, entao em duas execugoes
errara com probabilidade e, emreN execugoes a probabilidade de erro é €".

Nos algoritmos probabilisticos assumimos independéncia dos resultados nos sorteios. Primeiro,
assumimos que todos os sorteios feitos durante uma rodada do algoritmo sao independentes, isto
é, o resultado de um ou mais sorteios nao altera a probabilidade do resultado de um outro sorteio.
Também, assumimos que os sorteios feitos durante uma execucao nao altera a probabilidade dos
sorteios nas outras execugoes de modo que se justifica e decaimento exponencial no erro descrito no
paragrafo anterior.

Lembremos que o algoritmo 1 erra quando declara um polindmio nao nulo como nulo, o que
pode ter ocorrido pela escolha de uma raiz do polindomio pelo algoritmo. Fixada uma instancia
do problema, suponhamos r rodadas independentes desse algoritmo (com a mesma instancia). Se
em alguma dessas rodadas o o algoritmo 1 responde ndo, entao essa é a resposta definitiva para o
problema com essa instancia. Se todas as r respostas forem sim entao a resposta definitiva é sim e
essa resposta estara errada se todas as r respostas de cada rodada estiverem erradas, o que ocorre com
probabilidade 47", pela independéncia dos eventos “resposta errada na i-ésima execuc¢ao”. Assim, se
precisamos de uma garantia na resposta para o problema, por exemplo com probabilidade de erro
menor que ¢, para algum ¢ > O fixo, entao basta escolher r de modo que 47" < ¢, ou seja, r > log> V1/e

rodadas.

ProposicAo 1.35 Dado um real positivo €, o problema teste de identidade de polindmios em uma

variavel pode ser resolvido por um algoritmo aleatorizado com probabilidade de erro menor que . ]

1.4.2 GERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS

Suponhamos que temos disponivel uma fonte que gera bits aleatérios de modo uniforme e in-
dependente e queremos projetar um algoritmo que recebe um inteiro positivo M e nos devolve uma
escolha aleatéria em {0,1,...,M—1}. Se M é uma poténcia de 2, digamos que M = 2k, entao a res-
posta é simples: basta sortearmos k bits aleatérios dg, dq,... dx_1 € {O0,1} que o resultado é o nimero
Y %5 d;2! no dominio desejado com probabilidade 1/M. No caso em que M nio é poténcia de 2, diga-
mos que 2571 < M < 2K (o que significa que precisamos de k bits aleatério) usamos o mesmo processo

descrito no paragrafo anterior com a excegao de que se o resultado for maior ou igual a M, o processo
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é reiniciado e é repetido até que um nimero entre O e M— 1 seja obtido.

Instancia: inteiro positivo M > 2.
Resposta: uma escolha aleatoéria uniforme em {O,1,...,M—-1}.
1 repita
2 para cada i € {0,...,|log>M]} faga d; & {0,1};
3 N«Y.d?2;
até que N < M;

'

(6]

responda N.

Algoritmo 2: gerador de nameros aleatoérios.

O resultado das escolhas aleatdrias na linha 2 do algoritmo 2, a sequéncia dx_1dy_>...dy, € um
evento elementar do espaco produto ({0, 1}k, Pk), em que P(0) =P(1)=1/2, que tem probabilidade
PK(di_1dk_>...dg) = (1/2)k. Essa sequéncia é a representa¢ao binaria do nimero Z;:Ol d;2' que per-
tencea {0,1,...,2k-1}.

Por exemplo, se M = 7 entao k = 3. Com trés bits d,>d; dy temos as representacoes binarias dos
naturais de O a 7. O lago da linha 1 gera qualquer um desses nimeros com a mesma probabilidade,
a saber 1/23 = 1/8. Porém o algoritmo s6 termina se o sorteio for diferente de 7, isto €, nao ocorre o
evento d>d;dp = 111. Dado que esse evento nao ocorre, qual a probabilidade do algoritmo responder
4? Usando probabilidade condicional PIN=4|N=7]=(1/8)/(7/8) = 1/7 e, de fato, o algoritmo
escolhe N e {0,...,6} com probabilidade 1/7.

No caso geral, definimos o evento A = {0,1,...,M—1} e para qualquer t € A a probabilidade do

algoritmo responder t é¢ dada por

P({t}nA) (1/2) 1
P N=t|NeA]|= = = —,
NeR{O,...,Zk—l}[ tINEA] P(A) M/2k M

Portanto, se o algoritmo termina, ou seja, dado que o sorteio N satisfaz N < M, entao ele responde
com um numero entre O e M—1 de modo uniforme. Resta provarmos que o algoritmo termina, isto
é, eventualmente a condicao N < M na linha 4 e satisfeita. Sempre assumimos que os sorteios e 0s
eventos que eles definem em rodadas diferentes de um lago como o da linha 1 sao independentes.
Fixamos uma instancia M com 2k-1 < M < 2k e k = [log;M] + 1 é 0 nimero de bits sorteados.
A probabilidade com que uma rodada do laco da linha 1 resulte em um inteiro N que pertenca ao

conjuntoK: (M,...,2k—1}¢é
—  2k-M M
P(A) = T = 1 - ?
Definimos para todo n > 1 o evento A, por “o algoritmo leva mais que n rodadas para terminar”. Tal
evento ocorre se nas n primeiras tentativas do laco na linha 1 ocorre um sorteio em A e dai pra diante
pode ocorrer qualquer um dos dois casos, A ou A, logo P(A,) = (1 — M/2k)" pela independéncia da

ocorréncia dos eventos A em cada rodada do laco.
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Os eventos A, formam uma sequéncia decrescente A, D A1 e lim, A, =(),>1 A, € 0 evento

“o algoritmo nao termina”, cuja probabilidade é, por continuidade (equacao (1.5) na pagina 17),
P[0 algoritmo nao termina | = IP’( nl|_r>1(1>o A, ) = nli_r)1(1>OIP’(A,,) = nli_)moo(l - ;)n =0

pois M < 2k, portanto, o algoritmo termina com probabilidade 1.

Notemos que, diferente do exemplo do algoritmo 1, nesse caso a resposta esta sempre correta
e a aleatoriedade influencia na duracao das rodadas, isto é, no tempo que leva para o algoritmo
terminar. Esse algoritmo nao s6 termina como, de fato, termina rapido, em poucas rodadas do laco
da linha 1 com alta probabilidade. De M > 2k-1 temos P(A) < 1/2, portanto, em n rodadas do laco
todos os inteiros sorteados pertencem a A com probabilidade menor que 2-". A probabilidade de

nao terminar em, por exemplo, 4 rodadas é menor que 0,07, em 10 rodadas é menor que 0,00098.

1.5 EXERCICIOS

Exercicio 1.36. Sejam A, B e C eventos aleatdrios. Determine expressoes que envolvem somente con-

juntos e operagdes sobre conjuntos para

5. pelo menos dois eventos ocorrem;
1. somente A ocorre;

6. exatamente um evento ocorre;

2. A e Bmasnao C ocorrem;
7. exatamente dois eventos ocorrem;

3. 0s trés eventos ocorrem; 8. nenhum evento ocorre:
. )

4. pelo menos um evento ocorre; 9. nao mais que dois eventos ocorrem.

Exercicio 1.37. Considere o langamento repetido de uma moeda equilibrada até sair coroa, como

descrito no exemplo 1.13. Com que probabilidade o numero de lancamentos é par?

Exercicio 1.38 (Principio da inclusao—exclusdo). Prove que para eventos A, A5, ..., A, vale

IP{UA,]: iP(Ai)—i i IP’(A,-ﬁAj)+i i Z ]P’(AimAjﬂAk)+---+(—1)”IP’[ﬁA,~].
i=1 i=1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=j+1 i=1

Exercicio 1.39. Prove que o corolario 1.5, pagina 10, admite a seguinte extensao: para qualquer con-

junto enumeravel {E;: i > 1} de eventos num espaco discreto vale
]P{UE,-] < ZIP(E,-).
i>1 i>1
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Exercicio 1.40. Seja p primo e tome 2 := {1,2,...,p} com medida uniforme P(A) = |A|/p, para todo

A C 2. Prove que se A e B sao independentes entao pelo menos um desses eventos deve ser @ ou 2.

Exercicio 1.41. Defina um sistema de codificagdo com P = {a,p}, C = {a,b} e K = {0,1} tais que
Px(0) = 1/10 e Px(1) = 9/10. A codificagao Ex(m), para cada m € {a, B} é dada na tabela 1.3 abaixo.

Prove que o sistema nao tem sigilo perfeito.

Tabela 1.3: funcao de codificacao.

Exercicio 1.42 (Teorema de Shannon). Prove o seguinte resultado: dados um sistema de codificacao
com P, K, C finitos e |P| = |K| = |C| e dada uma medida de probabilidade Py sobre P tal que Pp(P) >0,
para todo P € P, esse sistema tem sigilo perfeito se e somente se as chaves sao equiprovaveis, com
probabilidade 1/[K|, e existe um tnico K € K tal que E¢(P) = C, para todo P € P e todo C e C.

Exercicio 1.43. Considere 2 = {0,1}" e suponha que x € o resultado de um sorteio uniforme em €2 e
y € o resultado de um sorteio em 2 em que os resultados ocorrem de acordo com alguma medida
de probabilidade, possivelmente diferente da uniforme. Os sorteios sao independentes. Mostre que

Y ® x (ou-exclusivo coordenada-a-coordenada) é qualquer elemento de {2 com probabilidade (1/2)".

Exercicio 1.44. Vamos provar uma generalizacao do exercicio 1.43. Seja (G,o) um grupo abeliano
finito, T um conjunto finito e f: T — G uma func¢ao qualquer. Suponha que x é o resultado de
um sorteio uniforme em G e y € o resultado de um sorteio em T em que os resultados ocorrem de
acordo com alguma medida de probabilidade, possivelmente diferente da uniforme, e os sorteios sao
independentes. Prove que x o f(y) é qualquer elemento do grupo G com probabilidade uniforme.
Prove também que para quaisquer i € T,j € G os eventos definidos por “y = i” e “x o f(y)=j” sao

independentes.

Exercicio 1.45. No exercicio anterior, suponha que f seja invertivel e T um conjunto de textos le-
giveis. A codificacao de um texto legivel m € T é feita transformando-o num elemento do grupo
com f(t), sorteando uma chave k € G uniformemente e calculando ¢ = ko f(t). A decodificacao é
feita conhecendo-se a chave k e calculando f~!(c o (~k)), em que —k é o elemento inverso de k em G.

Verifique se tal sistema de codificacao tem sigilo perfeito.
Exercicio 1.46. Suponha que vocé tem trés moedas e uma delas é viciada de modo que P(cara) =
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2/3. Escolhendo uma delas ao acaso a probabilidade de acertar qual é a viciada é um terco. Agora,
suponha que o resultado do langamento de cada uma delas, sem conhecer qual é a viciada, resulta
em (cara, cara, coroa). Mostre, usando o Teorema de Bayes, que a probabilidade da primeira moeda

ser a viciada é 2/5.

Exercicio 1.47 (Saldanha, 1997). Dois amigos querem decidir quem pagara a conta da pizzaria com
uma aposta. Cada um deles escolhe uma sequéncia de trés resultados do langamento de uma moeda
honesta, em seguida eles jogam uma moeda até que saia uma das duas sequéncias: aquele que tiver
escolhido a primeira sequéncia a sair ganhou a aposta. Por exemplo, André é o primeiro e fica com
a sequeéncia (coroa, coroa, cara) enquanto Renato responde com (cara, coroa, coroa). Eles jogam
a moeda obtendo coroa, cara, coroa, cara, coroa, cara, coroa, coroa e neste momento Renato é o
vencedor. Mostre que nesse caso a probabilidade do Renato ganhar o jogo € 3/4. Prove que o segundo

jogador sempre tem uma escolha mais vantajosa pra ele.

Exercicio 1.48. Trés convidados chegaram numa festa vestindo chapéu e os entregaram na recepgao.
O funcionario, pouco cuidadoso, nao identificou os chapéus e no final da festa os entregou aleatoria-
mente para as mesmas trés pessoas. Use o principio da inclusao—exclusao para mostrar que ninguém
recebe o préprio chapéu com probabilidade 1/3. Generalize o resultado para n convidados e use a sé-
rie de poténcias para a funcao exponencial (veja (s.8) do apéndice) para mostrar que a probabilidade

de ninguém pegar o préprio chapéu converge, quando n — oo, para 1/e.

Exercicio 1.49. Em um treino de paraquedistas um grupo de n paraquedistas estao enfileirados e um
paraquedista é escolhido ao acaso no seu grupo. O paraquedista escolhido cumprimenta todos os
paraquedistas do seu grupo e salta da aviao; o grupo fica entao dividido em dois: um grupo formado
pelos paraquedistas que se encontravam a esquerda daquele que pulou e o outro grupo formado
pelos paraquedistas a direita. O procedimento é repetido nos grupos restantes até sobrarem grupos
de um unico paraquedista, que pulam um a um. Note que paraquedistas que em algum momento
ficam em grupos diferentes nao se cumprimentaram e nao se cumprimentarao desse momento em
diante. A ordem da fila dentro de cada grupo é sempre mantida. Prove que os paraquedistas das

posicoes i e j, sem perda de generalidade j > i, se cumprimentam com probabilidade 2/(j —i +1).

Exercicio 1.50. Considere uma moeda que resulta em cara com probabilidade p € (0,1). Prove que a

probabilidade de que em n lancamentos (independentes) temos mais que k caras é no maximo (})p~.

Exercicio 1.51. Considere uma moeda que resulta em cara com probabilidade 1/5 e coroa com pro-

babilidade 4/5. Justifique que a probabilidade de sair menos que k coroas em 2k lancamentos (inde-

42



pendentes) é

k-1 k-1
Z(Zk)(4/5)"(1/5)2k—" < (1/5)%< 4k Z(Z_k).

i i
i=0 i=0
Use o teorema do bindmio de Newton e prove que a probabilidade de sair menos que k coroas em 2k

lancamentos dessa moeda é menor que (4/5)2k.

Exercicio 1.52. Considere o seguinte procedimento para gerar uma permutagao da sequéncia a =

(1,2,...,n), para qualquer ne N:
* para cada coordenada i=1,2,...,n—1 do vetor a

- sorteie uniformemente uma coordenada j € {i,..., n}

— troque os componentes das coordenadas: coloque o numero da coordenada j na coorde-

nada i e o da coordenada i na coordenada j.
O vetor resultante é uma permutagao do vetor inicial com probabilidade uniforme?

Exercicio 1.53. Considere o algoritmo que recebe um inteiro positivo M > O e devolve um inteiro

escolhido aleatoriamente em {0, 1,...,M -1} da seguinte forma:

Instancia: inteiro positivo M.

Resposta: uma escolha aleatdria uniforme em {0, 1,...,M—1}.
1 seja k o naumero de bits de M;
2 (do, dy,..., di_1) & (0, 1)K
3 N—) ,d;2%;

4 responda N mod M.

Prove que a resposta nao tem distribui¢ao uniforme.

Exercicio 1.54. O seguinte gerador de nimeros aleatorios é adaptado do exercicio anterior.

Instancia: inteiros positivos M e t.

Resposta: uma escolha aleatoéria uniforme em {O,1,...,M—-1}.

1 seja k o numero de bits de M;

R
2 (dg,dy,..., disro1) < {0, 1)K
3 N ,d;2%;

4 responda N mod M.

No caso t = 0 a probabilidade da resposta nao é uniforme (exercicio 1.53 acima). Prove que
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quanto maior é t mais proximo a probabilidade de N esta da uniforme, no seguinte sentido

M-1

)

n=0

1
2t—1'

1
P[N:”]—M'<

Exercicio 1.55. Distribuimos uniformemente e independentemente m bolas idénticas em n caixas
distintas. Qual é a probabilidade com que a i-ésima caixa fica vazia? Qual é a probabilidade com
que a j-ésima e a i-ésima caixas ficam vazias? Qual é a probabilidade com que nenhuma fica vazia?
E de exatamente uma ficar vazia?

Prove que no caso n = m o maior namero de bolas em qualquer caixa é no maximo 2elog, n com
probabilidade 1 — n™* (dica: estime a probabilidade de uma caixa ter muitas bolas, a féormula de

Stirling (d.3) pode ser atil nos calculos, e use a desigualdade de Boole, corolario 1.5 na pagina 10).

Exercicio 1.56. Considere o conjunto dos nimeros naturais e defina para todo subconjunto E e cada

n > 1 a densidade relativa de E
l{1,2,...,n}NE|

P,(E) == =

Defina p(E) := lim,,_,, P,(E) quando o limite existe e seja .A a familia de subconjunto E para os quais o
limite existe. Prove que se A e B sdo elementos disjuntos de A entao AUB € A e p(AUB) = p(A)+ p(B)
e que esse Nao € o caso se 0s eventos nao sao disjuntos. Prove que p nao é enumeravelmente aditiva.

Finalmente, prove que p é invariante por translacdo, ou seja, se p(A) existe entao p({a+1:a€A}) =
P(A).

Exercicio 1.57. Prove que no seguinte algoritmo a probabilidade p,, do lago executar pelo menos n
vezes € maior que O e, mais que isso, essa probabilidade é maior que O no limite, ou seja, limp, >0
quando n — oo (pode ser util a desigualdade 1 — x > exp(—2x) para x € [0,1/2]).

1 j<0;

2 repita

3 j—j+1;

4 paracadaie{l,2,...,j} faca d,i{O,l};

5 até que d; = 1 para todo i.

Exercicio 1.58. Alice e Bob tém, cada um, um enorme banco de dados que eles querem saber se sao
iguais. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que cada banco de dados é um vetor de n bits
aja,...a, para Alice e byb,... b, para Bob. Alice e Bob podem enviar mensagens um ao outro. Uma
saida trivial é: Alice envia os n bits para Bob, entao Bob verifica se os dois vetores sao os mesmos e
envia o resultado (sim ou nao) para Alice. Toda a comunicag¢ao usa n+ 1 mensagens de um bit.

O seguinte protocolo € mais economico:

1. Alice escolhe um primo p € [n?,2n°] e manda para Bob;
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2. Alice constréi o polindmio A(x) = aj + ayx+ azx® +---+apx""1;

3. Bob constréi o polindmio B(x) = by + byx + b3x? +-+-+ b,x"1;
4. Alice sorteia a € Z, =1{0,1,2,...,p—1}, calcula A(a) mod p e manda a e A(a) mod p para Bob;
5. Bob calcula B(a) mod p e manda para Alice se A(a) = B(a) ou nao.

Tal protocolo erra se A = B, porém A(a) = B(a). Verifique que

n-1

Plerro]= P [(A-B)(a)=0|A-Bz0]<

(XGRZP

e conclua que P[erro] < 1/n. Mostre que sao usados O(log n) bits.

Exercicio 1.59 (Lema do isolamento, (Mulmuley, Vazirani e Vazirani, 1987)). O seguinte resultado diz
que, independentemente da natureza de uma familia F de conjuntos, uma atribuigao aleatoéria de
pesos aos elementos de | Jr £ F isola o elemento da familia menos pesado com grande probabilidade.
Este lema tem muitas aplicagoes na teoria da computacao, em particular, Mulmuley e seus coautores
0 usaram para projetar um algoritmo aleatorizado paralelizavel para encontrar emparelhamento de
peso maximo em um grafo (exercicios 2.65 e 2.68).

Sejam E um conjunto finito e 7 uma familia de subconjuntos de E. Uma m-ponderagio de E é uma
funcao p: E — {1,..., m} que atribui pesos inteiros para os elementos de E. O peso de um subconjunto
nao vazio S CE é p(S) =) .csp(e). A ponderagao p é isolante para F se o peso minimo, mingcr p(S),

for alcangado em um tnico elemento de . O lema do isolamento é o seguinte resultado

TeorReMA Dado m € N, para todo conjunto finito E e toda familia F C 2% temos

1 \[El
P[peR{l,...,m}Eéisolantepara}"]2(1——) .
m

Para provar esse resultado, suponha que nenhum elemento de F é um superconjunto de outro
elemento de F. Considere P o conjunto de todas as m-ponderacdes de E e P>! o conjunto de todas
as m-ponderacdes de E que nao atribuem o peso 1 a qualquer elemento de E. Defina ¢: P> — P da
seguinte forma: dada a ponderagao p € P tome algum S, € 7 de peso minimo de acordo com p e,

fazendo p’ = ¢(p), defina

p(i)—1 sei€S,
p(i) sei &S,
1. Prove que se p € P> entdo p’ é isolante em F.

2. Prove que ¢ € injetiva.
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3. Prove que P,[p é isolante em F] > |p(P~1)|/|P].

4. Conclua a demonstracao do lema do isolamento.
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2.1 ANALISE DE ALGORITMOS

Um algoritmo define sem ambiguidade uma sequéncia de passos para resolver um problema
computacional. Um problema computacional é caracterizado por um conjunto de instancias (ou en-
tradas), um conjunto de respostas e uma relagdo que associa instancias a respostas. Por exemplo, o
problema “multiplicar dois inteiros positivos” tem como instancias pares (n, m) de inteiros positivos
e como respostas inteiros positivos. A relagao que se quer computar é definida pelos pares ((n, m), z)
de instancias e respostas tais que n- m = z. Notemos que entre instdncias e respostas temos uma

relacao e nao uma funcao pois é possivel que uma instancia esteja associada a mais de uma resposta.
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Por exemplo, se as instancia sao formulas da légica proposicional e as respostas sao valoracoes das
variaveis com verdadeiro ou falso e que tornam a féormula verdadeira, entdo a instancia x; ou x, tem
trés respostas possiveis.

Os algoritmos sao, geralmente, descritos no que costumamos chamar de pseudocédigo, uma mis-
tura de algumas palavras-chave em portugués com sentengas construidas como em uma linguagem
de programacgao estruturada como a linguagem C.

Um algoritmo executado sobre qualquer instancia do problema produz uma resposta que deve
estar correta, isto é, o par instancia/resposta deve fazer parte da relagao do problema. Além da cor-
recao do algoritmo, devemos conhecer o comportamento do algoritmo com respeito ao consumo de
recursos para resolver o problema. Alguns recursos para os quais podemos querer estimar o con-
sumo por um algoritmo sao o espago, o tempo, a comunicagdo e a aleatorizagdao. Os dois primeiros sao
os mais comumente estudados, o primeiro esta associado a quantidade de “memoria” extra usada
para resolver uma instancia do problema e o segundo ao nimero de instrugoes realizadas pelo al-
goritmo. Além desses, pode ser de interesse a quantidade de unidades de informacao transmitidas
e recebidas (comunicagao, veja o exercicio 1.58) e, quando analisamos algoritmos probabilisticos, a
quantidade de sorteios usados pelo algoritmo (veja um caso na pagina 69). A Andlise de Algoritmos € a
disciplina da Teoria da Computagao que trata dqas técnicas de prova da corregdo de algoritmos e de

avaliacao de eficiéncia quanto ao consumo de recursos.

TAMANHO DA INSTANCIA Para expressar o consumo de recursos pelos algoritmos nés levamos em
conta o tamanho da instancia. Uma instancia do problema é dada por alguma codificagiao dela usando
um conjunto de simbolos, em ultimo nivel uma cadeia de bits, donde definimos o tamanho de uma
instancia como o namero de simbolos (bits) usados na representagao da instancia. Na pratica adota-
mos algumas simplifica¢coes que dependem muito do problema que esta sendo estudado e da repre-
senta¢ao usada, em geral o tamanho da instancia é um inteiro positivo que descreve a quantidade de
componentes da instancia. Por exemplo, se o problema é multiplicar dois numeros inteiros, o tama-
nho é a quantidade de algarismos desses nimeros (em alguma base com pelo menos dois algarismos).
Se o problema é multiplicar duas matrizes de nimeros inteiros, o tamanho é a dimensao da matriz;
essa simplificacdo supde que o tamanho da matriz é muito grande quando comparada ao tamanho
dos numeros que a compoe e se esse nao € o caso entao o tamanho dos numeros deve ser levado em
conta. No problema de ordenacao de uma sequéncia numérica o tamanho é dado pelo namero de
elementos da sequéncia. Em algoritmos sobre grafos, o tamanho é dado em fung¢ao do nimero de
vértices, do niumero de arestas, ou de ambos. Ha justificativas razoaveis para tais simplificagoes e,
mesmo que fagamos escolhas concretas de codificagao de instancias, tentamos manter a discussao

abstrata o suficiente para que as estimativas sejam independentes da escolha da codificacgao.
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TEMPO DE EXECUCAO Como estimamos o tempo de execucdo de um algoritmo para resolver uma de-
terminada instancia? Sao duas as ideias preliminares. Primeiro, contamos as instrugoes executadas,
nao usamos a no¢ao comum de tempo pois isso dependeria do que (ou quem) executa o algoritmo.
Depois, como ja dissemos, determinamos quanto tempo o algoritmo demanda em fun¢ao do tamanho
da instancia escrevendo uma funcao que caracteriza como o tempo de execugao varia com o tamanho
da entrada', ess fungdo expressa a ordem de grandeza do crescimento do tempo de execu¢do quando
as instancias crescem.

O consumo de tempo dos algoritmos, como medida de sua eficiéncia, expressa o numero de ins-
trugoes bdsicas executadas pelo algoritmo em funcao do tamanho da entrada descrita em notagao
assintotica. Isso nos permite algumas simplificacOes: podemos (quase sempre) assumir que cada
linha consome tempo constante, mesmo as operagdes aritméticas podem serem assumidas de tempo
constante. Porém, isso nao ¢ regra e tem de ser feito com cuidado, essa hipotese nao pode ser assu-
mida quando as operacoes dependem do tamanho da entrada, como no problema de multiplicacao
de inteiros, por exemplo, onde as operagoes aritméticas tem custo proporcional ao tamanho dos ope-
randos. Na secao 2.1.1 veremos as notagoes que usamos para expressar o tempo de execucao de um
algoritmo.

Uma estimativa para o namero de instruc¢des executadas é dada para a classe das instancias que
tém o mesmo tamanho e expressamos o desempenho de algoritmos em fun¢ao do tamanho da re-
presentacao das instancias. Porém, como é possivel que entre instancias de mesmo tamanho a quan-
tidade de recursos usados por uma algoritmo varie precisamos adotar alguma medida resumo. Por
exemplo, ao ordenar uma lista de dez nmeros a quantidade de instru¢des executadas pode variar
de acordo com a disposi¢ao dos nimeros nessa lista, eventualmente, pode ser mais barato se a lista
ja esta quase ordenada. Por isso, adotamos alguma estratégia para resumir o tempo de execugao
do algoritmo na classe das instancias de mesmo tamanho: tomamos o pior caso — aquele em que o
algoritmo consome mais recursos — ou o caso médio — a média de consumo de acordo com alguma
distribuicao de pesos na classe das instancias de mesmo tamanho.

Em Complexidade Computacional convenciona-se chamar um algoritmo de eficiente com res-
peito ao tempo de execucao se o numero de instrugoes executadas €, no pior caso, limitado superi-
ormente por uma fung¢ao polinomial no tamanho da instancia. Na teoria isso é muito conveniente

pois

* a classe das fun¢des polinomiais é fechada para soma, multiplicagao e composicao de fungoes,

assim a nogao de eficiéncia é preservada por praticas comuns de programacao;

* os modelos formais tradicionais de computacao sao polinomialmente equivalentes, o que torna

£ natural esperarmos que instincias maiores demandem mais recurso dos algoritmos. Nao vamos lidar com casos

em que isso nao vale.
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a escolha do modelo irrelevante para essa defini¢ao de eficiéncia;

* com algum cuidado, as varias representagoes computacionais de objetos abstratos, como um
grafo por exemplo, tém tamanhos polinomialmente relacionados, o que faz a codificagao ser

irrelevante para essa defini¢ao de eficiéncia.

Na pratica isso pode nao ser representativo de eficiéncia pois o polindmio pode ter um grau muito
alto o que torna uma implementacao de um caso assim inviavel para o uso na pratica.

Terminamos essa secao com dois exemplos. Para o problema cuja instancia é uma lista a;, ay, -, a,
de inteiros mais um inteiro x e a resposta é “sim” ou “nao”, que significa a ocorréncia ou nao, respec-
tivamente, de x na lista, uma solugao é a busca linear: percorra a lista e verifique se cada elemento

dela é o item procurado. Essa estratégia é expressa como abaixo.

Instancia: uma lista aj,..., a, de inteiros e um inteiro x.
Resposta: sim se x ocorre na lista e ndo caso contrario.

1 i« 1;

2 enquanto a; #xei<nfacai—i+1;

3 se a; = x entao responda sim.

4 senao responda nao.

Algoritmo 3: busca sequencial.

No melhor caso o elemento x ocorre na primeira posi¢ao da sequéncia, o algoritmo executa a
atribuicao na linha 1, o teste na linha 2, a comparac¢ao na linha 3 e responde. Essencialmente, um
numero constante de instrugdes. Nesse caso escrevemos que o tempo de execugao é O(1).

O pior caso ocorre quando o valor que esta sendo procurado nao esta na lista. O namero de
instrucoes executadas é: 1 atribuicao na linha 1, mais 4(n — 1) instrucgoes na linhas 2 (sao feitas duas
comparagdes, uma adi¢ao e uma atribuicao, repetidas n— 1 vezes), mais 1 comparagao na linha 3,
mais 1 instru¢ao na linha 4. No total sao 4(n— 1) + 3 instruc¢oes. A funcao 4n—1 é linear em n,
o tamanho da entrada, de modo que dizemos que o seu crescimento é da ordem de n e, usando
notagao assintotica, dizemos que o tempo de execugao de pior caso do algoritmo é O(n). Nesse
problema, podemos estimar a ordem de grandeza do niumero de instrugoes executadas considerando
apenas o namero de comparagoes que sao feitas, as outras instrugoes contribuem com uma constante
multiplicativa desse termo. Assim, se tivéssemos contado apenas o nimero de comparag¢des também
chegariamos a conclusao de que o tempo de execugao de pior caso do algoritmo é O(n).

Resumindo, no melhor caso a quantidade de comparagdes é constante, nao depende de n e no
pior caso cresce linearmente com n. Para estimar o caso médio, vamos assumir que o item procurado
esta na lista. Também, vamos assumir que cada elemento da lista tem a mesma probabilidade de

ser o valor buscado. Com tais hipdteses o nimero médio de comparagoes € i se a busca termina na
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posicao i, portanto, o nimero médio de comparagdes é

n+1
5

1
—(1+2+--+n)=
n
Nesse caso, dizemos que o tempo de execugao de caso médio do algoritmo é O(n) pois, novamente,
temos uma funcao de crescimento linear em n.

Agora, consideremos o problema de ordenar uma sequéncia de inteiros. Uma solugao é o seguinte

algoritmo conhecido como ordenacgao por insercao:

Instancia: uma sequéncia a;,...,a, de inteiros.

Resposta: uma permutacao da sequéncia com os elementos em ordem nao decrescente.

-

para i de 2 até n faca
2 X < aj;
3 je—i-1;

4 enquanto (a; > xe j > 1) faga

5 aji1 < aj;
6 je—i-1
7 aj+1 «— X.

Algoritmo 4: ordenagao por insergao.

Notemos que o tempo do algoritmo é determinado pela condi¢ao no lago da linha 4, as linhas 2, 3
e 7 sao executadas n—1 vezes pelo laco da linha 1. Para i fixo, uma rodada completa do laco executa
2 comparagdes, 2 atribuicdes e 2 operagdes; no pior caso’ o lago é executado para todo j de i até 1,
depois o lago é falso para a segunda condi¢ao (j = 0). Logo sao 6i instru¢oes mais as 2 comparagoes

finais. No pior caso, o custo de ordenacao por inser¢cao de uma sequéncia com n elementos é

n
T(n)=2+ ) 6i=2+6 =3n°+3n+5

(n+2)(n-1)
, 2
i=2

portanto T(n)tem ordem de crescimento n®. Notemos o seguinte, a ordem de grandeza de T(n) é dada
pelo fato de termos dois lagos aninhados e dentro desses lacos o numero de instrugoes executadas
em cada rodada é constante de tal forma que, para a ordem de grandeza, nao importa se contamos
j < j—1como 1 ou 2 instrugdes, é suficiente estabelecer que seja constante.

Para estimar o caso médio observamos que o fato determinante para o numero de instrugoes exe-
cutadas é o “tipo de ordem” dos elementos da sequéncia e nao quais sao os elementos em si. Por
exemplo, ordenar (1,2,3,4) usa o mesmo namero de instruc¢oes que (4,7,8,9), assim como orde-

nar (1,4,3,5,2) e (11,15,14,20,13). Em outras palavras, o mesmo tipo de ordem significa que a

20 pior caso para ordenacdo por inser¢ao ocorrera quando a lista de entrada estiver em ordem decrescente.
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mesma permutagao ordena as duas instancias. Dito isso, assumimos que as instancias sao formadas
por sequéncias de n inteiros distintos fixos e que qualquer uma das n! permutagoes sao igualmente
provaveis.

Fixado i, com 2 < i < n, consideremos a subsequéncia (ay, ..., a;) da entrada. Para cada i vale que
no inicio do lago da linha 1 temos nas i — 1 primeiras posi¢oes a sequéncia (as,...,a;_1) ordenada e o
lago da linha 4 procura a posicao correta de a; em (as, ..., a;_1) ordenado. Definimos o posto(a;) como
a posicao do elemento a; no subvetor (ay,..., a;) ordenado. Por exemplo, com entrada (3,6,2,5,1,7,4)
opostode 5 (que €0 ay) € 3 poisem (3,6, 2,5), quando ordenado, o nimero 5 ocupa a terceira posigao.

Dado i e que o subvetor (a;,...,a;_1) esta ordenado, o teste no laco é executado i —posto(a;)+1 vezes.

Exercicio 2.1. Verifique que, de acordo com as defini¢coes e hipdteses acima, o posto de a; € igual-

mente provavel ser qualquer j€{1,2,...,i}.

Assim, o namero médio de comparagoes €

n

Z i i—poisto+1 :iizl _ (n+4)2(n—1)

i=2 posto=1 i=2

que é da ordem de n?.

2.1.1 NOTACAO ASSINTOTICA

As estimativas para o custo de um algoritmo sao expressas usando notagao assintotica. Isso ga-
rante, por exemplo, que a estimativa tedrica seja representativa para as varias possiveis implemen-
tacoes do algoritmo, as quais dependem da maquina, da linguagem de programacao e da habilidade
do programador dentre outros fatores que podem influenciar o desempenho do algoritmo. As di-
ferencas causadas por esses fatores nao alteram a ordem de grandeza da funcao. Além disso, essa
consideragao permite uma simplificacao substancial quando contamos o nimero de instrugoes exe-
cutadas, por exemplo, e também simplifica a questao da codificagao de instancias como os nimeros,
por exemplo, que podem ser expressos em qualquer base com pelo menos dois simbolos pois, nesse
caso, eles tém representacao de ordem logaritmica na quantidade de digitos.

Abaixo f e g sao fungf)es3 de R>9, o conjunto dos reais nao negativos, em R com g assintoticamente
positiva, ou seja g(n) > O para todo n suficientemente grande. Dizemos que f ¢ assintoticamente

muito menor que g € escrevemos

f(n) = o(g(n)) quando n — oo (2.1)

3Uma fungido f(n) que expressa o consumo de um recurso por algum algoritmo é uma funcio de N em N, mas aqui

vamos tratar a notagao assintdtica de modo um pouco mais geral que nos permitira usa-la em outras situagdes.
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se, e sO se,

Por exemplo,
1. 1 = o(log(log(n))).
2. log(log(n)) = o(log(n)).
3. log(n) = o(n®) para todo € > 0.
4. n®* = o(n°) para quaisquer 0 <e<1 < c.
5. n®=o(n'°8") para todo 1 < c.
6. n'°8" = o(exp(n)).
7. exp(n)=o(n").

8. n" = o(exp(exp(n))).

Também usamos a notagao f < g o que nos permite escrever, a partir do exemplo acima, a sequéncia

monotona

logn

1 < log(log(n)) < log(n) < n® < n® < n'8" < e" <« n" <« e,

Dizemos que f assintoticamente menor que g e escrevemos
f(n) = O(g(n)) quando n — o (2.2)
se existe ng > 0 e existe ¢ > 0 tais que para todo n > ng

[f(n)l < cg(n).
Na defini¢coes dadas nas equacoes (2.1) e (2.2) o simbolo “=" nao é a igualdade no sentido usual, é
um abuso da notagio em troca de algumas conveniéncias. Temos que n = O(n?) e n®+2n+1 = O(n?)

mas n # n°+2n+1. Quando usamos essas defini¢oes, em geral, omitimos o “quando n — o” e fica

implicito que as instancias sao suficientemente grandes.
ProPosicAO 2.2 Se f(n) = o(g(n)) entdo f(n) = O(g(n)).

A prova é imediata da defini¢ao de limite. A reciproca da proposi¢ao 2.2 nao vale, como pode ser

visto tomando-se f(n) = g(n) = n?.

ProposicAo 2.3 Se f1(n) = O(gy(n)) e f>(n) = O(g>(n)) entao
1. fi(n)+f(n) = O(max{gi(n), g2(n)}).
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2. fi(n)-f2(n) = O(g1(n) - g2(n)).
3. a-fi(n)=0(g1(n)) para toda constante a € R.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar o item 1. Digamos que |f;(n)| < c1g1(n) para todo n > n; e que
I5(n)| < c2g>(n) para todo n > n,, onde ny, ny, ¢y, ¢y sdo as constantes dadas pela definicao de

notagao O. Entao

Ifa(n)+ H(n)| < |f(n)|+]f(n)] < c(g1(n) + g2(n)) com ¢ =max{cy,cy}

<
< 2c(max{gi(n), g2(n)})

para todo n > max{ny, ny}, o que prova a afirmacao.

As outras propriedades sao deduzidas de modo analogo e sao deixadas como exercicio. N

E preciso observamos alguns cuidados com o teorema acima pois, por exemplo, nao vale que
1K4+2k 4. 4+ (n-1)k+nk = O(max{ 1k, 2%,...,(n—1)k, n¥}) = O(nk). O problema aqui é que 0 maximo s6
pode ser tomado sobre um niimero de termos que nio dependa de n. De fato, temos que 1K+---+n* =
O(n**1) e que 1K +--- + nk = O(nk).

Fica como exercicio a verificagao do seguinte resultado.
ProposicAo 2.4 Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entao f(n) = O(h(n)).
Alguns exemplos sao dados a seguir.

1. an’+ bn+ c = O(n?) para toda constante a > 0.

Primeiro, observamos que |an® + bn + c| < |a|n? + |b|n + |c| e agora usamos a proposi¢do 2.3
em cada operando das somas, de an® = O(n?), |bln = O(n) e |c| = O(1) temos an® + |b|n + |c| =

O(max{n?,n,1}) = O(n?). Analogamente, para todo k € N

2. nlog(n!) = O(n?logn).

Primeiro, temos n = O(n). Depois, n! = [[.i <T]". n = n". Como log é crescente log(n!) <
P i=1 i=1 g g

log(n™) = nlog(n), portanto log(n!) = O(nlog(n)). Pela proposicao 2.3 nlog(n!) = O(n?logn).

3. Para toda constante a > 1, log,(n) = O(log(n)). De fato,

log,(n) = logn

loga

1
loga

porém =0(1) e logn = O(log n) e pela proposicao 2.3 log,(n) = O(log(n)).
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CONVENCOES DE USO DA NOTACAO ASSINTOTICA Ao usar notagdo assintdtica nés desconsidera-
mos os coeficientes, por exemplo, usamos O(n?) ao invés de O(3n?) e O(1) ao invés de O(1024) ainda
que, como classes de func¢des, O(n?) = O(3n?) e O(1) = O(1024).

Escrevemos no argumento de O(-) somente o termo mais significativo, por exemplo, usamos
O(n?) ao invés de O(2n? + 5nlogn + 4). Nesse caso, da proposicao 2.3 vale que 2n? + 5nlogn + 4 =
O(max{n?, nlogn,1}) = O(n?).

Um algoritmo eficiente com respeito ao tempo de execugao € um algoritmo que nas instancias de
tamanho n tem tempo de execugio O(n*) para algum inteiros positivo k fixo.

Quando notagao assintética aparece em equagoes, na forma “expressao 1 = expressao 2” onde
“expressao” sao expressoes algébricas que envolvem notagao assintdtica, os termos assintdticos em
“expressao 1’sao quantificados universalmente, enquanto que os termos assintoticos em “expressao
34+ n2

2” sdo quantificados existencialmente. Por exemplo, em n®+0(n?) = O(n>)+n?+ n entendemos como

para todo f(n) em O(n?), existe g(n) em O(n>) tal que n3+f(n)=g(n)+n’+n
para todo n suficientemente grande.
NOTACAO Q E © A notacio 2 foi introduzida por Donald Knuth e escrevemos f(n) = Q(g(n)) se,
e somente se, g(n) = O(f(n)). Escrevemos f(n) = ©(g(n)) se, e somente se, f(n) = O(g(n)) e g(n) =
O(f(n)).

Exercicio 2.5. Suponha que lim,_,, % = L. Verifique se valem as firmacoes

(g) 2"=0(2"1).

(h) Se L >0, f(n)=0(g(n)).

(i) Se L =0, f(n) = O(g(n)) mas f(n) = O(g(n)).
(j) Se L =00, f(n) = Q(g(n)) mas f(n) = ©(g(n)).
(k) Se a, >0, entdo Y & ja;n' =O©(nk).
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O ALGORITMO DE EUCLIDES O seguinte algoritmo é conhecido como Algoritmo de Euclides (de
300 aC). Ele computa o maior divisor comum de dois inteiros quaisquer baseado no fato de que

mdc(a, b) = mdc(b,a mod b) onde a mod b é o resto na divisao de a por b.

Instancia: um par de inteiros (a, b).
Resposta: mdc(a, b).

1 a«|a

2 b« |b|;

3 se b =0 entao responda a.

4 senao responda mdc(b,a mod b).

Algoritmo 5: mdc(a, b).
O algoritmo de Euclides esta correto: mdc(a, b) = mdc(|al,|b|) e mdc(a,0) = |a|, para todo a € Z,
portanto, podemos assumir que a > b > 0. Também, notemos que o algoritmo termina pois 0 <
a mod b < b, pelo Teorema da Divisao, logo o valor da variavel b decresce estritamente a cada itera-

¢ao. Para concluir, observamos que se a e b > 0 sao inteiros entao
dlae d|b < d|be dla mod b

donde deduzimos que se a e b > 0 sao inteiros entao mdc(a, b) = mdc(b, a mod b).
O algoritmo de Euclides computa mdc(a, b) em tempo O(log(|al)log(|b])). Consideremos a se-

guinte sequéncia dos parametros das chamadas recursiva do algoritmo de Euclides, comecando com
(a,b)=(ro, 1)

(n,pmod ) = (r,n)

(p,nmod ) = ()
(rp—2,rp—3mod r,_3) = (rp_p,1p-1)
(-1, 2 mod rz_1) = (re_1,17)

e rp;1 = 0. O custo em cada linha é o de uma divisao, ou seja, na linha i, 1 < i < ¢, o custo é

O(log(r;)log(q;

~

),onde r,_1 = r;q; + ri;1. O custo total é

.MN
MN

Il
—

log(r;)log(q;) < log(b) ) log(q;)=log(b)log(q1q>---qe) < log(b)log(a)

i i=1

pois a=r >nqy > nqqr 2+ 2 pqe- - q2q1 2 ge- - G241

TeOREMA 2.6 O tempo de execugdo de pior caso do algoritmo Euclides(a, b) é O(log(|al) log(|bl)). ]

Exercicio 2.7 (o pior caso do Algoritmo de Euclides). No que segue, fi € o k-ésimo nimero de Fibonacci,

definido recursivamente por f; =1, , =1 e f, = fy_1 + f,_> para todo k > 3. Mostre que o algoritmo
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de Euclides com entradas fi,, e fi,1 executa k chamadas recursivas. Prove o seguinte resultado: se
(a, b) é o menor par de inteiros positivos que faz o algoritmo de Euclides executar k chamadas recursivas

entdo (a, b) = (fiy1, fir2)-

O ALGORITMO DE EUCLIDES ESTENDIDO O algoritmo de Euclides Estendido determina uma solugao
(x,y) inteira da equagao

ax+ by =mdc(a, b)

para a, b € Z quaisquer. Esse algoritmo é bastante Gtil na seguinte situagao. Se mdc(a, n) = 1 para
inteiros a e n > 1, entao a equagao ax = ¢ (mod n) tem solugao, ou seja, existem x e y inteiros
tais que ax + ny = c e ao algoritmo estendido os encontra. No caso ¢ =1 a solu¢ao é um inverso

multiplicativo de a modulo n.

Instancia: (a, b) par de inteiros nao negativos.

Resposta: uma terna (d, x, y) tal que d =mdc(a, b) = ax+ by.

1 se b=0 entao responda (a, 1,0).
2 (d, x,y) <« Euclides_estendido(b, a mod b)
3 responda (d,y,x—|a/bly).

Algoritmo 6: Euclides_estendido(a, b).

Uma execugao do algoritmo acima com entradas 86 e 64 resulta nos seguintes valores

a|billabl]| x|y |d
86 | 64 1 3 1-41]2
64 | 22 2 -1} 3 |2
22 | 20 1 1 [-1]2
20| 2 10 O] 1]2
210 — 1102

Exercicio 2.8 (tempo de execugdo do algoritmo euclidiano estendido). Verifique que o tempo de execugao

do algoritmo 6 é O(log(|al) log(|b])).

Exercicio 2.9 (corregcao do algoritmo euclidiano estendido). Prove que o algoritmo 6 responde correta-

mente. Para isso, suponha que (d’, x’, y’) sao os valores atribuidos na linha 2
d’ = bx"+(amod b)y’ = bx"+(a-|a/b]b)y’ = ay’+ b(x'—|a/bly’).
A prova segue por indugao.

EXPONENCIACAO MODULAR Computar 2" no modo tradicional é extremamente custoso quando n é

grande; com 100 digitos isso daria cerca de 10190 passos o que é impossivel de realizar manualmente
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sem atalhos. Em geral a? avaliado por multiplicagdes repetidas tem tempo de execucio Q2(b(log a)?).
Um jeito mais esperto é “elevar ao quadrado” repetidas vezes, por exemplo, para calcular 224 pode-
mos comecgar com 23 = 8, eleva-lo ao quadrado, o que resulta 26 = 62, eleva-lo ao quadrado, o que
resulta 212 = 4.096, e eleva-lo ao quadrado, o que resulta 224 = 16.777.216. Para calcular 22° com
esse método, recursivamente, 229 = 2. 228 a raiz de 228 ¢ 21 cuja raiz é 27 que é 2- 2° que por sua

b

vez é 22.23. Em resumo, a® é avaliado com base na observacao de que

) (aP’?)?  se bé par,

a =
a-aP! se béimpar.

O seguinte algoritmo é uma versdo iterativa da recursdo acima para calcular a? (mod n). Seja

bybk_1...b1bg a representagao binaria de b e definimos

Cj = bk2i_1 + bk—l 2i_2 et bk—i+1 20

d;:=a“ mod n
parai>1com cyg=0e dy=1. Computamos d;,; a partir de d; da seguinte forma

2cj, se b,_;=0
Ci+1 = ’
2Ci+1, se bk_,-io

d;? mod n = a+ mod n = (a)?
diz1 =

a-d;? mod n=a%! modn=a-(a%)

mod n se b_;=0

2mod n, se by_; #0.

Portanto, ¢, 1 = bg2K+---+ b2+ bg=be d,,1 =a® mod n.

Exemplo 2.10. Vamos usar essa estratégia para calcular 2°4 mod 25. Primeiro, 24 em base 2 fica
b =11000.
i |01 2 3 4 5
by,;/1 1 0 0 O
¢ |01 3 6 12 24
d |1 2 8 14 21 16
Portanto 2°4 = 16 (mod 25). O

Notemos que em toda iteracao os valores de d tém no maximo tantos digitos quanto n, ou seja,
tém O(log n) digitos, portanto, a multiplicagdo e o resto tém tempo de execugio O(log? n). O na-
mero de iteragoes € a quantidade de bits na representacao de b, logo O(logb). Isso prova o seguinte

resultado.

TeoreMa 2.11 O algoritmo 7 abaixo com a = O(log n) determina a® mod n em tempo O(log(b)log?(n)).
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Instancia: inteiros nao negativos a,be n> 1.

Resposta: a® mod n.

1 c<«0;

2 d<«1;

3 Seja byby_1...b1bg a representacao binaria de b;
4 para ide k até O faca

5 c«—2-c

6 d<« d-d mod n;

7 se b; =1 entao
8 c—c+1;
9 d«—d-a modn;

10 responda d.

Algoritmo 7: exponenciagao modular.
Observagado 2.12 (sobre o custo computacional das operagoes aritméticas). O custo das operagoes aritmé-
ticas elementares usados acima sao os custos dos algoritmos escolares, nao os dos mais eficientes.

Se M(n) é o custo para multiplicar dois nimeros de até n bits, entao temos os seguintes tempos de

execugao
Multiplicagao M(n)
Divisao O(M(n)) (Newton—Raphson)
MDC O(M(n)logn) (Stehlé—~Zimmermann)

Exponenciacao modular O(kM(n)), k € o tamanho do expoente

Tabela 2.1: custo das operagdes aritméticas.

O tempo de uma multiplicacio do algoritmo escolar é M(n) = O(n?). Atualmente, o algoritmo
mais usado é o algoritmo de Schonhage-Strassen de 1971 cujo tempo de execugao de pior caso é
O(nlognloglogn) para dois numeros de n digitos. Esse algoritmo foi o método de multiplicagao
mais rapido até 2007, quando o algoritmo de Fiirer foi anunciado. Entretanto, o algoritmo de Furer
s6 alcanga uma vantagem para valores astronomicamente grandes e nao é usado na pratica.

Harvey e Van Der Hoeven (2019) publicaram um algoritmo de tempo O(nlogn) para a multipli-
cacao de inteiros. Como Schonhage e Strassen conjecturam que nlog(n) é minimo necessario para a
multiplicacao esse pode ser o “melhor possivel”, porém, até o momento esse algoritmo também nao
é util na pratica pois os autores observam que as estimativas de custo valem para nameros com pelo

menos 2%99 bits. O ntimero estimado de 4tomos no universo é 1080 ~ 2266,
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2.2 ALGORITMOS ALEATORIZADOS

Nos algoritmos aleatorizados o tempo de execucao depende do tempo para os sorteios realizados.
Formalmente, consideramos que os algoritmos sorteiam bits de modo uniforme e independente, com
cada sorteio em tempo constante, de modo que o sorteio de a € {2 consome tempo proporcional ao
tamanho da representacao binaria dos elementos de €2, isto é, O(log|€2|). Em geral, se log,|2| for
polinomial no tamanho da entrada entao um sorteio nao afeta a ordem do tempo de execucao de um
algoritmo eficiente e podemos considerar o tempo de um sorteio como sendo constante.

No teste de identidade polinomial, algoritmo 1 na pagina 21, por exemplo, o tempo de execu-
¢ao depende do tempo para o sorteio do nimero a e do tempo para computar f(a). O tempo para
computar f(a) depende da representacao de f e sera eficiente se for feito em tempo polinomial no
tamanho da representacao de f. Isso se verifica quando o polinomio é dado explicitamente e, assim,
o algoritmo 1 é um algoritmo probabilistico de tempo polinomial que erra com probabilidade limi-
tada. Esse tipo de algoritmo, com tempo de execugao deterministico e chance de errar, é chamado na
literatura de algoritmo Monte Carlo.

O algoritmo gerador de nameros aleatérios, algoritmo 2, pagina 39, sempre responde certo. Em
contrapartida o tempo de execugao pode ser diferente em execugoes distintas com a mesma instan-
cia. Esse tipo de algoritmo é chamado de Las Vegas. Uma execugao do algoritmo 2 com entrada M e
com uma Unica rodada do lago tem tempo de execugao O(log M) para sortear os bits e realizar a soma;
outra execuc¢ao com a mesma entrada M pode mais azarada e precisar de 2 rodadas, mas o tempo de
execucgao continua O(log M); outra execu¢ao com a mesma entrada M pode ser muito azarada e preci-
sar de M rodadas e o tempo de execugao sera O(MlogM), que é exponencial no tamanho da entrada!
O que importa é que sabemos, do capitulo 1, que isso é muito pouco provavel. Ainda, se tomamos
a média do namero de rodadas ponderada pela probabilidade como uma medida representativa do
numero de rodados do lago que, tipicamente, o algoritmo executa, entao temos que serdao no maximo
2 rodadas. De fato, se p = M/2k é a probabilidade com que o algoritmo executa exatamente uma
rodada, (1 — p)p é a probabilidade com que o algoritmo executa exatamente duas rodadas, (1 — p)°p
para trés rodadas e assim por diante, o algoritmo executa exatamente k rodadas com probabilidade

(1- p)*!p, portanto, o nimero médio de rodadas é (veja (s.6) do apéndice)

x

1 2
Y k1-pflp=-=2<2 (2.3)
p M
k>1
rodadas, onde k = |log> M] + 1. Portanto, o tempo médio de execugio é 2 - O(logM), ou seja, O(log M).
Um fato importante a ser ressaltado neste momento é que esse tempo médio que calculamos é
sobre os sorteios do algoritmo, diferente do que fizemos com os algoritmos de busca sequencial e de

ordenagao por inserc¢ao, no inicio deste capitulo, onde a média foi feita sobre o tempo de execucao nas
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diferentes entradas para o algoritmo. A tnica fonte de aleatoriedade nos algoritmos probabilisticos
sao os bits aleatorios que ele usa, nao ha uma medida no conjunto de instancias.
Dado um algoritmo A e uma instancia x para A, podemos representar as possiveis computagoes

de A com x com uma arvore binaria Ty , (figura 2.1) em que cada ramificacao significa que um sorteio

Figura 2.1: arvore de execugao de A com instancia x.

foi realizado, uma computagao c especifica esta associada a um caminho da raiz até alguma folha ([J)
e ela ocorre com probabilidade P(c) = 271 onde |c| é o comprimento (ntimero de arestas) no caminho.

Para termos um exemplo simples de uma arvore de execucao, vamos modificar ligeiramente o
algoritmo 1 para que faga até dois sorteios: se no primeiro f(a) # O entao pode parar e responder ndo,

senao faca mais um sorteio. Além disso, as instancias sao polindmios de grau no maximo 2.

1 a£{1,2,3,4};

2 se f(a) # 0 entao responda ndo.

3 senao
R
4 a— {1,234}
5 se f(a) = O entao responda nao.
6 senao responda sim.

As computagoes desse algoritmo com entrada (x — 1)(x — 3) em func¢ao dos sorteios sao caracteriza-
das pelas sequéncias: (1,1,nd0), (1, 2,ndo0), (1, 3,sim) e (1,4, nao), (2,nao), (4,nao), (3,1,nao), (3, 2,nao),
(3,3,sim) e (3,4,nd0), esquematizadas na figura 2.2. Dos sorteios independentes decorre que a pro-
babilidade de uma computacao é o produto das probabilidades no ramo daquela computacao, logo
11 11

Plerro] =P((1,3,sim))+P((3,3,sim)) = 5 +§ '3

N
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nao

sim nao sim nao sim nao sim nao

Figura 2.2: arvore de execucao do algoritmo acima com entrada (x —1)(x — 3).

Definimos o modelo probabilistico discreto (£25 ,,P) com o espago amostral formados pelos ca-
minhos ¢ na arvore de execucio e a medida 271 em que c € {25 , € um ramo da arvore e |c| o nimero

de arestas em c.

Exercicio 2.13. Verifique que para quaisquer dois ramos distintos de Ty , vale que a sequéncia binaria
de um ramo nio pode ser prefixo da sequéncia de outro ramo. Prove que p = ¥ 2719 < 1. Nessa

situagao, p é a probabilidade com que A com instancia x termina a computagao.

Por fim, registramos que ha, ainda, algoritmos aleatorizados que tém probabilidade de errar e
tém probabilidade de demorar muito pra terminar e que em algumas referéncias sao chamados de
Atlantic City.

2.2.1 CORTE-MINIMO EM GRAFOS

Um grafo G é dado por um par de conjuntos (V,E) em que V é finito, é o conjunto dos vértices
de G, eEC (\2/) O grau de um vértice x € V em G é a quantidade de arestas de E a que x pertence.
Se contamos o numero de pares (v,e) € V x E tais que v € e temos, pela definicao de grau, que a
quantidade de pares é a soma dos graus dos vértices. Por outro lado, cada aresta é composta por
dois vértices de modo que a quantidade de pares é 2|E|. Esse resultado quase sempre é o primeiro
teorema nos textos de Teoria dos Grafos: em todo grafo, a soma dos graus dos vértices é duas vezes o
numero de arestas do grafo. Nesta secao assumimos, sem perda de generalidade, que os grafos sao
sobre os vértices V.=1{1,2,...,n} para algum n.

Um subconjunto de arestas de um grafo G = (V,E) da forma

V(A)::{{u,v}eE: uehAe VEK}

¢ chamado de corte definido por A em G.

Exemplo 2.14. A figura 2.3 abaixo mostra um grafo G e um corte de arestas V(A) definido por A =
{0,1,2,7,8}, o qual é formado pelas arestas (em azul na figura) {0,4}, {0,5}, {1,3}, {1,6}, {8,3},
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Figura 2.3: o corte definido por {0,1, 2,7,8} sao as arestas em azul.

{6,8},{5,7},{6,7},{2,3}, {2,4} que cruzam a reta vertical pontilhada. O
Um corte minimo em G é um corte com
mincut(G) := min{ |V(A)|: d#AG V}

arestas.
No grafo do exemplo 2.14, o corte definido por {2} € minimo, assim como o definido por {7}. O

problema em que estamos interessados é enunciado como segue.

Problema computacional do corte minimo em um grafo (MIN-cUT):

Instancia: um grafo G.

Resposta: o tamanho do corte minimo.

A seguir responderemos uma versao de decisao desse problema: dados um grafo G e um inteiro
positivo k, responda sim se mincut(G) < k, responda ndo caso contrario.

Para explicar um algoritmo probabilistico para esse problema, precisaremos de uma defini¢ao
mais geral de grafo. Em um multigrafo as arestas formam um multiconjunto no qual entre um par
de vértices pode haver mais de uma aresta. Seja M um multigrafo. Para qualquer aresta e € E(M) em
M definimos por contragao da aresta e a operagao que resulta no multigrafo com os extremos de e
identificados e as arestas com esses extremos removidos, o multigrafo resultante é denotado por M/e
(veja uma ilustragao na figura 2.5 abaixo).

A ideia do algoritmo para decidir se mincut(G) < k é repetir as operagoes
1. sortear uniformemente uma aresta,
2. contrair a aresta sorteada,

até que restem 2 vértices no multigrafo. As arestas maltiplas que ligam esses 2 vértices sao ares-
tas de um corte no grafo original. Os préximos paragrafos ilustram a ideia do algoritmo que sera

apresentado em seguida; para facilitar a compreensao mantemos nos rétulos dos vértices todas as
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2—3
/ \
1 6
\ /
4 —5
Figura 2.4: exemplo de um grafo.

identificagoes realizadas. Considere o grafo G representado pelo diagrama da figura 2.4. A figura
2.5 abaixo representa uma sequéncia de trés contragoes de arestas, a aresta que sofre a contragao

esta em vermelho. Se no multigrafo final da figura 2.5 tem como a préxima contragao de aresta a que

2 =3 2.3
2 —3 2—3 ’
™% 0% A7 2.
1 6
\ / 4 145// 14{/
475 1;4_5 7 pvo

Figura 2.5: uma sequéncia de trés contragoes de aresta. Uma contragao na aresta em vermelho resulta
no multigrafo a direita na sequéncia. Para manter o registro das contragdes acumulamos os rétulos

nos vértices.

identifica os vértices representados por 1,4,5 e por 2,3 entao o multigrafo resultante dessa contragao
é mostrado na figura 2.6(a) que corresponde ao corte definido por A = {6} no grafo original G. Esse
corte em G tem duas arestas e € um corte minimo. Por outro lado, se identificarmos 2,3 com 6 entao
o multigrafo obtido corresponde ao corte definido por A = {2,3,6} em G e que tem 4 arestas, como
na figura 2.6(b).

1,4,5,2,3° 6 2,3,6
~—— (())

1,4,5

(a) (b)

Figura 2.6: dois resultados possiveis para contracao a partir do altimo multigrafo da figura 2.5. Em
(a) o resultado da contragao da aresta de extremos 1,4,5 e 2,3. Em (b) o resultado da contracao da

aresta 2,3 com 6. Ambos correspondem a um corte no grafo original G.
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Exercicio 2.15. Seja G um grafo. Prove que apds uma sequéncia qualquer de contracoes de arestas
de G, um corte no multigrafo resultante corresponde a um corte no grafo original. Conclua que
a sequéncia de operacOes realizadas, sortear aresta e contrair a aresta sorteada até que restem 2

vértices, determina um corte em G.

Sejam G = (V,E) um grafo com n vértices e C = V(A) um corte minimo em G. Vamos mostrar
que a probabilidade do algoritmo que descrevemos encontrar o corte C € pelo menos (g)_l. De
mincut(G) = |C| o grau minimo de um vértice em G é pelo menos |C|, portanto, G tem pelo menos
|C|n/2 arestas.

O espago amostral nesse caso é dado pelas sequéncias de n—2 arestas distintas que correspondem
as escolhas aleatdrias do algoritmo. O algoritmo executado sobre G encontra o corte minimo C = V(A)
se nas n— 2 rodadas somente contrai arestas com ambos os extremos em A, ou com ambos extremos
em A.

Denotemos por B; o evento “a i-ésima escolha aleatoria, a aresta e;, nao esta em C”. A probabili-

dade de escolher uma aresta de C na primeira escolha aleatdria é

o _ I 2

IE(G)| "~ ICIn/2  n

logo P(B1) > 1— % Agora, denotemos por G; o grafo resultante da primeira rodada de contragdes.
A probabilidade de escolher uma aresta de C na segunda escolha, dado que na primeira escolha nao

ocorreu uma aresta de C é
il Il 2

[E(Gy)] ~ICl(n-1)/2 n-1

pois o multigrafo tem n—1 vértices e grau minimo pelo menos |C|, logo

2
(n—1)

P(B>|B1)>1-
e, genericamente, na i-ésima escolha a probabilidade de escolher uma aresta de C dado que até agora

nao foi escolhida uma aresta de C é

2 _n—i—l
n—i+1 n—-i+1

P| B,

i-1
B |>1-
1

j:

A probabilidade de nenhuma aresta escolhida ser de Cé P(B;NB,N---NB,_,) e pelo exercicio 1.24,

n-2 n-2 —i=1 2 1
P[DB,)>H(Z_;+1): n(n-1) (3)

i=1

pagina 26, temos que

Este algoritmo, devido a Karger (1993), recebe um grafo G com pelo menos 3 vértices e um inteiro

positivo k, e responde sim ou ndo. Quando o algoritmo responde sim é porque foi descoberto um corte
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com até k arestas, portanto, o corte minimo tem tamanho no maximo k. Por outro lado, a resposta
ndo significa que o algoritmo nao achou um corte com até k arestas, o que nao significa que o grafo

nao o tenha, portanto, a resposta ndo pode estar errada.

Instancia: um grafo G com n > 3 vértices e k € N.

Resposta: sim caso mincut(G) < k, senao ndo com probabilidade de erro < 1/2.

-

repita

2 i« 0;

3 Go « G;

4 repita

R

5 e — E(G));

6 Gis1 < Gi/e;
7 je—i+1;

8 ate que i=n-2;

9 se |[E(G,_>)| < k entao responda sim.

10 até que complete (5) rodadas;

11 responda ndo.

Algoritmo 9: corte minimo.

Acima provamos o seguinte resultado.

ProrosiGAo 2.16 Seja G um grafo com pelo menos trés vértices. Fixado um corte minimo C em G, a

probabilidade do algoritmo 9 determinar C no laco da linha 4 é pelo menos 1/(3). O

Agora, vamos determinar a probabilidade de erro.

TeOREMA 2.17 Supondo que as rodadas do lago da linha 1 sejam independentes temos

1
P[erro | = P[ resposta ndo | mincut(G) < k | < —.
e

DemonsTRAGAO. Se G tem um corte com no maximo k arestas, entao a probabilidade do algoritmo

nao encontrar um tal corte em nenhuma das iteracoes do laco na linha 1 é no maximo

(1 _(ig))(S).

Da sequéncia decrescente (1 —(1/n))" convergir para e™! (veja (s.8) no apéndice) temos que qualquer

subsequéncia converge para o mesmo valor

o) <

e isso prova o teorema. O
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O ntimero de instrugdes executadas no lago mais interno desse algoritmo é O(|E|) = O(n?). Con-
tando as execucdes do laco externo sao O(n*) instrucdes executadas.
Notemos que se o niimero de rodadas na linha 10 for £(3) entao a probabilidade de erro é menor

C

que e~¢, para £ = clogn a probabilidade de erro é n°. Se executarmos o laco externo clog(n)(3)

vezes, entdo o custo de tempo é O(n*logn).

2.2.2 VERIFICACAO DO PRODUTO DE MATRIZES

Nesta se¢ao veremos um algoritmo que recebe as matrizes A, B e C e verifica o produto A-B = C re-
alizando menos operacoes aritméticas que o proprio produto A-B realiza usando o melhor algoritmo

conhecido até hoje.

Problema computacional do teste de produto de matrizes:

Instancia: matrizes A, B,C quadradas de ordem n de inteiros.

Resposta: sim se AB = C, caso contrario nao.

Esse teste pode ser feito usando o algoritmo usual (escolar) para o produto de matrizes, o qual realiza
O(n3) operagdes aritméticas. Um dos algoritmos mais eficientes conhecidos é o de Coppersmith—
Winograd (veja em Knuth, 1981), que realiza o produto de duas matrizes nx n perfazendo da ordem

de n2,376

operagoes aritméticas. O algoritmo aleatorizado devido a Freivalds (1977) apresentado a
seguir decide se AB = C com O(n?) operacdes aritméticas, mas pode responder errado caso AB = C.

A ideia do algoritmo de Freivalds para esse problema é que se AB = C entao (vA)B = vC para todo
vetor v e esse ultimo teste tem custo da ordem de n? operagoes aritméticas. Porém, se AB = C entao
é possivel termos (vA)B = vC, por exemplo, caso v seja nulo. O que conseguimos garantir é que se o
vetor v € aleatdrio entao tal igualdade ocorre com probabilidade pequena.

Por exemplo, sejam

1 2 3 369 14 13 20 14 13 20
A=|4 5 6|eB=|1 2 1|, AB=|35 40 59|(eC=|10 20 10
7 8 9 313 56 67 98 56 67 98

de modo que AB # C. Consideremos v um vetor binario. Para v = (O 1 O) temos

VAB=0(14 13 20)+1(35 40 39)+0(56 67 98)=(35 40 39)
vC=0(14 15 13)+1(10 20 10)+0(56 67 98)=(10 20 10)

portanto, vABC = vC, enquanto que para v = (O 0 1) temos

VAB=0(14 13 20)+0(35 40 39)+1(56 67 98)=(56 67 98) (2.4)

vC=0(14 13 20)+0(10 20 10)+1(56 67 98)

(56 67 98) (2.5)

67



portanto, vVABC = vC. Notemos que vAB = vC para todo v € {0, 1}3 cuja segunda coluna seja 0, isto ¢é,
para

vel{(o 0 0),(0 0 1),(1 0 0), (1 0 1)
vale a igualdade, para qualquer outro vetor binario vale a diferenca vAB = vC. Nesse exemplo a
probabilidade de erro quando sorteamos v é 4/8 = 1/2. Se escolhermos as coordenadas do vetor v
dentre {0,1,2} entao 9 dos 27 vetores farao essa estratégia falhar, ou seja, a probabilidade de erro é

1/3.
Instancia: matrizes A, B, C quadradas de ordem n.

Resposta: ndo se AB = C, caso contrario sim com probabilidade de erro no maximo 1/2.

v & {0,1}";
2 se (VA)B = vC entao responda sim.

3 senao responda nao.

Algoritmo 11: teste de produto de matrizes.

O produto v(AB) é uma combinacao linear das linhas de AB com coeficientes em v, assim como vC,
como pode ser visto em (2.4) e (2.5), de modo que se AB = C entao ha k linhas em que AB e C diferem,
para algum k€ {1,...,n} e se as coordenadas do vetor v que sao os coeficientes correspondentes a tais

linhas forem O, entao teremos v(AB) = vC e isso ocorre com probabilidade (1/2)" < 1/2, pois k> 0.

ProposiGAO 2.18 Sejam A, B, C matrizes n x n. Se AB # C entdo Py¢(g 10 [(VA)B = vC] < 1/2. O

A técnica a seguir (Mitzenmacher e Upfal, 2005) nos da o calculo da probabilidade de erro desse

algoritmo e é util em outras situacoes.

PRINCIPIO DA DECISAO ADIADA Muitas vezes um experimento probabilistico é modelado como uma
sequéncia de escolhas aleatdrias independentes. O principio da decisao adiada diz que podemos
optar pela ordem com que as escolhas sao feitas, adiando as escolhas mais relevantes para efeito de
calculos. Aqui, ao invés de uma escolha uniforme v € {0,1}"” podemos considerar uma escolha de
cada coordenada de v de modo uniforme e independente em {0,1}. Com a hipotese de que AB=C a

ultima escolha fica definida.

Outra demonstragdo da proposi¢ao 2.18. Assumamos que cada coordenada de v € {0,1}" é sorteada
com probabilidade 1/2 e independentemente uma das outras. Sejam A, B e C matrizes como acima e
D := AB — C matriz nao nula. Queremos estimar P[vD = 0].

Se D#0evD =0, entao existem ¢ e c tais que d . # 0 com Zle v;d; . = 0, assim podemos escrever

n

1
vp=———) vid; (2.6)
dp. FZl 79),c
JE24

68



e se consideramos que cada coordenada de v foi sorteada independentemente, podemos assumir que
v;, para todo i # ¢, foi sorteado antes de v, de modo que o lado direito da igualdade (2.6) acima fica
determinado e a probabilidade de sortear v, que satisfaca a igualdade é ou O, caso o valor da direita

nao esteja em {0,1}, ou 1/2 caso contrario. Portanto, P[vD =0]=P[vAB =vC] < % O

DESALEATORIZACAO Os bits aleatérios que um algoritmo usa para resolver um problema é um re-
curso que queremos otimizar, diminuir a quantidade utilizada sem penalizar muito os outros re-
cursos, como por exemplo, o nimero de operagdes aritméticas realizadas. A isso chamamos de de-
saleatorizagcdo. Por ora, vejamos uma versao do teste de produto de matrizes que usa menos bits
aleatorios (devida a Kimbrel e Sinha, 1993).

Instancia: matrizes A,B,C quadradas de ordem n.

Resposta: ndo se AB = C, caso contrario sim com probabilidade de erro no maximo 1/2.
R
1 x<—{1,2,...,2n};
2 V< (1 x x2 ... x”_l);

3 se (VA)B = vC entao responda sim,

4 senao responda ndo.

Algoritmo 12: teste de Kimbrel-Sinha para produto de matrizes.

Vamos assumir que AB # C e supor que existam nescolhasem {1,2,...,2n}, denotadas xq, x5,..., X,

todas distintas entre si, para as quais (vA)B = vC. Com essas escolhas formamos a matriz de Vander-

monde
1 X1 X12 e X1 n-1
1 X2 X22 . X2n_1
V =V(x1,X2,...,X,) =
1 x, Xp2 ... x,"1

Se para cada linha v(x;) = (1 x; X2

, x,.”_l) dessa matriz vale que (v(x;)-A)-B = v(x;) - C, entao

VAB = VC, o que implica AB = C pois V é invertivel, contrariando AB = C. Portanto, no caso em que
AB = C, temos que o algoritmo responde errado em no maximo n—1 escolhas de xe{1,2,...,2n}. A
probabilidade de erro é a probabilidade de escolher uma das no maximo n—1 escolhas ruins descritas
no paragrafo acima e € menor que n/m < 1/2.

O numero de bits aleatérios utilizados € [log,(2n)], necessarios para x. O algoritmo de Freivalds

usa n bits aleatorios, portanto, exponencialmente mais.
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2.2.3 IDENTIDADE POLINOMIAL REVISITADA

O problema computacional que nos interessa é: dado um polinémio p de n variaveis sobre um
corpo F, determinar se p ¢ identicamente nulo.

Para descrevermos o caso geral do problema de testar a igualdade de polindmios comecamos
com algumas defini¢oes para evitar ambiguidades. O termo “polindmio” tem, usualmente, dois
significados. No calculo, geralmente significa uma funcao, cujas variaveis podem ser instanciadas.
Na algebra, é simplesmente uma soma formal de termos, com cada termo sendo um produto de uma
constante e um monomio. Um polinémio formal sobre um corpo F com indeterminadas xq, x5,..., X,

é uma expressao finita da forma (canodnica)

hoi>
E Ciy,izyeninX1 X2 e Xpy (2-7)

(i1,02-rip)

em que Cj j,,..i

In

€ F sao os coeficientes do polinomio e iy,i>,...,i, sdo inteiros nao negativos. O
conjunto de todos esses polinomios é denotado por F[xy, x5,...,x,]. O grau total do polindbmio f dado
pela equacgao (2.7), denotado por df, € o maior valor de iy + i> +--- + i, dentre todos os indice para os
= 0.

Quando usamos o significado funcional, polindmio nao nulo significa que a func¢ao nao é identi-

quais c; =0 e o grau em x;, denotado d, f, é o maior valor de i; tal que ¢;
J

1,025e0in 15025e00sip

camente nula. Quando usamos a defini¢ao algébrica, polindmio nao nulo significa que pelo menos
um coeficiente nao é igual a zero. Essa distingao muitas vezes passa desapercebida porque se o po-
lindmio é avaliado em um corpo infinito, como os numeros reais ou complexos (ou mesmo num
dominio de integridade como Z), entao as duas nogdes coincidem, um polindmio como combina-
¢Oes lineares de termos com ao menos um coeficiente diferente de zero induz uma fungao que nao é
constante igual a zero e vice-versa.

Nos corpos finitos pode acontecer de polindomios distintos determinarem a mesma funcao poli-
nomial. Por exemplo, no corpo finito com 7 elementos os polindmios 0 e x” — x sdo diferentes, mas
como fungdes de F; em F5 sdo iguais pois x” = x (mod n) pelo Pequeno Teorema de Fermat (teorema
2.41, pagina 86); assim como no corpo finito com 3 elementos os polinémios O e x3— x sao diferentes,
mas como fungdes de F5 em I3 sdo iguais pelo mesmo motivo (notemos que x> — x = x(x — 1)(x — 2)).

Temos de fato dois problemas computacionais: dado um polinémio p, (1) decidir se, como fungao,
p vale zero em todo elemento do corpo e (2) decidir se p na forma canonica tem todos os coeficientes
nulos. Certamente, (2) implica (1) mas a inversa nem sempre vale. Em corpos infinitos como Q, Re C
e em corpos finitos que contenham uma quantidade suficientemente grande de elementos (|F| > dp)
vale que (1) implica (2) e isso segue do teorema 2.19 abaixo. Portanto, sob a hipotese de que |F| é
suficientemente grande os problemas (1) e (2) descritos acima sao equivalentes.

Vamos fixar que para dois polindomios p, g € F[xq, x5,..., x,]| escrevemos p = g se os polindmios sao

iguais quando escritos na forma canoénica, como na equagao (2.7). Por exemplo, a seguinte identidade
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entre expressoes algébricas que correspondem a polindmios é verdadeira (ambas sao o determinante

da matriz de Vandermonde)

n

Zsinal l_[ (o(j)—o(i)) l_[xig(i)_lz l_[ (x; = x;)

oeS, 1<i<j<n i=1 1<i<j<n

onde S, é o conjunto de todas as permutagoes o: {1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Quando nos referirmos a uma instancia do problema computacional, “dado p” significa que
* ou polindomio é dado como uma caixa-preta para a qual fornecemos a € F" e recebemos p(a);

* ou ¢é dado explicitamente por uma expressao como um determinante, por exemplo, ou, mais

concretamente, como um circuito aritmético. Nesse caso, faz parte do algoritmo avaliar p(a).

A definicao precisa de circuito aritmético é dada no capitulo 4. Por ora, basta sabermos que é analogo
aos circuitos légicos, mas que nas portas “logicas” sao realizadas as operagoes do corpo. O tamanho
do circuito é dado pela quantidade de portas mais a quantidade de liga¢oes entre elas. O grau do
polindmio dado por um circuito é no maximo 2!, em que t é o tamanho, e esse polindmio é avaliado
numa entrada x simulando-se o circuito em tempo polinomial em t.

Claramente, polindmios dados na representagao canonica tornam o problema trivial. Ademais,
obter o polindmio na forma canonica a partir do circuito aritmético ou reescrevendo uma expressao
algébrica esta fora de questao pois é uma tarefa que pode ser muito custosa se procuramos por
um algoritmo eficiente para o problema. Por exemplo, o polindmio [];«;cj<n(X; — X;) escrito como

combinacao linear de mondmios resulta numa expressao da forma

Zlez"'Z(nzl)Z(g)

onde z € {x;, x;} para cada par 1 < i< j < (3), com a soma de 2" parcelas. Cada parcela tem tama-
nho da ordem de n? termos, totalizado uma expressao com tamanho da ordem de n22", contra a
expressao original com tamanho da ordem de n? termos.

Os dois modelos derivados da forma como é dado o polindmio sao bastante estudados porque
o problema da identidade polinomial é muito importante na Teoria da Computagao. O primeiro
é o chamado modelo caixa preta e o segundo é chamado de modelo caixa branca. A vantagem da
representacao implicita é que o polindmio pode ser avaliado eficientemente em qualquer entrada,

desde que as operagdes do corpo possam ser feitas eficientemente, mas o problema é mais facil no
modelo caixa branca (Shpilka e Yehudayoff, 2010).

Problema computacional do teste de identidade polinomial (prt):

Instancia: circuito aritmético que computa um polindomio p de n variaveis sobre F.

Resposta: sim se p é identicamente nulo, ndo caso contrario.
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Problema 1 (pit). Existe um algoritmo deterministico para piT que executa um

numero de operagoes em F que é polinomial no tamanho do circuito aritmético?

A estratégia do algoritmo probabilistico para esse problema ¢é idéntica ao caso de uma variavel,
sorteamos n numeros e avaliamos o polindmio nessa n-upla. Notemos que nao ha uma generalizagao
imediata do Teorema Fundamental da Algebra pois, por exemplo, um polinémio sobre um corpo
como QQ e com varias variaveis pode ter um namero infinito de raizes, como € o caso de x;x. A

estratégia € baseada no seguinte teorema.

TEOREMA 2.19 (TEOREMA DE SCHWARTZ-ZIPPEL) Sejam F um corpo, p € F[xy, x5,..., X, | um polinémio ndo

nulo com grau total d > 0 e S CF finito e nao vazio. Entao

P [p(xl,...,xn):O]gi.
S|

Esse resultado foi (re)descoberto varias vezes e de modo independente (DeMillo e Lipton, 1978;
Schwartz, 1979; Zippel, 1979, dentre outros). Com o teorema 2.19 nés podemos resolver proba-
bilisticamente o problema de identidade polinomial. Suponha que nos seja dado um polinomio
p(x1,...,X,) de grau total d < |F| < |S|/2. O algoritmo sorteia nry,...,r,, em S C F (ou em F) finito
e suficientemente grande, computa p(ri,...,r,) e decide, de modo que a probabilidade de erro é no
maximo d/|S| < 1/2.

Seja p € F[xy,x5,...,x,] um polindbmio de grau positivo e S C F finito. Se n = 1, entdao p tem
no maximo dp raizes em S pois em F[x;], que é um dominio de fatoragao tnica, vale o teorema da
divisao de modo que se r € F é raiz de p, entdo existe g € F[x;] tal que p(x) = (x — r)g(x). Portanto sao
no maximo dp raizes.

Se n =2, tome k = d,,p (se k=0 entdo caimos no caso anterior). Podemos reescrever p como
_ k k-1
P(x1,X2) = ak(x1) - X3 + ak-1(x1) - X7~ + -+ ap(x1)
com polindmios a; € F[x;] para todo i. Tome o conjunto das raizes de p em S?
. 2. —
Rp = {(XIIXZ) €S p(X11X2) - 0}
e o conjunto dos pares com a primeira coordenada raiz de ay(xq)
. 2. —
Ra, =1{(r,x2)€S7: ax(r)=0}.

Como a, € polindmio em uma variavel ha < da, raizes em F, logo ha < day - |S| pares em R, isto ¢,
IR, | < dag-[S|.

Os pares em R, \ R,, sdo aqueles que anulam p, mas a primeira coordenada nao anula a,. Assim
se (r,n) € R, \R,,, entdo p(ry, x2) € Fx] e dp(r, x2) = k, logo, é anulado para < k valores x, € S. Dai,
IRp\ R, | < KIS|e

IRpl <R | +IRp \ Ry, | < (day + k)IS[ < dp- 9]
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Essa é uma estimativa justa, o polinémio (x; — x»)° —1 de grau total 2 no corpo F5 tem raizes (0, 1),
(1,0),(2,1),(1,2),(0,2) e (2,0), ou seja, 6 = 2-3 = 2-|F3| raizes em F5.

O argumento que acabamos de descrever é indutivo, provamos o caso de duas variaveis usando
o caso de uma variavel. Podemos, sem muita dificuldade, generalizar o passo acima para provar o

seguinte resultado donde o teorema 2.19 segue facilmente.

LEMA 2.20 (LEMA DE SCHWARTZ) Sejam I um corpo, S C F finito, n > 1, e p € F[xq,x5,..., X,] um po-
linomio nao nulo. Entao, a quantidade de n-uplas (r,...,r,) € S" tais que p(n,...,r,) = 0 é no maximo
dp- S|,

DeMonsTRACAO. Por inducao em n > 1. Pela deducao acima a base, n = 1, vale. Basta verificarmos

o passo da indugao. Suponhamos que para n > 2, todo g € F[xy,...,x,_1] tem no maximo dq- S|~

raizes em S"~!. Vamos mostrar que p € F[xy,..., x,,] tem no maximo dp-|S|"~! raizes em S".
Suponhamos, sem perda de generalidade, que d, p = k>0 e com isso podemos escrever

p(Xl!'-"Xn—l’Xn): gj(xll-"lxn—l)'xfr

—.
Il by
o

Definimos os conjuntos

Rp=1{(x1,..., Xn-1,Xp) €S": p(X1,..., Xp_1,Xp) = 0}

Rg, =1{(a1,...,ap-1,x,) €S": gi(ay,...,an1) = 0}.

Pela hipétese indutiva g tem no maximo dgj -|S|"~2 raizes em S""!, portanto, |Ry, | < dgi-|S|"™. Em
Rp\Rg, temos os pontos (ay,...,an_1, X,) € Ry, tais que gy(ay, ..., a,-1) # 0, portanto p(ay,..., ap_1,Xp)

é um polindomio em x,, de grau k, logo tem < k raizes. Dai, |Rp\ ng| < k|S|"1. Portanto,

IRp| =R, | +IR, \ Ry, | < (dgi + K)ISI" ! < dp-|S|"?

pl =

é a estimativa procurada para o namero de raizes de pem S". N

O algoritmo para polindomios de varias variaveis é uma adaptagao simples do algoritmo 1 e é como

segue.

Instancia: d>0e f(xy,...,x,) de grau total no maximo d.

Resposta: ndo se f # 0, caso contrario sim com probabilidade de erro no maximo 1/4.

1 paracadaie{0,...,n—1}faca x; 3 {1,2,...,4d};

2 se f(xq,x2,...,Xx,) # 0 entao responda nao.

3 senao responda sim.

Algoritmo 14: identidade entre polinomios.
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A probabilidade de erro do algoritmo 14 segue do teorema de Schwartz—Zippel. Para S e f como
acima, um algoritmo que escolhe aleatoriamente x;,...,x, em S e decide “f = 0?” baseado no teste
f(x1,...,x,) = O erra com probabilidade no maximo d/|S| = 1/4. Repetindo k vezes o algoritmo, se
f = 0 entao o algoritmo responde sim somente se nas k iteracdes (independentes) foi sorteada uma

raiz de f cuja probabilidade é
k

1
P <= -
[erro] ( 4)
Exercicio 2.21. Qual é a probabilidade de resposta errada em k repeti¢oes (independentes) do algo-

ritmo se as escolhas aleatorias sao garantidas ser sem repetigao.

2.2.4 RAIZES PRIMITIVAS

Um grupo multiplicativo (G, ) é ciclico se possui um gerador g, isto é, para todo h € G existe um
inteiro positivo [ tal que g' = h. Nesses casos, o expoente [ é o logaritmo discreto de h em G na base g.
Varios algoritmos importantes na criptografia de chave publica baseiam sua seguranca na suposi¢ao
de que o problema do logaritmo discreto (dado h, determinar [) com G e g cuidadosamente esco-
lhidos nao tem algoritmo eficiente (veja o exemplo 4.18, pagina 216). Em Criptografia é frequente
o uso do grupo multiplicativo dos inteiros médulo um primo p como, por exemplo, no protocolo
Diffie-Hellman—Merkle para troca publica de chaves criptograficas (Diffie e Hellman, 1976), onde
precisamos determinar de modo eficiente um gerador desse grupo (veja o protocolo na pagina 221).

Um elemento que gera o grupo multiplicativo dos inteiros invertiveis modulo n, denotado Z;,, é
chamado de raiz primitiva médulo n. E um resultado conhecido que raizes primitivas existem se, e

s6se, n=1,2,4,p%,2p* com p primo e k € N. O problema que estamos interessado aqui é o seguinte.

Problema computacional da raiz primitiva moédulo p:

Instancia: p> 2 primo.

Resposta: uma raiz primitiva moédulo p.

Nao se conhece algoritmo eficiente para determinar uma raiz primitiva médulo p a menos que
seja dado a fatoracao de p—1. Lembramos que, atualmente, nao é conhecido algoritmo eficiente para

o problema da fatoragao (problema 16, pagina 215).

Problema 2 (Raiz primitTiva mddulo p). Dado um primo p é possivel determinar

em tempo polinomial em log p uma raiz primitiva modulo p?

A seguir, n > 2 é inteiro, Z, denota o conjunto das classes dos restos da divisao identificado com
{0,1,...,n—1} que munido da soma e do produto mdédulo n é um anel comutativo com unidade.
Um elemento a do anel tem inverso multiplicativo se, e s6 se, mdc(a, n) = 1 e Z}, denota o conjunto
{a€Z,: mdc(a,n) =1} que munido do produto médulo n é um grupo comutativo, chamado grupo

das unidades do anel Z,,.

74



A ordem (multiplicativa) de a € Z},, denotada ord,(a), é o menor inteiro positivo k tal que ak=1
(mod n).

O algoritmo trivial para determinar a ordem de um elemento a € Z}, calcula todas as poténcias a*
(mod n), o que é inviavel se |Z},| é grande como, por exemplo, no caso das aplicagdes em criptografia.
Mesmo @(n) = |Z},| é dificil de computar quando n nao é primo ou poténcia de primo. A funcao

¢(n) é conhecida como funcao totiente de Euler, voltaremos a ela no final da segao.
Exercicio 2.22. Prove que, se a € Zj, e sua ordem ¢€ k, entao
1. TeoreEMA DE BuLer: a®" =1 (mod n);
2. am=a’ (mod n)seesése m=~¢ (mod k). Em particular, se a” =1 (mod n) entao k divide m;

3. ord,(a™) = k/mdc(m, k). (Dica: verifique que, para quaisquer inteiros a e x diferentes de O vale

que ax =0 (mod n) se, e s se, x =0 (mod n/mdc(a, n)).)

O seguinte resultado deu origem ao algoritmo 16, probabilistico, para raiz primitiva moédulo p.

LEMA 2.23 Dado a € 7}, se m tem fatoragdo em primos m = p; p52---p,* é tal que a™ =1 (mod n),

entao

m;—f;

?»

ord,(a) =

’

i=1
.
onde f; é o maior inteiro ndo negativo tal que a™Pi =1 (mod n), para todo i € {1,2,...,k}.

DEMONSTRAGAO. Seja o = ord,(a). Pelo exercicio 2.22 temos que o divide m, portanto, o = p{l pgz e p;k,

com O < r; < m; para todo i. Para determinar r; tomemos a sequéncia de inteiros

mq m1-1 ml—Z
ampPLt, gmPt o gmiet L gm/PL gm

, . C e ~ . f .
calculados médulo n e seja f; 0 maior inteiro nao negativo tal que a™P1 =1 (mod n) (a primeira
ocorréncia de 1). Entao temos

/ f1 / f1+1
a™Pr =1 (modn)e a™Pt z1 (modn)ou f =m;.
A . . .
De a™Pi =1 (mod n) temos que o divide m/pil, ou seja,
My

o divide pTl_fl P52 py

f1+1 _ L. .
mas de a™P1 z 1 (mod n) temos que o nao divide m/pgﬁl, ou seja

A e —fi-1
onao divide p;* " p532--p,
isso s6 pode ocorrer se r; = my — f;. Analogamente, , = m; — f; para todo i €{2,...,k}. O]
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COROLARIO 2.24 Se a™ =1 (mod n) e a™P z 1 (mod n) para todo primo p divisor de m, entio a tem

ordem m. O]

Exercicio 2.25. Prove que se p € primo e no Zy, a ordem de a; € ny, aordemde a; € n; e mdc(ny, np) =1

entdo a ordem de aja; € Zj, € nynj.

Exemplo 2.26. O Z}, é um grupo de ordem 10 = 2- 5. Pelo corolario 2.24, se a'® =1 (mod 11) (que
vale pelo Teorema de Euler) e az 1 (mod 11)e a> 21 (mod 11), entdo a tem ordem 10, logo é um

gerador.

al|ll]2(3|4|5/6 |7 |8]9]|10

a°mod11 | 1| 4 (9533|519 |4]1
a®>mod11 | 1]10[1|1|1|10]10|10]| 1110

Os geradores sao 2,6,7,8. Se usarmos o fato de que, certamente, 1 e 10 nao sao geradores, entao a
probabilidade de escolher um gerador num sorteio em {2,...,9} € 1/2. Se escolhemos um elemento
uniformemente e repetimos a escolha de modo independente, o nimero médio (ponderado pelas

probabilidades) de rodadas até sair um gerador é 1% + 2% + 3% +--=2. O

PrOPOSIGAO 2.27 Para p> 2 primo, o Zj, admite @(p— 1) geradores.

DEMONSTRACAO. Se a € Z*p é um gerador, Z’; = {a mod p, a® mod p,...,aP! mod p} e a ordem de
ak mod p é, pelo exercicio 2.22, (p—1)/mdc(k, p— 1) logo ak é gerador se, e s6 se, mdc(k,p—1) = 1.

Com isso, concluimos que sao @(p— 1) geradores de Z, O]

Portanto, @(p—1)/(p—1) é a probabilidade de sortear um gerador no Z;. Podemos usar os limi-

tantes conhecidos para a fungao @ (veja Bach e Shallit, 1996, teorema 8.8.7) para ter, por exemplo,

e(n) 1
n 6loglog(n)

p= (2.8)

para todo n > 10 (veja o exercicio 2.70 no final do capitulo para um limitante). O namero médio
(como na equagao (2.3)) de sorteios até sair um gerador € } ;-1 k(1 - p)<~1p < 6loglog(n).
O resultado a seguir mostra que uma escolha uniforme em Zj, implica numa escolha uniforme

nos elemento do Zj, da forma x\P=1/Pi para p; primo que divide p— 1.

PrOPOSIGAO 2.28 Sejam p um primo e p; um fator primo de p—1. Se f: Z7, — Zj, é o homomorfismo de
grupos definido por f(x) = xP"V/Pi mod p, entdo |f~1(a)| = |F~1(b)| para quaisquer a # b € Im(f); ademais
[Im(f)| = p;.

DEMONSTRAGAO. Sejam r uma raiz primitiva e a e b elementos distintos do Z;. Sejam k,¢€{1,2,...,p—

¢, Pelo exercicio 2.22 temos f(b) = f(a) se e s6 se k’%l = gL

1} distintos tais que b=rke a=r >
(mod p—1). De 1 < k,£ < p—1 distintos temos k Z ¢ (mod p—1). Portanto k=¢ (mod p;).
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Agora, fixado k a quantidade de inteiros € com k = ¢ (mod p;) é (p—1)/p;, logo, a pré-imagem

f~1(b), para qualquer b, tem cardinalidade (p - 1)/p;. Finalmente |Im(f)| = (p—1)/|f (b)| = p;. O

CoroLARIO 2.29 Com as hipoteses acima

p-1 1
P |xF =1 (modp)[=—

X€R Zp Pi
para todo p; fator primo de p— 1. ]

O algoritmo 16 abaixo ja era conhecido de Gauss que, como exemplo, determinou um gerador de

7755 no seu famoso trabalho Disquisitiones Arithmetice.

Instancia: um primo p e a fatoracao p—1 = pTl p;nz o p;n".

Resposta: raiz primitiva médulo p.

=Y

para ide 1 até k faga

2 repita

R
3 a—{23,...,p-1}
4 b « aP~V/Pi mod D;
5 até que b= 1;
6 g < aP-V’P" mod p;

N

responda ]—[f-;l g; mod p.

Algoritmo 16: raiz primitiva.
A prova de que o algoritmo 16 esta correto segue da observacao de que no final da i-ésima iteragao

do para na linha 1 vale que

mj mj—-1

g’ =1 (modp)e g’ =z1 (mod p)

e nesse caso, pelo corolario 2.24 a ordem de g; no Zj, € p;"". Usando uma generalizacio natural do
exercicio 2.25 para um produto com mais que 2 fatores, temos que a ordem de q;q,---qx em Zj, €
p—1, portanto, é um gerador do grupo.

O tempo de execucao do algoritmo depende do nimero de rodadas do repita na linha 2 que
por sua vez depende dos sorteios. Para cada i no lago da linha 1 a probabilidade de sair do lago
na linha 2 é 1 —(1/p;) pelo corolario acima, portanto como em (2.3), o numero médio de rodadas é
1/(1 - (1/p;)) = pi/(p; — 1) < 2. As exponenciacdes na linha 4 podem ser feita em tempo O(log?> p)
(algoritmo 7, pagina 59). Assim, o lago da linha 2 tem custo médio O(log> p). As exponenciacdes na
linha 6 também sao feitas em tempo O(log3 p). Assim, o lago da linha 1 tem custo final O(k - log> p)
em média. Os k—1 produtos médulo p na linha 7 envolvem nimeros da ordem de log p digitos, o

que custa O(k - log? p). Portanto, em média, o tempo de execucio do algoritmo é O(k - log> p).
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O parametro k é a quantidade de divisores primos distintos de p— 1, usualmente denotada nos
livros de teoria dos nameros por w(p—1), cuja ordem de grandeza é (veja Bach e Shallit, 1996, teorema
8.8.10)

w(n) = O(log n/loglog n). (2.9)

Dito isso, podemos concluir o seguinte resultado.

TeoreMa 2.30 O tempo médio de execucdo para o algoritmo 16 é O(log” p/loglog p). H

AFUNCAO ¢ DE EULER A fungao ¢ de Euler associa a cada inteiro positivo n a quantidade de inteiros

positivos menores que n que sao coprimos com n
@(n)=|{aeN:mdc(a,n)=1el <a<n}|=|Z}|

Decorre da definicao que se p é primo entao ¢@(p) = p— 1. Para poténcias de primo temos que dentre

1,2,...,p" ndo sdo coprimos com p~ aquele que tém p como fator primo, a saber p,2p,3p,..., pk_lp,
portanto pX — pk~1 sdo coprimos, isto é,

1

() =p(1-5).

? p

Para determinarmos o valor da funcao de Euler nos naturais que nao sao poténcia de primo o

seguinte é fundamental: a fun¢ao ¢ é multiplicativa.

TeoREMA 2.31 Se n,m € Z* sdo coprimos entdo @(nm) = @(n)ep(m).

DemonsTrRAGAO. O caso m=1ou n =1 é imediato. Sejam n, m > 1 inteiros. Para todo inteiro a vale
(verifique)

mdc(a,nm) =1 < mdc(a,n)=1emdc(a,m)=1

Desse modo, @(nm) é a quantidade de naturais entre 1 e nm que sao coprimos com n e com m

concomitantemente. Em

1 2 i m
m+1 m+2 m+i ... 2m
2m+1 2m+2 2m+i ... 3m

(n=1)m+1 (n=-1)ym+2 ... (n=1)m+i ... nm

ha @(m)e(n) coprimos com n e m pois: ha na tabela acima ¢@(m) colunas que come¢am com um
inteiro coprimo com m. Se um divisor de m divide i, entao divide todos os nimeros na coluna i.

Portanto, os coprimos com mem {1,...,nm} aparecem nas ¢(m) colunas dos coprimos com m.
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Os inteiros {1,...,nm} com m e n também aparecem nas ¢@(m) colunas dos coprimos com m.
Porém, cada uma dessas colunas é um sistema completo de restos moédulo n, portanto, ha em cada

¢(n) coprimos com n. Assim, ha ¢@(m)¢(n) coprimos com ne m. ]

Exercicio 2.32. Use indugao para mostrar que se mdc(n;, n;) = 1 para todo i # j entao @(nyny---ny) =

®(n1)e(nz)---(ng).

CoRrOLARIO 2.33 Se n = pTl ---p,Tk é a fatoragao canonica de n entdo

para todo inteiro n > 1. O
Exercicio 2.34. Mostre que ¢(n)=n—1 se e s6 se n primo.

Entao, concluimos que é facil determinar |Z},| se temos a fatoragao em primos de n. Por outro
lado, tomando, por exemplo, o caso n = pg temos ¢(n) = (p—1)(g—1) logo, de n e ¢(n) temos
p+qg=n+1-q(n). Também, (p— q)° = (p+ q)° —4n. De p+ g e p— q é facil determinar p e g. Esse
fato parece indicar que o problema de determinar ¢(n) é tao dificil computacionalmente quanto

fatoracao de n.

Problema 3 (Problema da fungao @ de Euler). Dado um inteiro n > 1, é possivel

determinar |Z},| em tempo polinomial em log n?

2.2.5 POLINOMIOS IRREDUTIVEIS E ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

Os corpos finitos tém um papel importante em Computagao. Veremos adiante neste texto varias
construcdes que usam tal estrutura algébrica para, por exemplo, desaleatorizar algoritmos; também
sao uteis na Teoria dos Codigos, em Complexidade Computacional e na Criptografia. Nos algoritmos
sobre esses corpos precisamos de uma descricao explicita deles, assim como das operagdes aritmé-
ticas do corpo. De fato, assumimos que a aritmética é dada e a medida de custo de tempo de um
algoritmo é em func¢ao do nimero de operagdes no corpo. Veremos abaixo como fazer isso e mais
detalhes do que mostramos aqui sao encontrados em Gathen e Gerhard (2013) e Lidl e Niederreiter
(1997).

Para todo primo p existe um corpo com p? elementos, para todo d € N, que é tinico a menos de
isomorfismos e é denotado por F 4. Reciprocamente, todo corpo finito tem p“ elementos para algum
p primo e algum d natural. No caso d = 1 temos 0s corpos mais simples dados por Z, com p primo

e as operagoes modulo p, mas em geral F o # Zpa se d > 1.
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POLINOMIOS Denotamos por Z,[x], para n > 2, o conjunto dos polindmios
amx"+a, 1 X"+ +a;x+ag

com indeterminada x e com coeficientes ag,a;,... em Z, que com a soma e o produto usual de
polindmios ¢ um anel comutativo com unidade. O coeficiente ag de x° é o termo constante e o coe-
ficiente a,, da maior poténcia de x é o coeficiente principal do polindmio. O grau de um polindmio
nao nulo f, denotado Jf, é o maior expoente de x com coeficiente ndo nulo, polindomio de grau O é
chamado de polindmio constante e o grau do polindomio nulo nao estad definido. Um polindémio é

monico se o coeficiente principal é 1.

Exercicio 2.35 (divisdo com resto para polindmios). Sejam n > 2 inteiro e h, f € Z,[x] polindbmios com
h monico. Prove que existem unicos q,r € Z,[x] com f = hq+r e dr < dh. Verifique que tal divisao

pode ser realizada com O(Jdf - dh) operagdes do Z,,.

No caso r = 0 dizemos que h divide f. Agora, se f = h- g com 0 < dh < df entao h é um divisor
proprio de f.

Se h € Z,[x] é monico entao dizemos que f,g € Z,[x] sao congruentes modulo h(x), denotado
f = g (mod h), se existe g € Z,[x] tal que gh = f— g, ou seja, f — g é divisivel por h. Entao Z,[x]/(h)
denota o conjunto de todos os polindmios em Z,[x]| de grau menor que dh que, munido das operagdes

+p € -, definidas por

f+,g:=(f+g) modh
f-hg:=(f-g)modh

€ um anel com unidade. Nos algoritmos podemos considerar os elementos de Z,[x]/(h) como vetores
de comprimento d = dh. Somar dois deles pode ser feito facilmente usando O(d) adi¢des em Z,. A
multiplicacio e a divisdo podem ser feitas do modo usual com O(d?) multiplicagdes e adigdes no anel
dos coeficientes. Finalmente, calculamos fg mod h pelo algoritmo de divisao polinomial, resultando
no final um tempo de execu¢io de O(d?) e o mdc de dois polindmios de grau no maximo d pode ser
computado em O(d?log d). De fato, é possivel fazer melhor, como na observacao 2.12; multiplicacio
em tempo M(d) = O(dlog dloglogd) usando a técnica de Schonhage-Strassen (transformada rapida
de Fourier), o mdc em tempo O(log(d)M(d)) e f* mod h em tempo O(log(k)M(d)).

POLINOMIOS IRREDUTIVEIS Um polindémio f € F[x] com grau positivo ¢ dito irredutivel em F[x] se
em toda fatoracao f = h- g ou hou g é polinomio constante. No caso de polindmios com coeficientes
sobre um corpo F o resultado do exercicio acima, a divisdao com resto para polindmios, vale para
qualquer h € F[x] ndo nulo. Em F[x] vale ainda a fatoragao unica: todo polinémio ndo nulo f € F[x]

pode ser escrito de forma tinica a menos da ordem dos fatores como um produto a-hy-hy---hg com acF e
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h; € F[x] monicos, irredutiveis e de grau positivo. Notemos que F[x] ndo é corpo pois, por exemplo, o
polindmio x nao tem inverso multiplicativo.

Uma aplicagao importante dos polindomios irredutiveis € a construgao explicita de corpos finitos.
Essas construgoes sao baseadas no seguinte resultado. Quando h € [F,[x], para p primo, € um po-
lindmio monico, irredutivel e com grau dh = d, o conjunto {g € F,[x]: dg < d} munido da adicao e
multiplica¢do médulo h é um corpo com p? elementos, portanto (isomorfo a) o Fa. Todos os corpos
finitos sao obtidos desse modo e nao ha uma escolha canodnica para h, escolhas diferentes resultam

em corpos diferentes, porém isomorfos.

Problema 4 (Problema de computar um polindmio irredutivel). Existe algoritmo de-
terministico eficiente para computar um polindémio irredutivel h € F[x] de grau
d?

CORPOS BINARIOS Um caso particularmente interessante em Computagdo sio os corpos binarios,
corpos com 2" elementos para n € N. Os elementos de F,» podem ser identificados com as sequén-
cias binarias {0,1}" da seguinte forma. Para n =1, temos F, = Z, ou seja, o conjunto {0,1} com
as operacgoOes binarias usuais de soma (“ou” exclusivo légico) e multiplicagao mddulo 2 (“e” logico).
Como ja sabemos, F5[x] denota o anel dos polindmios com coeficientes em F> com soma e multi-
plicacao usuais de polindmios e as operagdes nos coeficientes sao modulo 2. O quociente F[x]/(h)
é um corpo com 2" elementos para qualquer h € F,[x] irredutivel em F,[x] de grau n. Os ele-
mentos desse corpo sao dados por todos os polindomios p € F,[x] de grau menor que n os quais sao
representados pelas sequéncias (bg, by,...,b,_1) € {0,1}" de seus coeficientes de maneira natural,
p=box" 1 +.--4+b, >5x+b,_1.

Por exemplo, o corpo com 4 elementos 52 é dado pelos polindmios Z[x]/(x°+x+1) = {0, 1, x, x+1}
e pode ser representado por {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. A representagao polinomial de F»3 com h(x) =

x3+x+1 édada pelos polinémios {0, 1, x, x + 1,x%,x2+1,x%2 + x, x2

3

+x+ 1}. O corpo com dezesseis

3 3 3

X+, x2+ 1,3+ 1, %2+ x, x +x2, 3+

3 2

elementos é dado por Zo[x)/(x*+ x+1) ={0,1,x,x°,x + X, x

X2 + x, x2 2

+x+ 1,3+ x+1,x3+x%2+1,x3+ x% + x+ 1} ou por Zy[x)/(x* + x3 + x% + x + 1).

A soma nesses conjuntos ¢ feita como o usual para polinémios, no caso das sequéncias binarias ¢
coordenada a coordenada. Por exemplo, em Fy3 temos (x°+ 1)+ (x°+x+1) = (1 +1)x°+ x+(1+1) = x
e o produto é o produto usual tomado médulo h, por exemplo temos (x? + x)(x° + x + 1) = x* + x que

médulo h(x) é x2.

CORPOS FINITOS De modo geral, um elemento do corpo finito ., para n > 1, ¢ dado por um
vetor com n elementos de [, e eficiéncia numa operacao significa tempo polinomial em nlogp,
assumindo tempo constante para as operacoes em F,. Assim, se h ¢ dado, a aritmética em Fpn €

facil. Uma caracterizagao de polindmios irredutiveis é dada no execicio 2.39, ela é consequéncia do
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seguinte resultado sobre polinomios irredutiveis que enunciaremos sem prova (Lidl e Niederreiter,
1997, teorema 3.20).

TeoREMA 2.36 Seja P, o produto de todos os polinomios monicos, irredutiveis no corpo Zp[x] de grau k.

Entao o produto de todos os P, para k que divide n é
I_I P, = xP" — x

para todo n.

Como vimos, polinomios irredutiveis em F,[x] sdo usados para transportar a aritmética do corpo
IF, para extensoes do IF,, o corpo [Fpn é isomorfo a F,[x]/(h) qualquer que seja o polindmio h € Fp[x]
irredutivel e de grau n. Esse isomorfismo permite a constru¢ao das tabelas aritméticas a partir das
operagoes em polinomios. O problema que precisamos resolver € encontrar tal h. A ideia para se

obter polindmios irredutiveis é a mais 6bvia possivel sortear o polindmio e testar a irredutibilidade.

Instancia: inteiro positivo n.
Resposta: polindmio monico irredutivel em Z,[x] de grau n.
1 repita
, R
2 para i de 1 até n faga a; — {0,1,...,n—1}

3 até que x" + Y "5 a;x' seja irredutivel.

Algoritmo 17: gerador de polinomios irredutiveis.
Para estimar a probabilidade de achar polindmios monicos irredutiveis vamos usar o seguinte
resultado (veja Lidl e Niederreiter, 1997, exercicio 3.27) que pode ser deduzido do teorema 2.36

acima usando a formula de inversao de Mobius

fn)=) gtk gln =) wkr(7)

kln kln
em que u(l) =1, p(n) = 0 se n ¢ divisivel por um quadrado maior que 1, senao u(n) = (-1)* onde
w = w(n) é a quantidade de primos distintos que dividem n.

n
Do teorema, xP —x =[]y, P, portanto, tomando os graus

p" = Z&Pk & P, = Z}A(k)p%
k|n k|n

e se I(n) é o numero de polindmios monicos irredutiveis de grau n no Z,[x], entdo dP, = nl(n), logo

I(m)== Y pkIpk.
k|n

Também, dP, <}y, dP, = p" donde tiramos

n
I(n) < P
n
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Por outro lado,

n/2
n/2+1 _ p p

kln kln k=1

k<n k<n

portanto, dP, > p" — 2+/p".

LEMA 2.37 Se p é primo entao
n

B> 1n) > (" - 2vp7/n
é uma estimativa para a quantidade de polindmios ménicos irredutiveis de grau n no Zp[x|. N

O tempo de execugao do algoritmo 17 depende dos sorteios e do custo do teste de irredutibilidade.
Este altimo deixamos pra depois, por ora temos, usando o lema 2.37 acima, que

1_I(n)_ 1 2 1

— 2 z—|1- > -

n p" n \Vp" 2n

para p"” > 16. Da equacao (2.3) com a probabilidade acima, o nimero médio de rodadas do repita é

menor que 2n, portanto o custo médio do laco é O(nT(n)) em que T é o tempo para testar irredutibi-

lidade de um polindmio de grau n.

TESTE DE RABIN PARA IRREDUTIBILIDADE DE POLINOMIOS O teste de irredutibilidade é baseado no

seguinte resultado.

TeoreMA 2.38 (RaBIN, 19808) Sejam n um natural e p um primo. Um polindmio h € Zy[x] de grau n é

irredutivel em Zp se, e SO se,
h(x)| (x*" = x) (2.10)
mdc(h(x), X" x) =1 para todo fator primo q de n. (2.11)
DEMONSTRAGAO. Se h é irredutivel entao (2.10) e (2.11) seguem do teorema 2.36. Para a reciproca,
novamente pelo teorema 2.36, temos que se f é um fator irredutivel de h com grau d entao d divide

n por (2.10). Suponhamos que d < n, entao d|(n/q) para algum fator primo g de n. Mas se esse é o

caso, entao f divide xP"? — x, contradizendo (2.11), portanto d = n. O

Instancia: h € Zy[x] moénico de grau n e os fatores primos gy, gy, ..., g de n.

Resposta: sim, h é irredutivel ou ndo, h é redutivel.

1 para ide 1l até k faca
2 ‘ se mdc(h, xP" % x (mod h)) # 1 entao responda nao.

3 se xP" — x (mod h) = 0 entdo responda sim.

4 senao responda ndao.
Algoritmo 18: teste de irredutibilidade de Rabin.
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O mdc(h, xP"% = x (mod h)) é computado calculando-se a poténcia x?” (mod h), o que pode ser
feito com O(nlog p) operagdes de custo O(n?) realizadas k = O(log n) vezes, portanto, O(n>log(n)log(p))
operagoes do corpo. De fato, é possivel melhorar essa estimativa, o tempo de execugao desse algo-
ritmo é O(nM(n)loglog(n)log(p)) (Gao e Panario, 1997). Ademais, Gao e Panario (1997) propuseram

uma melhoria no algoritmo de Rabin que resulta em tempo de execu¢ao O(nM(n)log p).

TESTE DE BEN-OR PARA IRREDUTIBILIDADE DE POLINOMIOS O teste de irredutibilidade é baseado

no seguinte resultado que segue do teorema 2.36.

Exercicio 2.39. Um polindmio monico h de grau n é irredutivel se, e somente se, para cada i =
1,2,...,[n/2] vale que mdc(xpi —x (mod h), h) =1.

Instancia: h € Z,[x] monico de grau n.

Resposta: sim, h é irredutivel ou ndo, h é redutivel.

1 paraidel até n/2 faga
2 ‘ se mdc(h, xP' - x (mod h)) # 1 entao responda nao.

3 responda sim.

Algoritmo 19: teste de irredutibilidade de Ben-Or.

Esse algoritmo, proposto em Ben-Or (1981), no pior caso computa n/2 vezes uma exponenciagao
modular com poténcia p e um mdc com polindmios de grau no maximo n, resultando no tempo de
execucao O(n>log(pn)); refinando a anélise chegamos a O(nM(n)log(pn)). Embora o resultado assin-
totico seja pior do que o caso anterior, o algoritmo de Rabin, o algoritmo de Ben-Or é na pratica muito
eficiente, o seu desempenho bate o de Rabin porque polindmios aleatdrios tém fatores irredutiveis

de grau baixo o que é detetado muito rapidamente pelo algoritmo de Ben-Or (Gao e Panario, 1997).

2.3 TESTES DE PRIMALIDADE ALEATORIZADOS

Recordemos que um natural n > 1 é primo se os Unicos divisores positivos de n sdao 1 e n. Um
natural n > 1 é composto se admite divisores positivos além de 1 e n. O problema de decidir se
um dado inteiro n > 2 é primo é muito antigo, o crivo de Eratéstenes (200 aC) é um dos primeiros
algoritmos para teste de primalidade. Esse algoritmo lista os inteiros de 2 até n e, sucessivamente,
toma o menor elemento da lista e apaga todos os seus multiplo; isso é repetido enquanto a lista
nao esta vazia ou o menor elemento é no maximo v/n. No final se n esta na lista é primo, senao é

composto.
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Problema computacional do teste da primalidade:

Instancia: dado n > 2 inteiro impar.

Resposta: sim se n € primo, nao caso contrario.

A busca por solugoes eficientes parece ter sido proposta pela primeira vez por Godel em 1956, uma
solucao para esse problema é eficiente se a decisao é tomada tempo polinomial em logn. Do ponto
de vista computacional o crivo de Eratéstenes nao é eficiente, tem custo exponencial em logn. Em
2002 foi anunciado que decidir se um namero é primo pode ser resolvido em tempo polinomial,
os indianos Agrawal, Kayal e Saxena (2004) mostraram um algoritmo que determina se n é primo
em tempo O(log!?*¢ n), para qualquer &€ > 0. Em seguida esse algoritmo foi melhorado, o expoente
no logaritmo diminuiu para 6 + ¢ (Lenstra, 2002) mas ainda esta longe de ser mais viavel que os
algoritmos probabilisticos.

Os algoritmos probabilisticos sao extremamente simples e eficientes, como é o caso do teste de
Miller-Rabin que com k rodadas independentes tem custo O(klog?(n)loglog(n)logloglog(n)) (Mo-
nier, 1980). A probabilidade de erro é exponencialmente pequena em k. Para k = 100 a probabilidade
do algoritmo responder primo todas as vezes quando a entrada é um nimero composto é menor que

10739, que é um nimero muito pequeno (aproximadamente a massa do elétron).

Exemplo 2.40. O seguinte texto do manual do Maxima, um sistema de computagao algébrica sob a

licenga publica GNU é um exemplo tipico de como a primalidade de um ntmero é testada na pratica.

“primep (n) Teste de primalidade. Se primep(n) retorna false, n € um namero com-
posto, e se ele retorna true, n é um nimero primo com grande probabilidade.

Para n menor que 10"16 uma versao deterministica do teste de Miller-Rabin é usada.
Se primep(n) retorna true, entao n ¢ um nimero primo.

Para n maior do que 10°16 primep realiza primep_number_of_tests testes de pseudo-
primalidade de Miller-Rabin e um teste de pseudo-primalidade de Lucas. A probabili-
dade com que n passe por um teste de Miller-Rabin é inferior a 1/4. Usando o valor pa-
drao 25 para primep_number_of_tests, a probabilidade de n ser composto ¢ muito menor
do que 10*-15.”

O Mathematica também implementa seu teste de primalidade usando algoritmos probabilisticos.

“PrimeQ primeiro testa divisibilidade por primos pequenos, em seguida usa o teste de

Miller-Rabin para bases 2 e 3, e em seguida usa o teste de Lucas.”

No Python, a biblioteca SymPy usada para computagao simbdlica implementa um teste de pri-

malidade; a documentacao descreve
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“sympy.ntheory.primetest.isprime(n) Test if n is a prime number (True) or not
(False). For n < 10”16 the answer is accurate; greater n values have a small probability of
actually being pseudoprimes.

Negative primes (e.g. -2) are not considered prime.

The function first looks for trivial factors, and if none is found, performs a safe Miller-
Rabin strong pseudoprime test with bases that are known to prove a number prime. Fi-
nally, a general Miller-Rabin test is done with the first k bases which, which will report a
pseudoprime as a prime with an error of about 4*-k. The current value of k is 46 so the

error is about 2 x 10™-28.”

Notemos que em todos os casos as probabilidades de erro sao muito pequenas. O

2.3.1 OS TESTES DE FERMAT E LUCAS

Um resultado célebre da teoria dos nimeros, o Pequeno Teorema de Fermat enunciado a seguir,
garante que para inteiros ne a, se a”~! 2 1 (mod n) entdo n é composto. O seguinte teorema decorre

do Teorema de Euler pois, de acordo com o exercicio 2.34, temos ¢(p) = p— 1 para todo p primo.

TeoREMA 2.41 (PEQUENO TEOREMA DE FERMAT) Se a € Z\ {0} e p é primo que ndo divide a, entdo aP! = 1
(mod p). O]

Esse teorema nos da o teste de primalidade
p é primo se, e somente se, aPl=1 (mod p)paratodol <a<p-1.

Dado um n, para qual queremos testar primalidade, se existe um inteiro a € {1,2,...,n—1} tal que
a" ! z 1 (mod n), entdo esse teorema nos garante que n é composto. Chamamos tal a de uma
testemunha de Fermat para o fato de n ser composto.

A ideia do teste de Fermat é, para dado n, sortear a e testar se a é testemunha para n, se for

testemunha entao n é composto, senao possivelmente um primo.

Instancia: um inteiro impar n > 4.
Resposta: sim se n é primo, ndo caso contrario.
R
1a<—{23,...,n-2};
2 sea” !z 1 (mod n) entio responda nao.

3 senao responda sim.

Algoritmo 21: teste de Fermat.

Usando o algoritmo de exponenciagao modular (algoritmo 7, pagina 59), o tempo de execugao do
teste de Fermat é O(log> n), logo de tempo polinomial em log, n. O algoritmo s6 erra ao declarar que

n é primo, a resposta ndo esta sempre correta. Vamos estimar a probabilidade de erro.
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Uma testemunha fixa nao serve para todo numero composto. Por exemplo, é possivel verificar
que 2 é testemunha para todo namero natural composto até 340, mas que nao é testemunha para
341 =11-31 pois 239 =1 (mod 341).

Dizemos que um natural n é um pseudoprimo de Fermat para a base a quando vale que
n é impar, compostoe a"* =1 (mod n).

Abaseac{l,2,...,n—1} para o qual n é pseudoprimo é uma testemunha mentirosa para n.
Podemos descobrir que 341 é composto testando-o contra outras bases e nesse caso 3340 = 54
(mod 341) o que atesta que 341 é composto. E possivel estender essa estratégia e testar se n contra
toda base a€{2,3,...,n— 2}, porém isso nao resulta em um algoritmo viavel, o tempo de execugao
seria exponencial no tamanho da representacao de n. A proposicao abaixo garante que se incremen-
tamos a base a e fazemos o teste “a™ ! =1 (mod n)?”, entao o mais longe que iremos é até o menor

divisor primo de n, mas isso pode nao ser muito melhor do que usar crivo de Eratdstenes.

ProPosiGAO 2.42 Todo n impar e composto é pseudoprimo para as bases 1 e n—1. Ademais, nao ha n > 4

pseudoprimo para toda base a€{1,2,...,n—1}.

DEMONSTRAGAO. A primeira afirmacao, que todo n impar e composto é pseudoprimo para as bases 1

e n—1 segue trivialmente de que valem 1"™! =1 (mod n) e

n-1
(n-1)""1= Z(n_ 1)n"(—1)r'_"_1 =(-1)""1 (mod n)

1
i=0

logo (n—1)""! =1 (mod n) pois n é impar.
Se n é impar, composto e aml=1 (mod n), entao aln-1/25(n-1/2 = 1 (mod n), ou seja, aln-1/2
tem inverso multiplicativo médulo n, portanto mdc(al"1/2, n) = 1 donde deduzimos que mdc(a, n) =

1. Entao, para n ser pseudoprimo para todo a € {2,...,n—2} ele deve ser primo, uma contradi¢ao. [

k = k-1 —

Como argumentamos na demonstra¢ao acima, se a (mod n) para algum k > 1, entao aa* " =
1 (mod n), ou seja, a tem inverso multiplicativo médulo n, portanto, a € Z;,. Nesse caso, o conjunto

das bases mentirosas para n > 3 impar e composto
M, = {ae{l,Z,...,n— 1}:a"1'=1 (mod n)}

€ um subconjunto do Z},. Ademais, pela proposicao acima 1 € M,,. Se a,be M,,, entao a-b (mod n) €
M, pois (ab)" ! = a"'b" 1 =1 (mod b), portanto M,, é subgrupo de Z:,. Pelo Teorema de Lagrange*

temos, para algum inteiro m, que m|M,| =|Z},.

“Em grupos finitos, a cardinalidade de um subgrupo divide a cardinalidade do grupo.

87



Se M,, for subgrupo préprio temos m > 2, portanto uma escolha na linha 1 do algoritmo causa

erro na resposta com probabilidade

|Mn\{1;n_1}|< |Mn| <|Z;|/2<1
{2,...,n=2}] n-1 " n-1 2

Sendao, m =1 e a igualdade M,, = Z}, ocorre quando n é um nimero de Carmichael

n é impar, composto e a” ! =1 (mod n) para todo a € Z,.

Esses numeros sao bastante raros. Sobre a distribui¢ao, sabemos que se c(n) é a quantidade de

numeros de Carmichael até n, entao

log nlogloglogn

n%332 < c(n) < ne” Toelogn

A cota inferior é de Harman (2005) e dela deduz-se que ha infinitos nimeros de Carmichael, a cota

superior é de Erdds (1956). Note que desse fato podemos concluir que a densidade dos numeros de

Carmichael até 102°° ¢ menor que 0,8 x 10758,

Nesse caso, quando um numero de Carmichael n é dado como entrada no teste de Fermat, o
algoritmo responde certo somente se escolher a€{2,3,...,n} tal que mdc(a, n) > 1. A probabilidade

de erro é (n)-2 (n) .
(Pn—3 >(pn :I_I( _[_3)

p

onde o produto é sobre todo primo p que divide n (corolario 2.33). Se n tem poucos e grandes fatores

primo, resulta num namero préximo de 1.

Exercicio 2.43 (critério de Korselt). Prove que n é um nimero de Carmichael se, e s6 se, é composto,
livre de quadrado (nao é divisivel por um quadrado maior que 1) e p—1 divide n—1 para todo p que

divide n.

Exercicio 2.44. Prove que um numero de Carmichael n tem pelo menos 3 fatores primos distintos.

(Dica: assuma n = pq e derive uma contradicao usando o exercicio anterior.)

Segundo Garfinkel (1994) o teste Fermat é usado pelo PGP?, versao 2.6.1, para gerar niumeros
primos. A chance do PGP gerar um nimero de Carmichael é menor que 1 em 10°°. O PGP escolhe
um primo para seus protocolos de criptografia e assinatura digital da seguinte maneira: escolhe
beg{0,1}12 e acrescenta 11 como os 2 bits mais significativos, com isso temos um natural m de t
bits; verifica se m é divisivel por algum dos 100 menores primos; se mnao é primo entao recomega-se

com o proximo impar; caso contrario, usa 4 rodadas do teste de Fermat.

5Pretty Good Privacy, é um software de criptografia que fornece autenticacio e privacidade criptografica para comu-
Y 12 ptog q ¢ p ptog P

nica¢ao de dados desenvolvido por Phil Zimmermann em 1991.
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O TESTE DE LUCAS Acabamos de ver um método probabilistico que ao declarar que um namero ¢é
primo, tal nimero ou de fato é primo ou tivemos muito azar em tentar provar que o nimero é com-
posto. Uma vez que nao esperamos uma sequéncia de eventos ruins, depois de algumas repeti¢oes
aceitamos que o numero é primo. No entanto, nao temos uma prova de primalidade do namero. Esta
secao é dedicada a um teste que pode provar que um numero é primo.

O teste de Lucas é baseado no Pequeno Teorema de Fermat e na fatoracao de n—1. Existem alguns
testes para primalidade de n baseados na fatoragcao de n+1 ou de n—1 e que funcionam bem quando

essas fatoracgoes sao faceis como é o caso dos nameros de Fermat e de Mersenne.

TeEOREMA 2.45 Um inteiro n > 2 é primo se, e somente se, existe a€ {1,2,...,n—1} tal que
(1) a"1=1 (mod n)e
(2) aln~V/p =1 (mod n) para todo p primo e divisor de n— 1.

Antes de provar esse teorema, verifiquemos o seguinte fato que sera usado: se a"* =1 (mod n)
entdo mdc(a,n) = 1. Assuma que n|a" ' -1eque d|ned|a. Ded|nen|a™!-1temos d|a"!-1,

mas d|a"! portanto d|1, logo d = +1. Tomando d = mdc(a, n), temos d = 1.

DemoNsTRAGAO. Se valem (1) e (2), entao pelo corolario 2.24 a tem ordem multiplicativa n—1. De (1)
temos que mdc(a, n) = 1, isso e o Teorema de Euler implicam que n—1 divide ¢(n) (exercicio 2.22) e
como @(n) =|Z;| < n—1 temos que @(n) = n—1, ou seja, n é primo (exercicio 2.34).

Se n é primo, tome para a uma raiz primitiva. O item (1) decorre do teorema de Fermat. O item
(2) decorre de a ser raiz primitiva, logo ord.(a) = n— 1, portanto, akz1 (mod n) para k < n—1

positivo. [l

Instancia: inteiros positivos n > 1, k e os fatores primos distintos de n—1.

Resposta: sim n é primo, ndo se n é composto.

1 repita

2 ai{Z,El,...,n—l};

3 | sea”™!=1 (mod n)entao

4 para cada fator primo pde n—1 facga

5 ‘ se al™ 1Pz 1 (mod n) entio responda sirm.

¢ até que completar k iteragoes;

7 responda ndo.

Algoritmo 22: teste de Lucas.
A quantidade de divisores primos distintos de n—1 é k = O(log n) (veja equagao (2.9)). Cada itera-

¢do no algoritmo calcula k + 1 exponenciais e uma exponencia¢ao modular custa O(log> n), portanto,

o tempo de execucao é kO(log? n) = O(log> n).
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2.3.2 O TESTE DE MILLER-RABIN

O teste de Miller-Rabin surgiu de duas contribuigoes, Miller (1975) propds um teste de primali-
dade deterministico baseado na validade da hipotese de Riemann generalizada (ainda uma conjec-
tura) e Rabin (1980a) introduziu aleatoriedade no teste tornando-o independente dessa hipotese.

O teste de Miller—Rabin é baseado no fato de que se n > 2 é primo, entdo a equagao x° =

(mod n)
tem exatamente duas solugdes inteiras, como demonstramos a seguir. Claramente, 1 e —1 satisfazem
aequacdo x° =1 (mod n). Ainda, -1 =n-1 (mod n)ese n>2entido -1 21 (mod n). Portanto, sdo
pelo menos duas soluces. De x> =1 (mod n) temos que n divide x> — 1 = (x+ 1)(x — 1), portanto, n
divide x—1 ou ndivide x+1, ou seja, x=1 (mod n)ou x=-1 (mod n).

Uma solucao inteira 1 < x < nde x> =1 (mod n) é uma raiz quadrada de 1 médulo n. Dizemos
que o 1 e n—1 sao as raizes triviais de 1 médulo n. Assim, uma raiz nao trivial de algum inteiro
prova que n é composto.

Assim, para n > 2 impar podemos escrever n—1 = 2°r com s > 1 e r impar, pelo teorema fun-
damental da aritmética, e, dado a, podemos calcular a"~* mod n através da sequéncia (b, b1, ..., bs)

dada por

2 22

(azor mod n, a ' mod n,a2 "modn,---,a% " mod n).
Se b; é 1 ou n—1, para algum i, entdo b; = 1 para todo j > i, pois 12 = (n-1)? = (-1)? (mod n).
Exemplo 2.46. Para n =561 e a = 2, temos 560 = 24.35¢a sequéncia

(23° mod 561, 2%3° mod 561, 243> mod 561, 283> mod 561) = (263, 166,67, 1).
Para a=6

(23% mod 561, 223° mod 561, 2%3> mod 561, 283> mod 561) = (318, 144,540, 441).

Nesse caso 2 é uma testemunha mentirosa e 6 uma testemunha de Fermat para 561.

Para n=325e a= 2, temos 324 = 22-81 e a sequéncia
(281 mod 325,228 mod 325,2%81) = (252,129,66).
O 2 é uma testemunha de Fermat para 325. Paraa="7
(28! mod 325,228 mod 325,2%81) = (307,324,1)

de modo que 7 é uma testemunha mentirosa para 325. Para a = 49 a sequéncia é (324,1,1), ou
(-1,1,1), e para a = 126 a sequéncia é (1,1,1). O
Se n é impar e a sequéncia de inteiros médulo n

0 1 2 s
(a2 r’aZ r a2 r ___,aZ r)

’ ’
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é da forma, onde “x” significa ¢ {1,-1},

(X,%,...,x) ou (X,...,x,—1) ou (x,x,1,1,...,1) ou (X,X%,...,%x,1)

entao n é composto. Nos dois primeiros casos a € uma testemunha para n composto, nos outros dois
bi_.y #1,n—1e b; =1 de modo que b;_; é uma raiz nao trivial de 1 médulo n. Em resumo, se em
algum momento temos uma sequéncia onde a primeira ocorréncia de 1, se houver, nao é precedida

por —1 entao n é composto. Resta as seguintes formas para a sequéncia

(+1,1,...,1,1,1) ou (x,%,...,%x,-1,1,...,1)

e nesses casos nao temos informacao sobre a primalidade de n.
Caso seja verdadeiro que a sequéncia nao comece com 1 e que o —1 nao ocorra, exceto possivel-

mente na ultima posicao, ou seja,

a"z+1 (modn) e a?rz -1 (mod n) (Vje{l,...,s—1})
entao n é composto. A prova desse fato esta no lema a seguir. Um a€{1,...,n—1} para o qual vale a

equacao acima é uma testemunha forte para o fato de n ser composto.

LEMA 2.47 Sejam n um primo impar e r,s inteiros tais que n—1 = 2°r com r impar. Entdo, para todo

inteiro a nao divisivel por nvale ou a" =1 (mod n) ou a?r=-1 (mod n) para algum j, 0 < j<s—1.

~ . . . 0 1 2 s
DEMONSTRAGAO. Seja a como no enunciado e consideremos (a® ", a° ", a°",---,a° ")

a sequéncia das
poténcias de a tomadas médulo n. Chamamos de t o menor expoente tal que a2" =1 (mod n). Como
a’’r=a" ' =1 (mod n), o nimero t estd bem definido. Entdo, ou t = 0 e temos a" = 1 (mod n) ou
1<t<sea?"-1=0 (mod n), mas a>" -1 = (a2" "+ 1)(a2" "= 1). Como n divide a2"— 1 e, pela
minimalidade de t, nio divide a2~ " — 1, necessariamente n divide a2 " + 1, ou seja, a27lr = 1

(mod n). ]

O algoritmo de Miller citado no comeco desta secao assume a hipotese generalizada de Riemann
e um teorema que garante que, se n é composto, entao existe uma testemunha forte de tamanho
O(log2 n). Esse limitante foi, mais tarde, especializado para 2log? n, ou seja, o teste deterministico
verifica se ha uma testemunha forte para a = 2,3,...,| 2(logn)?|, caso nao encontre entio declara,
corretamente, que n é primo e usando O(log> n) operacdes aritméticas.

A proposta de Rabin foi sortear as bases para teste. Dado n=2°r+1, s > 1 e r impar, o algoritmo
sorteia a€ {2,...,n—2}, testase a" =1 (mod n) ou se a2'r=-1 (mod n) para algum t=0,...,s-1
e caso positivo declara n composto. A vantagem da teste de Miller—Rabin com relacao ao teste de

Fermat é que agora nao existe o efeito analogo ao dos numeros de Carmichael no teste de Fermat,
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Instancia: inteiro n > 3 impar.

Resposta: verdadeiro se encontrou testemunha do fato “n é composto”, falso caso contrario.

1 Determine s e r tal que n—1 = 2°r com r impar;
2 a£{2,3,...,n—2};

3 X< a" mod n;

4 se xe{1l,n—1} entao responda falso.

5 paraidelatés—1 facga

6 x < x2 mod n;

7 se x =n—1 entao responda falso.

8 responda verdadeiro.

Algoritmo 23: teste de Miller—Rabin.

como demonstraremos mais tarde, as bases que nao sao testemunhas fortes para o fato de n ser

composto formam um subgrupo préprio de Z7,.

Cada divisao por 2 na linha 1 custa O(logn), no total sao s divisoes. No restante, o custo é o
de uma sorteio, O(log n), mais uma exponencia¢ao modular, O(log rlog? n), mais s = O(log n) mul-
tiplicagdes médulo n, cada uma custa O(log? n), portanto O((s + 1)logn + (logr + s)log? n), como
log, r+ s = log,(n—1), o tempo de execucio é O(log> n).

Se o teste de Miller—Rabin responde falso é porque para os parametros n, r, s e o sorteio a valem

a"=+1 (mod n)ou (2.12)

j
a?=-1

(mod n) para algum j, 1 <j<s—-1. (2.13)

e o inteiro a ndo é testemunha forte para a composicao de n, nesse caso n pode ser primo ou composto.
Se n é impar e composto entao a € uma base mentirosa forte para n. Para todo composto n =

2°r+1 >3 com s > 1e rimpar definimos
M,:={ae{l,2,...,n-1}: vale (2.12) ou (2.13)}

o conjunto das bases mentirosas, aquelas que enganam o teste de primalidade de n fazendo-o res-
ponder primo. Em qualquer um dos casos (2.12) ou (2.13) temos a"! =1 (mod n), portanto, como
ja provamos, mdc(a, n) = 1, logo M, C Z7,.

Dizemos que um inteiro impar e composto n é um pseudoprimo forte paraabase a,1 < a<n, se
vale a conclusao do lema 2.47. Os pseudoprimos fortes sao pseudoprimos de Fermat, mas sao mais

raros que os de Fermat.

Exemplo 2.48. Para n =91, temos n—1 =90 =2'.45  Como 9" =9% =1 (mod 91) temos que 91 é
pseudoprimo forte para a base 9. Ainda, 1, 9, 10, 12, 16, 17, 22, 29, 38, 53, 62, 69, 74, 75, 79, 81, 82,

90 sao todas as bases para as quais 91 é um pseudoprimo forte. O
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A seguir limitaremos em duas abordagens a probabilidade de erro do algoritmo. A primeira é
mais simples e o resultado é mais fraco. Na segunda ha maior exigéncia de pré-requisitos em Teoria
dos Grupos. Ambas mostram que o numero de testemunhas no caso composto é abundante, o que
propicia um ambiente favoravel para um teste aleatorizado.

O teste de Miller—Rabin pode ser iterado para diminuirmos a probabilidade de erro. Vamos con-
siderar um parametro de entrada k que controla a probabilidade de erro do algoritmo realizando k
testes independentes, quanto maior k, menor a chance de responder errado. O tempo de execugao é
O(klog> n).

Instancia: um inteiro impar n > 3 e o numero de rodadas k.

Resposta: ndo se n ndo é primo, caso contrario sim com probabilidade de erro < (1/4)k.
1 repita
2 se teste de Miller—-Rabin(n) entao responda nao.

3 até que complete k rodadas;

4 responda sim.

Algoritmo 24: Algoritmo de Miller-Rabin.

TeorReMA 2.49 O algoritmo de Miller—Rabin responde errado com probabilidade no mdximo (1/2)k.

DEMONSTRAGAO. Vamos assumir que n seja um numero de Carmichael: n = 2°r+ 1 um inteiro impar

e composto. Definimos
t:=max{je{0,1,...,s—1}: dbeM,, b2 =1 (mod n)}.

Notemos que (—1)20r = -1 (mod n) e, como n é Carmichael, b"~! = b’ = 1 (mod n), portanto t €
{0,1,...,s—1} esta definido.
Definimos m = 2're
K:i={a€Z,:am"=+1 (mod n)}.

2tr = 2ir =

Se ae M, entao a€K: se a"=1 (mod n) entao a (mod n); se a -1 (mod n) para algum j,
entao j < t. Ademais, se a € K, entao de t < s deduzimos que aml=1 (mod n), portanto, mdc(a, n) =
1. Dessa forma

M, cKcCZ,.
Resta mostrarmos que K é um subgrupo proprio. Certamente, 1 € K. Agora, tomemos a, b € K. Entao
(ab)"=amb™m = (+1)(+x1) =+1 (mod n).
Para finalizar, vamos mostrar um elemento de Z}, que nao esta em K. Para isso, vamos usar
o exercicio 2.44 que garante que n tem pelo menos trés divisores primos distintos, logo podemos

escrever N = nyn, com ny e N, impares e coOprimos.
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Definimos a; := b (mod ny) e considere a Ginica solucao x € Z, de

X = ag (mod nyq) (2.14)

x=1 (mod ny)

dada pelo Teorema Chinés do Resto (secao A.4 do apéndice, pagina 338). Moddulo n; temos que
x™=a” = b™ = -1 (mod nj). Mddulo n; temos que x™ = 1™ =1 (mod ny). Portanto, x™ # +1
(mod n), ou seja, x ¢ K. Por outro lado, xm™ =1 (mod nyp) e xm™ =1 (mod ny), portanto xm =1
(mod n) pelo teorema chinés do resto, logo mdc(x, n) = 1, ou seja, x € Z7,.

Agora, se n nao é numero de Carmichael, entao
*
M,CcFCZ,

com os mentirosos de Fermat F subgrupo préprio de Z7,.
Em ambos os casos, existe um X subgrupo proprio de Zj;, com M,, C X C Z}, e, pelo Teorema de

Lagrange, | X| = @(n)/m < @(n)/2 pois m > 2, e [M,| < |X|. Assim, a probabilidade de erro em uma

rodada é
|'\/|n\{1,n—1}|< My | < | X] <1
{2,3,....,n-2} " {1,2,...,.n=1} " @(n) 2
e em k rodadas independentes (1/2)k. O

Com mais esfor¢o conseguimos um resultado melhor. A seguir vamos dar uma demonstragao que
requer do leitor conhecimento de alguns resultados basicos da Teoria dos Grupos.
Vamos definir uma sequéncia ordenada por inclusao de subgrupos de Z; que contém as nao

testemunhas M,, (qQue nao é subgrupo)
M,cKcLcFcZ;

e das trés ultimas inclusoes, se duas forem proéprias temos |M,| < 4¢(n), logo a probabilidade de

sortear um mentiroso é < 1/4. Nas inclusoes acima F sao os mentirosos de Fermat
F={a€Z,:a"'=1 (mod n)}.

Como ja vimos acima, se n nao for um nimero de Carmichael, entao pelo menos um a € Z;, nao ¢
um mentiroso de Fermat logo a ultima inclusao é estrita.

Suponha que n é um ntmero de Carmichael fatorado como n = p'l171 p;z ---p?k comk>3ep;>2
para todo i.

) my _mp my . . . _
Exercicio 2.50. Assuma que n = p; p,°-+-p, " € prove que para quaisquer inteiros x e y, se x = y

(mod n) entdo x =y (mod p;") para todo i.
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Escrevemos n = 2°r+1, com r impar, e definimos
t:=max{je{0,1,...,s-1}: dbeZ;], b? = -1 (mod n)}.
Definimos m := 2'r e os grupos K C L dados por

h:a"=+1 (mod p;") para todo i},

rra=+1 (mod n)}
e, finalmente, definimos o homomorfismo de grupos

f:L—{+1 mod p; '} x{+1 mod p5?} x---x{+1 mod p, *}

m mi _m my m My
amodn|—>(a mod p; “,a” mod p,*,...,a  mod p, )

O kernel do homomorfismo é o subgrupo de L dado pelos elementos de L cuja imagem por f é
(1,1,...,1). Pelo teorema do isomorfismo de grupos temos L/ker f é isomorfo a Im(f) = [];{+1 mod
p,m" } pois f é sobrejetora. Ademais f(K) = {(-1,-1,...,-1),(1,1,...,1)}.

Do paréagrafo acima concluimos que f(L) tem ordem 2¥ e F(K) tem ordem 2, portanto |L|/|ker f| =
2k e |K|/|ker f| = 2, entdo |L|/|K| = 2k~1 > 4 pois k > 3.

Se para o namero de fatores primos distintos de n vale k = 2 entao n ndo é um namero de Carmi-
chael, logo F # Z;,. Vamos mostrar que F # L. Escrevemos n = nyn, com n; e n, impares e coprimos
e tomamos x como em (2.14) de modo que x € K, porém x € F pois xm? = (mod n) e m?|n—-1,
portanto x"* =1 (mod n). Com isso,

KCFCZ;

de modo que |K| < ¢(n)/4.

Finalmente, se k = 1 entdao n = p® com e > 2 dado que n nao é primo. Nesse caso, sabemos
que Zj, é ciclico (tem raiz primitiva), portanto, temos um isomorfismo entre os grupos (Z;,,- mod n) e
(Zg(n),+ mod n). O numero de solugées modulo n de x"1'=1 (mod n)éigual ao nimero de solugdes
de (n—1)x=0 (mod ¢(n)), portanto |F| = mdc(n - 1,¢@(n)) = mdc(p® - 1,(p—1)p® 1) = p— 1. Portanto

vale
|Z;|

FI
para todo n > 9. Quando n = 9, verifica-se que M,, = {1,n— 1} = (n—1)/4. De fato, n—1 = 8 = 23,

pelt>4

logo e =3 e k = 1. A sequéncia de teste do algoritmo de Miller—Rabin para a é (a mod 9, a° mod
9,a* mod 9)

amod9|[1(2]3]|4|5|6|7 |8

a°mod9|1/4|0|7|7]0]4]1
a*mod9|1|7|04]4|0|7]1
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portanto 1 e 8 sao mentirosos para 9. Em todos os casos, para todo n > 9 vale que |M, | < ¢(n)/4.

Assim, a probabilidade de erro em uma rodada é

|Mn\{1,n—1}|< M, | <<P(n)/4<1
{2,3,...,n=2} {1,2,...,n-1} @(n) 4

e em k rodadas independentes (1/4)k.

TeOREMA 2.51 Para todo n > 9, o algoritmo de Miller—Rabin responde errado com probabilidade no ma-
ximo (1/4)k. O

Para muitos inteiros compostos n a quantidade de bases para as quais n é pseudoprimo forte
¢ bem pequeno, muito menor que a estimativa ¢(n)/4. Por exemplo, para n = 105 temos Mg5 =
{1,104}. Entretanto, existe inteiro n tal que |M,|/¢@(n) = 1/4, como é o caso do 9 e do 91, onde temos

IM,,| = 18, como vimos no exemplo 2.48, e @(n) =72.

2.3.3 TESTE PRIMALIDADE DE AGRAWAL-BISWAS

O algoritmo aleatorizado para primalidade proposto por Agrawal e Biswas (2003) é menos efi-
ciente que o teste de Miller—Rabin e a probabilidade de erro é maior, entretanto esse algoritmo tem
a sua importancia histérica pois foi o ponto partida para Agrawal, Kayal e Saxena construirem o
algoritmo deterministico de tempo polinomial: “o novo algoritmo é simplesmente uma desaleatori-
zagao do nosso algoritmo. Isto pode ser feito da seguinte maneira. Nosso algoritmo aleatorizado é
baseado em testes de identidade (1 + x)"” = 1 + x” modulo um polinémio g escolhido aleatoriamente,
de grau [logn] e acerta com probabilidade pelo menos 2/3. O espago amostral de g é claramente de
tamanho exponencial (nl'°8"l). Foi mostrado em Agrawal et al. [2002] que o espago amostral pode
ser reduzido para O(log* n), sem reduzir a probabilidade de sucesso!” (Agrawal e Biswas, 2003).

Os algoritmos probabilisticos eficientes conhecidos até o momento para teste de primalidade
baseiam-se no pequeno teorema de Fermat. O presente algoritmo é basado numa generalizagao do

teorema de Fermat
n é primo se, e somente se, (x+a)” =x"+a (mod n)paratodol <a<n-1.

Por exemplo, (x +1)° = x° + x* + 10x3 + 10x? + 5x + 1 que médulo 5 fica x> + 1. Agora, (x+1)° =
x® +6x° +15x% + 20x3 + 15x% + 6x° + 1 que mddulo 6 fica xO +3x% +2x3 +3x% + 1 = x0 + 1.

TEOREMA 2.52 Sejam a e n inteiros coprimos. Entdo, n > 2 é primo se e somente se
(x+a)" =x"+a noanel Z,[x]. (2.15)
DEMONSTRAGAO. Se n é primo, entao n divide ('7) para todo i € {1,2,...,n— 1}, portanto, usando o
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binomio de Newton,
n
(x+a)" = ;(7)x”a”_’ = (g)x” + (:)a” =x"+a"
no Zn[x] (2.15) segue do teorema de Fermat.

Por outro lado, se n > 1 é composto, seja p* a maior poténcia de um fator primo p de n. Entdo

MR ey

Supondo que p* divide o lado direito dessa igualdade, temos que P|(gj), um absurdo, portanto,

n=pkce

(;) 20 (mod p¥), logo (3) 20 (mod n). Como n fa, também n fa""P, ou seja, o coeficiente (;)a" "

de xP em (x+ a)” é nao nulo, logo, (x+a)" # x+ a" nesse anel. O

O teste dado pelo teorema 2.52 nao é pratico porque computar os coeficientes da expansao de
(x+1)" na equacgao (2.15) toma tempo €2(n). Uma alternativa seria usar o teste probabilistico para
identidade de polinémio. No entanto, isso falha por dois motivos. Primeiro é que se n nao é primo,
entao Z, nao é um corpo como assumimos em nossa analise na secao 2.2.3. O segundo é que o grau
do polindmio é n =|Z,| e, portanto, muito grande pois o teorema de Schwartz—Zippel requer que os
valores sejam escolhidos de um conjunto de tamanho estritamente maior que o grau.

Outra alternativa é testar a igualdade médulo um polindmio com grau cuidadosamente escolhido.
A alternativa proposta por Agrawal e Biswas (2003) é sortear um polindmio de baixo grau h € Z,[x]

e usar o teste
se n é primo, entao (x+a)” =x"+a (mod x"—1,n)paratodol < n<n-1letodoreN,

ou seja, testamos (x + a)” = x" + a no anel quociente Z,[x]/(h). Tomando h = x" — 1 comparamos
(x+a)" (mod x"—1)com x"+a (mod x"—1). No calculo da expansao da poténcia (x+ a)" modulo h

os coeficientes ndo excedem n e x' é trocado por xt M4’

, portanto, os graus dos polindmios podem
ser mantidos baixo no desenvolvimento do calculo da poténcia (x + a)”. Para o tempo de execucao

ser polinomial devemos ter r = log®) n.

Instancia: inteiro n > 3.
Resposta: n é composto, ou primo com probabilidade de erro < 1/2.
1 se n é da forma aP entao responda composto.

R
2 h«{p: péum polindmio monico de grau [logn] em Z,[x]};

3 se hdivide (x+1)" —(x"+ 1) no Z,[x] entao responda primo.

4 senao responda composto.

Algoritmo 25: teste de primalidade Agrawal-Biswas.

Vamos agora analisar o algoritmo. Na linha 1 testamos
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1 para bde 2 até log, n faca P — Ln%J

2 se PP = 1 entao responda sim.

3 senao responda ndao.

pois se n é da forma ab, entio 2 < b < log>(n). Ha varias maneiras de determinar uma raiz b de
n, uma delas usa busca binaria e é descrita no exercicio 2.59, pagina 108, com tempo de execugéo6
O(log>n). Na linha 2, escolhemos [log n] coeficientes no Z, uniforme e independentemente, cada
um de tamanho O(logn), portanto a linha contribui com O(log? n) para o tempo de execucio do
algoritmo. Na linha 3, x" + a em Z,[x]/(h) pode ser representado por x"™°4" 1 a (verifique), onde
r =[logn] é o grau de h. Para computar a expansao de (x+a)"” modulo h podemos adaptar facilmente

o algoritmo 7 para exponenciagao modular da seguinte forma

P(x) « 1;
n=by_q...bg em binario;
para k de £ —1 até O faga
P(x) « P(x)%;
se b, = 1 entao P(x) « P(x)(x + a);

P(x) « P(x) mod (h(x), n);
responda P(x).

Temos ¢ = O(log n) rodadas do lago. No caso b, = 0, como P(x) tem grau no maximo r — 1 temos

2r=2 r-1 r=2 r-1 =2
P(X)Z _ Z aJXj ajxj n ajxquﬂ mod r _ anJ + aj+,Xj(Xr)qj
j=0 j=0 j=r j=0 j=0

O produto P(x)? custa O((log n)?4), sao O(r?) multiplicacdes e somas de nimeros de tamanho O(log n).

Como x" =1 (mod h), se fizermos a,,_; entao podemos escrever

aj+aj+r x! (mod h).

I|I
\ =
MH o =g

O resto médulo n custa O(log? n), portanto custo para determinar o lado direito na equagao acima
é O(rlog? n) = O((logn)3). O tempo da linha 3 é £O((log n)*) = O((log n)°), portanto, do teste de
Agrawal-Biswas tem tempo de execucdo O(log® n).

Quanto a corregao, se n é primo entao (x+ a)” = x" + a de modo que qualquer h divide a dife-

renga, logo algoritmo responde primo com probabilidade 1. Para limitar a probabilidade de erro,

®De fato, esse teste pode ser realizado em tempo menor que clog!*¢ n para qualquer € > 0 e alguma constante positiva

¢, ou seja, praticamente linear em log(n) (Bernstein, 1998).
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primeiro assumimos que todo fator primo de n é maior que 16. Isso nao estraga o projeto porque o
algoritmo pode ser facilmente modificado para testar divisibilidade de n por primos pequenos. Uma

modificacao mais drastica é que para simplificar provaremos um limitante pior.

Instancia: inteiro n > 3.

Resposta: n é composto, ou primo com probabilidade de erro < 1 —0,49/logn.

1 sene{23,57,11,13} entao responda primo.

2 seac{23,57,11,13} divide n entao responda composto.

3 se n é da forma aP entao responda composto.

sh& {p: p é um polindmio monico de grau [logn] em Z,[x]};
5 se hdivide (x+1)" —(x" + 1) no Z,[x] entao responda primo.

6 senao responda composto.

Em 10[logn] testes independentes a probabilidade de sucesso é maior que 1 —1/e®> ~ 0,99 de
sucesso.

Agora, consideramos n composto que nao é poténcia de primo e nao tem divisor primo menor
que 16, ou seja, a execugao passou pelas trés primeiras linhas do algoritmo acima.

Como n é composto, o polindbmio
P(x)=(x+1)"=(x"+1)

¢ nao nulo no Z,[x] e também é nao nulo no Z,[x] para todo p que divide n. De fato, para a maior
poténcia do primo p que divide n, digamos que p™, o coeficiente de xP" na expansio de P(x) é nao
nulo no Z,, pois p nao divide (pr,'n) (verifique).

Fixemos p > 16 um fator primo de n. Vamos mostrar que ha uma probabilidade positiva de, ao
escolher h como acima, termos P(x) 2 0 (mod h) no Z,|[x] e, portanto, P(x) Z 0 (mod h) no Z,|[x].

Se escolhemos h ménico de grau [logn] em Z,[x] e em seguida realizamos opera¢des mddulo p,
entao o resultado ¢ o mesmo que escolher h monico de grau [log n] em Zp[x]. Ainda, cada polinémio
monico de grau r do Zp[x] ocorre no Z,[ x| exatamente (n/p)" vezes (por qué?), logo o sorteio da um
polindmio em Z, com probabilidade uniforme.

O polinémio moénico nao nulo P(x) € Z,[x] de grau n tem uma fatoragao tnica como produto de
polindmios monicos irredutiveis e no maximo n/r fatores podem ter grau r. Se h for irredutivel,
entdao ou € igual a qualquer um desses n/r fatores e nesse caso o algoritmo responde errado ou ¢
diferente do fatores e P(x) (mod h) nao é zero, nesse Gltimo caso o algoritmo responde corretamente,
n é composto.

A probabilidade de h ser uma testemunha de que n é composto é a probabilidade do evento

h(x) é irredutivel e nao é um fator irredutivel de P(x)
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cuja probabilidade é P[ h(x) é irredutivel | - P[ h(x) ndo é um fator irredutivel de P(x)]. Do lema 2.37,
pagina 83, e p> 16 temos probabilidade I(r)/p" > 1/(2r) de sortear hirredutivel. A probabilidade de
que h é um fator irredutivel de P(x) € no maximo (n/r)/p" e assim a probabilidade de encontrar um

h que seja irredutivel e nao divida P(x) é pelo menos

1 n 1/1 n 49 1
e
2r rpt~ r\2 16'en)" 100r logn

poisn>p>16er=J[logn] > 3.

ESTIMATIVA COM PROBABILIDADE DE ERRO CONSTANTE PARA n > 100 Assumamos que n> p> 100
e que n é testado na forga bruta contra os cem primeiros nimeros primos’. Seja Q um polinémio
monico irredutivel do Z,[x] com grau entre 1 +r/2 e r e seja Cq o conjunto dos polindomios de grau
r que tém Q como fator, logo |[Cq| = p~9R. Ademais, Cq N Cq = @ para polindmios Q # Q’, caso
contrario seriam dois fatores com grau maior que r/2 cada, um absurdo. Somando sobre todo Q €

Zp|x]irredutivel monico com grau entre 1+r/2 e r, a quantidade de tais polinomios ¢, usando o lema

2.37,
;ICQI: Y ez ) (ﬂ)p> y (1_%)p

i=1+r/2 i=1+r/2 i=1+r/2
Usando que o N-ésimo numero harmonico Hy = Z;\':l 1/i satisfaz (Graham, Knuth e Patashnik, 1994,

secao 6.3)

1 1 + EN
2N 12N2  120N#%
comO<ey<ley=x0,5772156649, a constante de Euler-Mascheroni®, deduzimos que

Hy = log(N) + 7y + (2.16)

r

Y = He—Hyz >log2— 5+ g~ o > log2 - —o
B T VTE RV T/ R VTR

para r > 5. Agora, temos que estima a soma de uma progressao geométrica

r ( 1 )i: (1/\/5)r/2_(1/\/1—3)r'

VP Vp-1

i=1+r/2

De n>p>100temos r =[logn]>5e

i(l)i<1((1”2) (1)f)<1( 1 1 )
N all10 “\10 g\l1052 105
= VP 9\\ 10 10 9\10 10

Logo, a quantidade de polindmios de grau r com algum fator irredutivel de grau entre r/2+1eré

3383 1, 1 1\, )
%lCQl g (logZ— 37500 §( 1052 105 ))p >06p

72,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
8Essa constante é o limite de Hy — logN quando N — co.
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e a probabildade de sortear h como um deles é > 0,6. Como o grau de Q é pelo menos r/2 + 1 temos
|Cql < p'72-1 e no maximo (n/(r/2))|Cql desses polindmios dividem P(x) e a probabilidade de sortear

um deles € menor que
12n
prr
para todo n > 100. Assim, a probabilidade com que sorteamos h como um desses Q que nao divide

p(r/2)-1 _ en__ o _2n
rpl72+1 S 5. 1Qlogn

<0,001

P(x), portanto uma testemunha de que n é composto, é pelo menos 0,6 —0,001 = 0,599.

2.3.4 GERADOR DE NUMEROS PRIMOS

O nosso proximo exemplo é um algoritmo aleatorizado para escolher um ntmero primo. Para
primos pequenos, com a tecnologia do inicio do século 21, nimeros até 10'? sio rapidamente gera-
dos por boas implementac¢oes do Crivo de Eratostenes. Para gerar primos grandes, podemos usar o

seguinte algoritmo.

Instancia: inteiro positivo n.

Resposta: um primo escolhido uniformemente em {n+1,...,2n}.

. R , . .
1 repitam«—{n+1,n+2,...,2n} até que Teste_Primo(m) =sim;

2 responda m.

Algoritmo 26: gerador de numeros primos aleatorios.
O postulado de Bertrand garante que, para todo n > 3, existe pelo menos um primo em {n +

1,...,2n—1}. Esse postulado foi provado por Chebyshev que garantiu que

1 7
- D cn@en)-n(n)< 2=
3logn 5logn

(2.17)

onde 1(n) é a quantidade de primos menores ou iguais a n (Ribenboim, 1996). Logo uma escolha

aleatoria em {n+1,...,2n} tem probabilidade p(n) = (1(2n) — 1(n))/n de resultar um primo e

1 7
<p(n)<

(2.18)

3logn Slogn’

Nas aplicagoes em criptografia, por exemplo, queremos nimeros primos cada vez maiores em
funcao da tecnologia da época. No inicio do século 21 precisavamos de primos com 2.048 bits pelo
menos. Nesses casos, os algoritmos aleatorizados para primalidade é a melhor op¢ado, senao a tinica
vidvel, para os teste. A equagao (2.17) garante que existem ~ 2K/k primos com k bits para todo k > 2.
Assim, a probabilidade de um sorteio (uniforme) no intervalo {257%,...,2K -1} produzir um primo é
~ 1/(2k), logo o nimero esperado de sorteios até encontrar um provavel primo é O(k).

No caso do teste de Miller-Rabin para primalidade, vimos que a probabilidade de erro em decla-
rar um ndmero composto como primo é < (1/4)" em t rodadas independentes. Isso nao significa que

a probabilidade de erro do algoritmo acima é < (1/4)' porque devemos levar em conta a distribui¢ao
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dos primos. Numa iteracao do laco, seja C o evento “m, sorteado na linha 2, é composto” e E o evento
“Teste_Primo(m), na linha 3, declara m primo”. Entao P(E | C) < (1/4)! e queremos P(C | E). Pelo

Teorema de Bayes
P(E| C)P(C) o P(E|C) (1/4)" 3k

FCTE)=""%E)  S"®E) 1G4

pois P(E) > 1/(3k) por (2.18).

Observagao 2.53. Na pratica, apds sortear m é mais eficiente testar divisibilidade de m por inteiros
primos até uma constante antes de testar primalidade, pois é relativamente grande a quantidade de
numeros que tem um divisor pequeno. De imediato numeros pares podem ser descartados. Tes-
tar divisibilidade pelos primos até 256 descarta 80% dos numeros impares m candidatos a primo
(Menezes, Oorschot e Vanstone, 1997).

2.4 O JANTAR DOS FILOSOFOS, UM CASO NAO-ENUMERAVEL

Nessa se¢ao vamos considerar um problema de computagao distribuida cuja solucao probabilis-
tica tem espaco amostral ndao enumeravel; o tratamento que daremos a ambos os topicos, computagao
distribuida e espaco nao enumeravel, sera informal.

O jantar dos filésofos € um problema originalmente proposto por Dijkstra em 1965 e ilustra o
problema de alocagao de recursos em sistemas distribuidos. Esse problema nao tem solugao deter-
ministica, entretanto apresentaremos uma solugao probabilistica devida a Lehmann e Rabin (1981).

A seguinte formulacao do problema representa toda uma classe de problemas em computagao

distribuida:

Cinco fil6sofos estao reunidos para um jantar em torno de uma mesa circular. A vida de
um fil6ésofo consiste basicamente em pensar. Enquanto esta pensando, um filésofo nao
interage com o0s outros filésofos, entretanto, o filésofo acaba por sentir fome em algum
momento. Para se alimentar, ele dispde de um prato de macarrao que nunca se esvazia,
um garfo a sua esquerda e um garfo a sua direita, mas o macarrao encontra-se de tal forma
oleoso que é impossivel comé-lo com apenas um garfo, sendo necessarios dois para tal.
Um fil6sofo pode pegar apenas um garfo de cada vez e, obviamente, é impossivel utilizar
um garfo que esteja sendo utilizado por um vizinho. Uma vez que um fil6ésofo tenha dois
garfos ele se alimenta, devolve os dois garfos e volta a pensar. Um fil6sofo faminto e que
nao seja capaz de pegar seus dois garfos todas as vezes que tente pega-lo (pois o garfo

sempre esta em posse de seu vizinho) entra em inanicao.

Em suma, um filésofo opera indefinidamente no ciclo: pensar, tentar comer, comer. Para comer

um filésofo necessita de acesso exclusivo a dois recursos, cada um deles é compartilhado com um
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vizinho. O problema computacional consiste em projetar um protocolo que represente os filésofos e
os garfos de maneira apropriada, para que se comportem como as entidades descritas no enunciado.
O protocolo deve garantir que os filésofos comam.

O modelo probabilistico para esse problema envolve um espago amostral equivalente ao de langar
uma moeda infinitas vezes. Se temos dois espacos de probabilidade (€2,.41,P;) e (€25, 45,P5) o
espaco produto tem espaco amostral €21 x 25> mas o espaco de eventos nao é simplesmente A; x A5,
mas sim a menor’ o-algebra que contém todos os produtos de eventos A; x A, que denotamos por
A1 ® A>. No produto, a medida de probabilidade é tal que P(A; x A,) = P1(A71)P>(A,) para todos
A; e Ay e Ay € As. O espago de probabilidade (€27 x€25, 41 ® A5, P) é 0 espago produto. Essa definicao
pode ser estendida para o produto de varios espacos, até uma quantia infinita enumeravel deles, com
Q=11,2,e A=Q,A4, éamenor o-algebra que contém os eventos A; xAs:-- A x€2,1 X, ox:-- para
todo k, para todo A; € A;, para todo i. E possivel mostrar que hd uma tinica medida de probabilidade
P, tal que P(Ay X Az Ap xSy X Qo X+ ) =P1(A1)Pa(A) -+ Pr(Ag).

Exemplo 2.54. Consideremos o espago amostral formado por todas as sequéncias binarias
(0,1 := {(bg, by, bs,...): bj€{0,1} (Vi)

Denotemos por Cj a familia de todos os eventos de {0,1}N cuja ocorréncia é decidida pelos k
primeiros bits das sequéncias. Por exemplo, as sequéncias tais que by # b, e b3 = 0 é um elemento
de C3; o evento “dois zeros nos sete primeiros lancamentos” é um elemento de C;. Dado subconjunto
B ¢ {0,1}* definimos B c {0,1}" por

BQ = {(bo,bl,bz,...)l (bl,bz,...,bk) € B}

O conjunto B pode ser identificado com B x {0, 1}, temos Bq, € C e todo elemento de C; pode ser
escrito dessa forma para algum B c {0, 1 }k. A familia C, é uma o-4lgebra de subconjuntos de {0, 1}V,
para cada inteiro positivo k, e no jargao de Probabilidade, esses sao chamados de eventos cilindricos.
Notemos que C, C Ci,1 € que 0 evento “nao ocorre 1” nao pode ser expresso por nenhuma dessas
familias.

Agora, fazemos

a familia dos eventos cuja ocorréncia é decidida por um numero fixo de bits iniciais. A familia C
nao é uma o-algebra de subconjuntos de {0, 1}N pois se tomamos By o conjunto das sequéncias com
b, = 1 entdo temos B, € C, mas | J, By € C. Entretanto, C é uma dlgebra de subconjuntos de {0,1},

isto é, satisfaz: (i) @ é um elemento da familia, (ii) o complemento de um elemento da familia

9E a interseccio de todas as o-algebras de 21 x€2,. Note-se que a intersecao de o-algebras de 21 x€2, é uma o-algebra
de Ql X Qz.
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também pertence a familia e (iii) a unido de dois elementos da familia pertence a familia. Um
teorema famoso, conhecido como Teorema de Extensao de Carathéodory nos diz que, nesse caso, uma
funcao P: C — [0,1] que satisfaz (i) P({0,1}N) =1 e (ii) P(U,B,) = Y_,P(B,), para {B,},cy elementos
disjuntos da algebra, pode ser estendida de maneira Gnica para uma medida de probabilidade sobre
a menor o-algebra que contém a algebra C.

O préximo passo € definir P de acordo com as hipoteses do paragrafo anterior. Todo A € C é da

forma B x {0, 1}N para algum B C {0, 1}k, para algum natural k. Definimos

P(A) := |ZE’<|

Essa defini¢ao é consistente (veja exercicio 2.80 no final desse capitulo) e para tal P vale P({0,1}N) =1

(2.19)

(por qué?) e é enumeravelmente aditiva (isso € bastante dificil de provar, veja o exercicio 2.81 no final
do capitulo) portanto, como vimos no paragrafo anterior, pode ser estendida para uma medida de
probabilidade PP sobre a menor o-algebra que contém C.

Nesse espaco de probabilidade os pontos amostrais tém probabilidade zero. Dado (bg, by, by,...) €
{0,1}N, definimos o evento E := {(wg, wy,...) € {0, 1}: w; = bj para todo j < k} para todo natural k,
logo (bg, b1, b>,...) = \ken Ex € @ probabilidade do ponto amostral é o limite de P(E, ) quando k — oo
pela continuidade de P. Usando a equacio (2.19) essa probabilidade é lim,_,.(1/2)¢ = 0. Como
consequeéncia da aditividade, eventos enumeraveis tém probabilidade O.

Esse espaco de probabilidade que acabamos de definir é equivalente a distribui¢ao uniforme no
intervalo [0, 1], descrito no exemplo 1.9, pagina 11. Para os detalhes dessa construcao e da equiva-

léncia convidamos o leitor a consultar o capitulo 1 de Billingsley (1979). O

DEFINICOES PRELIMINARES No modelo que usaremos para representar computagao distribuida é a
computacao é realizada pela execuc¢ao de um conjunto de processos concorrentes, cada processo exe-
cuta um algoritmo. Cada filésofo corresponde a um processo e seu algoritmo define as a¢des dos
filésofos. Uma agdo atémica é qualquer conjunto de instrucoes de um algoritmo distribuido execu-
tadas de modo indissociavel, nenhum outro processo executa instru¢ao enquanto uma agao atomica
nao termina. Varidveis representam os garfos e sao compartilhadas, sendo cada garfo modelado por
um espaco de memoria acessivel apenas aos processos que representam os filésofos que o compar-
tilham; pegar e devolver um garfo sao mudangas no valor de uma variavel. O acesso as variaveis é
uma ag¢ao atomica, um filésofo verifica se um garfo esta disponivel e, caso disponivel, o pega sem

que seja incomodado por algum de seus vizinhos nesse interim. Ademais,

é garantido que sempre que um processo requisita o contetido de uma varidavel compartilhada, (1)

ele acabarad por recebé-lo em algum momento futuro.

Um escalonamento é uma fungao que define, a partir do comportamento passado de todos os

processos, o proximo processo a efetuar uma agao atomica. Conhecer o passado dos processos inclui
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conhecer os resultados de sorteios aleatorios passados, as memorias compartilhadas e privadas dos
processos. Nao ha nenhum tipo de hipdtese em relacao as taxas de atividade de cada processo. Nao
esta excluida a possibilidade de que o escalonamento seja malicioso e trabalhe contra a solucao,

fazendo o maximo possivel para impedir que os filésofos se alimentem. Um escalonamento € justo se
todos os processos sao ativados um niimero infinito de vezes (i)

qualquer que sejam os resultados de sorteios aleatorios. Daqui em diante s6 consideramos escalona-
mentos justos.

Uma solugao para o problema do jantar dos filésofos deve ser

e distribuida: nao ha um processo controlador ou uma memoria central com a qual todos os

outros processos possam se comunicar;

* simétrica: todos os processos devem executar o mesmo algoritmo e todas as variaveis tém a

mesma inicializa¢ao. Além disso, os processos ignoram suas identidades.

O objetivo é encontrar um protocolo de acao que, respeitando as restri¢oes acima, garanta que os
filosofos se alimentem. Uma computagao em deadlock é uma computacao em que existe um instante

t no qual um filésofo esta tentando comer, mas a partir do qual nenhum filésofo come.

NAO HA SOLUCAO DETERMINISTICA Para esse problema ndo ha uma solugao que seja implementada
por algoritmos distribuidos deterministicos. Suponha que exista uma solu¢ao distribuida e simétrica
e vamos definir um escalonamento que impega os filéosofos de se alimentarem. Sem perda de gene-
ralidade, podemos enumerar os processos de 1 a n. Basta que o escalonamento ative cada um dos
processos por uma acao atomica, ordenadamente, e repita essa ordem de ativagao indefinidamente.
Considerando-se que os processos se encontram inicialmente no mesmo estado, a simetria é preser-
vada a cada rodada e é impossivel que todos os filésofos estejam se alimentando simultaneamente,

logo temos um escalonamento que impede que todos os filésofos se alimentem.

SOLUGCAO PROBABILISTICA O que impede uma solucido deterministica para o problema do jantar
dos filosofos é a simetria entre os processos. Para quebrar a simetria, vamos equipar os fildsofos
com moedas, permitindo que escolham aleatoriamente qual dos dois garfos tentarao pegar. A cada
instante t o processo ativo tem a sua disposi¢ao um bit aleatério b, com probabilidade 1/2 de ser
qualquer um dos dois valores e de modo que em instantes distintos os valores dos bits sao indepen-
dentes. O espago amostral {0, 1}N é formado de todas as sequéncias binarias w = (bg, by, b>,...). Esse
espaco nao é enumeravel e usaremos o tratamento descrito acima.

Consideraremos o caso de n > 3 fil6ésofos, denotados por P, para 1 < i < n, mas sem que eles re-

conhe¢am qualquer identidade e dispostos na ordem (ciclica) P, P>, Ps,..., P, no sentido anti-horario.
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Os filésofos se comportam da maneira descrita pelo algoritmo 27, no qual representamos por O o

garfo da esquerda, por 1 o garfo da direita e as linhas sao instrugoes atomicas.

=Y

enquanto verdadeiro faca

2 pense;

3 £ <5 {O0,1};

4 se garfo ¢ disponivel entao pegue o garfo ¢, sendo va para linha 4;

5 se garfo 1 —¢ disponivel entao pegue o garfo 1 — ¢ e va para linha 7;
6 devolva o garfo ¢;

7 coma;

8 devolva um garfo;

9 devolva o outro garfo.

Algoritmo 27: Algoritmo dos Filésofos

Um escalonamento S e uma sequéncia infinita de bits w = (b;: i € N) de {0, 1}N definem uma, e s6

uma, computacao, que €¢ uma sequéncia infinita de agoes atomicas do algoritmo 27
coMmP(S,w) = ((e, P, b);: t €N)

em que o € a acao atomica efetuada pelo filésofo P no instante t para a qual ha a disposi¢ao um bit
aleatorio b = b, € {0,1} que pode ser usado ou nao.

Para um escalonamento S fixo comp induz uma distribui¢ao de probabilidade no espago de todas
as computagdes. O objetivo é demonstrar que no sistema dos filésofos com algoritmos aleatorizados
a probabilidade de ocorréncia deadlock é zero. Em particular, fixado S temos que w € {0, 1} define
se a computacao estd ou nao em deadlock de modo que {w € {0,1}N: comp(S, w) em deadlock} é um
evento aleatdrio pois depende de uma quantidade finita de bits iniciais de w.

Em uma computagao em deadlock nao é possivel que todos os fildosofos peguem algum garfo um
numero finito de vezes pois, nesse caso, se os dois vizinhos de um filésofo P pegam seus garfos
apenas um numero finito de vezes, entao para P os garfos estarao sempre disponiveis a partir de um
determinado momento, logo ele pega seus garfos um namero infinito de vezes ja que a computagao é
justa, pela hipédtese (1), de modo que a partir de um determinado instante P come sempre que deseja.

Em uma computagao em deadlock nao é provavel que algum filésofo pegue seus garfos apenas
um numero finito de vezes enquanto seu vizinho pegue seus garfos infinitas vezes. Assumamos, sem
perda da generalidade, que P> é um filésofo que pega seus garfos apenas um namero finito de vezes
e P; um fil6sofo que pega seus garfos infinitas vezes. Se P> pega seus garfos apenas um numero finito

de vezes, entao existe um instante ty a partir do qual P, nao pega mais seus garfos. Em particular,
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o garfo a direita de P, estara disponivel para P>. Logo, para todo t > ty, caso P; sorteie o garfo a
sua esquerda ele certamente se alimentara pois o garfo da esquerda estara disponivel em algum
momento futuro, por (1), e o garfo da direita esta sempre disponivel. Se P; sorteia o garfo esquerdo
um numero finito de vezes, podemos enumerar os casos em que isso acontece, identificando cada
caso pela sequéncia de sorteios usados por P; até a tltima vez que pega seu garfo esquerdo, ou seja,
temos um evento enumeravel F donde concluimos que nao-F ocorre com probabilidade 1, ou seja, P;
sorteia o garfo esquerdo infinitas vezes e, portanto, se alimenta infinitas vezes.

A partir dos dois paragrafos acima concluimos o seguinte.

PropPosiGAo 2.55 Numa computacio em deadlock todos os fildsofos pegam algum dos seus garfos um

numero infinito de vezes com probabilidade 1. N

Lembremos que em cada instante da computacao um bit aleatdério pode ou nao ser usado pelo
processo da vez. Para um instante t fixo temos um sequéncia formada pelos bits aleatérios que
foram de fato usados por algum dos processos (no sorteio de um garfo). Chamemos essa sequéncia
de configuragao de sorteios aleatorios e chamemos duas configuragdes A e uma posterior B de disjuntas

caso entre A e B todos os filosofos utilizaram pelo menos um sorteio.

LEMA 2.56 Numa computagao em deadlock, se para um dado instante t a configuracao de sorteios aleato-
rios jd efetuados é A, entdao com probabilidade 1 havera num momento futuro uma configuragio B disjunta
de A em que o tiltimo sorteio de algum filésofo foi o garfo esquerdo e o ultimo sorteio de seu vizinho a direita

foi o garfo direito.

DemMonsTRAGAO. Numa computacao em deadlock, todos os filosofos pegam algum dos seus garfos um
numero infinito de vezes com probabilidade 1 pela proposi¢ao 2.55.

Se A e B sao duas configuracoes disjuntas e subsequentes entao, no instante que ocorre B, a pro-
babilidade com que o Gltimo sorteio de cada filésofo sejam iguais é 2(1/2)" = 1/2""1. Agora, se
consideramos um intervalo de k configura¢oes disjuntas subsequentes a partir de uma dada con-
figuracao, digamos A;,A;,1,...,A;;k, a probabilidade de que todos os filésofos tenham sorteado o
mesmo valor em todos os respectivos ultimos sorteios que antecedem imediatamente alguma confi-
guracdo Aj, com i< j < i+k, éde (1/2" 1)k, A probabilidade desse evento ao longo da computagio é
limg_e0(1/2™1)k = 0, assim a partir de qualquer configuragao A surgira, com probabilidade 1, uma
configuracao disjunta B tal que, considerando o ultimo sorteio de todos os filésofos, havera algum

filosofo que sorteou O (garfo da esquerda) e seu vizinho a direita sorteou 1 (garfo da direita). O]

LEMA 2.57 Seja F um segmento inicial finito de uma computagdo composto por t instantes e tal que no
instante t temos: (i) tanto Py quanto P> estdao tentando comer, (ii) o tiltimo sorteio de Py foi o garfo esquerdo
e o ultimo sorteio de P, foi o garfo direito. Considere todas as computacoes C = comp(S,w) que sejam

continuagoes de F. Nessas condigoes, em C pelo menos um dentre Py e P> se alimenta antes da proxima
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configuragdo disjunta da atual com probabilidade 1.

DemMonsTrACAO. No instante t os filésofos P; e P> estao tentando comer, P; sorteou O e P> sorteou 1
(estao na linha 4 do algoritmo 27), entao antes do proximo sorteio cada um deles pode se encontrar

em um dos seguintes estados:
1. o filésofo esta esperando que o garfo sorteado seja disponibilizado, ou
2. o filésofo esta em posse do garfo sorteado.

Se algum dos filosofos, dentre P, e P>, estd no estado 2 entao um deles ira comer antes do préximo
sorteio. De fato, no caso em que tanto P, quanto P> se encontram no estado 2 o proximo filosofo a ser
ativado ira se alimentar antes do seu proximo sorteio pois encontrara o garfo compartilhado pelos
dois disponivel. No caso em que P; se encontra no estado 2 e P, no estado 1, se P, for o préximo
dentre os dois a ser ativado, ele encontrara o garfo compartilhado disponivel e comera antes de
ter feito algum sorteio; se P, for ativado, ele pode tanto permanecer no estado 1 e voltamos para a
condigao inicial, quanto progredir para o estado 2 e recaimos no caso anterior. Finalmente, o caso
em que P; se encontra no estado 1 e P, no estado 2 é analogo ao anterior.

Por outro lado, no caso em que ambos os filésofos se encontram no estado 1, antes de algum

sorteio de algum deles, um devera avangar para o estado 2 e recaimos nos casos acima. O

Com as propriedades dadas nos lemas acima provaremos o resultado final desse capitulo. Seja S
um escalonamento justo. Denotemos por D o evento “a computacao comp(D, w) esta em deadlock” e
suponha que P(D) > 0. Podemos entdo nos referir as probabilidades dos eventos condicionados ao de-
adlock. Pelo lema 2.56, com probabilidade 1 ocorre uma sequéncia infinita, digamos Ay, Ay,..., A,,...,
de configuracdes disjuntas de sorteios aleatdrios satisfazendo as hipdteses do lema 2.57. Pelo lema
2.57, algum filésofo come entre A,, e A,,, 1, para todo n, com probabilidade 1. Chegamos entao a con-
clusao de que, condicionado ao evento “computacao em deadlock”, computagoes livres de deadlock

tém probabilidade 1. Desta maneira, a ocorréncia de deadlock deve ter probabilidade zero.

TeEOREMA 2.58 Para todo escalonamento S justo, comp(S, w) estd em deadlock com probabilidade O. O

2.5 EXERCICIOS

b ¢ com segue: seja k tal que 2571 < n < 2k,

Exercicio 2.59. Um algoritmo para testar se n é da forma a
entao uma b-ésima raiz de n pertence ao intervalo 2L(k=1)/b] < p1/b  pIK/b] faca uma busca binaria
nesse intervalo. Descreva o algoritmo, verifique que usando a estratégia do algoritmo 7 a poténcia x”

b

pode ser calculada em tempo O((ylog(x))?) e conclua que testar se n é da forma a® com a estratégia

acima tem tempo de execuc¢ao O((log n)3).
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Exercicio 2.60. Dez dados equilibrados sao lancados. Supondo que os resultados sao independen-
tes, use o principio da decisao adiada para determinar a probabilidade da soma dos resultados ser

divisivel por seis.

Exercicio 2.61. Um baralho comum de 52 cartas é embaralhado de modo que a disposicao final é
qualquer uma dentre as 52! possibilidades com igual probabilidade. Denote por E o evento “a carta
do topo é de espadas”, que ocorre com probabilidade 1/4. Use o principio da decisao adiada para

provar que P(F) =P(E) para F o evento “a quarta carta a partir do topo é espada”.

Exercicio 2.62. Um baralho comum de 52 cartas é embaralhado de modo que a disposicao final é
qualquer uma as 52! possibilidades com igual probabilidade e em seguida é dividido em 13 montes
de 4 cartas cada. Todo monte tem um unico rétulo tomado em {A,2,3,...,9,10,J,Q,K} arbitrari-
amente. No primeiro movimento abrimos uma carta do monte K e o resultado indica o préximo
monte donde abriremos uma carta e assim por diante seguimos. O jogo acaba quando uma jogada
indica abrir a carta de um monte vazio. Use o principio da decisao adiada para provar que a proba-

bilidade de abrirmos todas as cartas do baralho é 1/13.

Exercicio 2.63. Prove que se o lago da linha 1 no algoritmo para corte minimo, algoritmo 9 na pagina
66, for executado n°[log(n)] vezes, entdo a probabilidade do algoritmo nao encontrar um corte de

tamanho < k é menor que 1/n.

Exercicio 2.64 (emparelhamento perfeito em grafos bipartidos). Seja G = (AU B, E) um grafo com |A| =
IB| = n e todas as arestas em E tem um vértice em A e o outro em B, isto é G é um grafo bipartido.

Defina a matriz de adjacéncias A = (a; ;) pondo

x;; sela;,bj}ek

0 caso contrario.

Um emparelhamento M em G é um subconjunto de E formado por arestas nao adjacentes, isto é,

eN d = @ para quaisquer arestas e, d € M distintas. O emparelhamento M é dito perfeito se |M| = n.
Prove que G tem um emparelhamento perfeito se, e somente se, det(A) = O (como polinomios).

Escreva um algoritmo baseado no teorema de Schwartz-Zippel que determina um emparelhamento

perfeito caso exista. Analise a probabilidade de erro e o tempo de execugao do algoritmo.

Exercicio 2.65. Seja G um grafo bipartido e F = {M;,M,,..., My} o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos de G. Tome p: E(G) — {1,...,2|E|} uma atribuicao de pesos escolhidos uniformemente e
independentemente para as arestas de G e defina o peso de um emparelhamento como a soma dos
pesos de suas arestas. Na matriz A do exercicio 2.64 tome x;; = 2P(@ib)) - Suponha, sem perda de

generalidade, que M; é o nico emparelhamento de peso minimo. Prove que a maior poténcia de
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2 que divide det(A) € o peso de M;. Prove que para cada aresta {a;, b;}, o determinante da matriz
resultante da eliminagao da linha i e da coluna j de A vezes 2P(@-i)=P(M1) ¢ impar se, e somente se,
{a;, b;} € M;. Baseado no lema do isolamento (exercicio 1.59), escreva um algoritmo probabilistico

que ou devolve um emparelhamento perfeito ou falha. Analise seu algoritmo.

Exercicio 2.66. Resolva o problema da verificacao do produto de matrizes, apresentado na secao
2.2.2, usando a técnica da se¢ao 2.2.3. Em particular, use o teorema 2.19 para provar que se sor-

teamos v € S, para um S adequado, entao P[vAB =vC] < 1/S|.

Exercicio 2.67. Escreva um algoritmo aleatorizado que recebe um inteiro M > 2 e devolve uma esco-

lha aleatdria uniforme N € {1,...,M—1} tal que mdc(M,N) = 1. Analise o algoritmo.

Exercicio 2.68 (Arvind e Mukhopadhyay (2008) e Klivans e Spielman (2001)). Prove a seguinte versao
do lema do isolamento (exercicio 1.59, pagina 45). Sejam C, e constantes positivas e {) ; c;x;} uma
familia de formas lineares distintas em que O < ¢; < C sao inteiros para todo i. Se cada x; é esco-
lhido aleatoriamente em {0, 1,...,Cn/e}, entdo existe uma tnica forma linear de valor minimo com
probabilidade 1 —e. Use esse resultado para dar um algoritmo probabilistico para o problema da

identidade de polinémios.

Exercicio 2.69. Dados naturais a> 1 e p> 2 primo que nao divide a® — 1, mostre que

a?P -1
a-1

é pseudoprimo para a base a. Conclua que ha infinitos pseudoprimos para qualquer base fixa.

Exercicio 2.70. Neste exercicio provaremos (veja a equagao (2.8))

n

o(n) > (2.20)

4logn’

Observe que se n tem k divisores primos distintos, entao

k.
log(n) > klog(2) e 2klog(2)> [I_I #]log(Z).
i=1

Justifique tais desigualdades e verifique que se pq, py,..., px sao os divisores primos e distintos de n

entao

i+1 ;
pizi+l e , >L

Use os fatos acima para provar que

e, disso, conclua (2.20).
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Exercicio 2.71. Dados inteiros mq, my,...,mx > 1, sejam m = myms---my e m; = m/m;. Para a € Z,,

mostre como computar a™,a™,...a™ com O(log(k)log(m)) multiplicagdes.

Exercicio 2.72. O seguinte algoritmo é mais eficiente que o que vimos anteriormente para determinar
. ~ C . ..
um gerador do ZP. Suponha que sao dados inteiros positivos p e py, mq, p2, My, ..., Px, Mg COMO nas

instancias do algoritmo 16.
1. Dado a € Z;, mostre como computar a ordem de a em tempo O(klog3 p) (dica: lema 2.23).
2. Use o exercicio 2.71 para melhorar o tempo para O(log k log> p).

3. Modifique o algoritmo do item anterior para construir um gerador do Zj;, em tempo esperado
O(log klog? p).

Exercicio 2.73 (algoritmo Las Vegas para raiz quadrada médulo p). O inteiro a é um quadrado moédulo
pse x° = a (mod p) tem solugao. Considere o algoritmo 28 dado abaixo para achar uma raiz de um

quadrado no Z,. Verifique que a resposta ¢ uma raiz quadrada de a. Prove que

P |p% =-1" (mod )] L
= — mo = —.
beZj, P 2

Nao se conhece algoritmo deterministico eficiente para realizar a computacao das linhas 3 a 5. Veri-
fique que sem considerar as linhas 3 a 5 o algoritmo tem tempo polinomial em log(p). Determine o

tempo médio de execugao do algoritmo.

Exercicio 2.74 (algoritmo Monte Carlo para raiz quadrada médulo p). No exercicio 2.73 foi dado um
algoritmo que nunca erra mas que pode executar por muito tempo. O algoritmo 29 abaixo modifica
o algoritmo 28 transformando-o num algoritmo Monte Carlo, eficiente para determinar uma raiz
quadrada modulo p mas que pode errar. Determine o tempo de execugao do algoritmo. Prove que o
algoritmo erra somente no caso em que o primeiro lago repita, linha 3, termina por causa do nimero

de rodadas t. Prove que

Plerro] < (%)t

Exercicio 2.75. Vimos no texto que x° = 1 (mod p) tem exatamente duas solu¢des sempre que p > 2

é primo. Prove que x° = a (mod p) tem zero ou duas solugdes mod p. Prove que se n é um inteiro
composto e impar com k > 1 fatores primos distintos entao o niimero de solugdes de x° = a (mod n)

é 0 ou 2* (dica: teorema chinés do resto, secio A.4 do apéndice).
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&)

10

11

12

13

Instancia: um primo p> 2 e um quadrado a moédulo p.

Resposta: uma raiz quadrada de a.

se p=3 (mod 4) entao responda a%*1 mod p.
se p=1 (mod 4) entao
repita
R
b—1{1,2,...,p-1};

até que b’ =— (mod p);

p-1.
4

2.
k < 0;
repita
i1
k— &
seabk=_1 (mod p) entao k « k+2-p%1}

até que i seja impar

i+l k
responda a 2 b2 mod p.

Algoritmo 28: raiz quadrada no Zj,.

-

N

10

11

12

13

Instancia: um primo p > 2, um quadrado a moédulo pe t e N.

Resposta: uma raiz quadrada de a.
se p=3 (mod 4) entao responda a7+ mod p-
se p=1 (mod 4) entao
repita
R
b—{1,2,....,p—1};

atée que b% =<1 (mod p) ou complete t rodadas;

>
se a'b"=—-1 (mod p) entdo k « k+2-p%1;
até que i seja impar

1k
responda a 2 b2 mod p.

Algoritmo 29: raiz quadrada no Z,
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Exercicio 2.76. Complementando o exercicio 2.75, vejamos o caso n = pg para p = g = 3 (mod 4)

primos (nao é necessario, apenas aumenta a eficiéncia do algoritmo apresentado a seguir).

Instancia: inteiros ¢, p, g, onde p,g =3 (mod 4) sao primos.

Resposta: raiz quadrada de ¢ médulo n com n = pgq.

1 Determine a, b tais que ap+bg=1
2 re PtV modp

3 5 clarira

mod g
4 x < (aps+bgr) modn
5 y <« (aps—bgr) modn

6 Devolva x, —x modn,ye—-y modn.

Algoritmo 30: Raiz quadrada de ¢ modulo n.

2 = 2 —

Tome u = p9~! — gP~1. Mostre que u (mod p), que u (mod q) e que u? =1 (mod n).
Mostre que se Xq é solucao de x° = a (mod n) entdo também sio solugdes —xg, Uxg € —UXg.

Prove que o algoritmo acima esta correto.

Exercicio 2.77 (teste de primalidade de Pocklington, 1914). Seja n=LR+1, L >R e g fator primo de L.
Prove que se para todo g existe um inteiro a > 1 tal que a”* =1 (mod n) e mdc(a™19-1,n) =1,

entao n € primo.

Exercicio 2.78 (teste de primalidade de Proth, 1878). Uma quantidade relevante do maiores primos
conhecidos sao caracterizados pelo resultado descrito a seguir. Isso se deve a facilidade de imple-
mentacao desse teste. Prove o seguinte: seja n um natural da forma n =r2°+1, com 2°>rer

n-1)/2 =

impar. Entao n é primo se, e s6 se, existe um inteiro a tal que a! —1 (mod n), entao n é primo.

Ademais, se a nao é um quadrado modulo p vale a reciproca.

Exercicio 2.79 (teste de primalidade de Micali). O teste de primalidade de Micali, algoritmo 31, testa
primalidade de n e pode errar nas duas respostas. A ideia é sortear um quadrado a? do Z, e extrair

a raiz quadrada com o algoritmo Monte Carlo acima, algoritmo 29. Se n é primo, entao as tnicas
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raizes sao a e —a; sendo o algoritmo 29 computa uma raiz que pode ser diferente dessas duas.

Instancia: inteiros positivos n > 3 e t.
Resposta: se n é primo ou composto.

1 se n é par ou poténcia de primo entao responda composto.

2 a£{2,3,...,n—1};

3 se mdc(a, n) # 1 entao responda composto.

4 x < a®? mod n;

5 y <« raiz quadrada determinada pelo algoritmo 29 com parametros (x, p, t);

6 se y#{—a,a} ou y?> # x mod nou a linha 3 do algoritmo 29 terminou por t entao
7 ‘ responda composto.

8 senao responda primo.

Algoritmo 31: teste de primalidade de Micali.

t

Determine o tempo de execugao desse algoritmo. Prove que se n é primo entao Plerro] < 27" e

que se n é composto entao P[erro| < 1/2 (nesse caso o exercicio 2.75 pode ser util).

Exercicio 2.80. Prove que a definicao de probabilidade dada na equacao (2.19), pagina 104, é consis-
tente, isto é, se existem B C {0,1}k e B’ c {0,1}K, com k = k', tais que A := Bx{0,1}N=B"x{0,1}},

entao P(A) definido na equacao (2.19) coincide nas duas representacdes de A.

Exercicio 2.81. Em geral, a parte dificil da aplicagao do teorema de Carathéodory (descrito informal-
mente na pagina 104) é provar que a funcao que se quer estender é enumeravelmente aditiva. O
que se faz, normalmente, é provar que a funcao é finitamente aditiva e continua no sentido da secao

1.1.3. Prove que se [P é nao-negativa, finitamente aditiva e P({2) = 1 entao sao equivalentes
1. P é uma medida de probabilidade.

2. Para toda sequéncia decrescente (A,: n > 1) de elementos de A tal que (1,1 A, = @ vale que
lim,_ o P(A,)=0.
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3 | VARIAVEIS ALEATORIAS

Notas de aula por J. DONADELLI (CMCC—UFABC)

3.1 Variaveis aleatériasdiscretas . . . . . . . . . L oo 115
3.1.1 Valor esperado de uma variavel aleatériasimples . . . . . .. ... ... .... 123
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3.4 EXErciCios . . . v v v vt i e e e e e e e e e e e e e 170

3.1 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Uma funcao definida sobre um espago amostral de um espaco de probabilidade discreto é uma
variavel aleatoria discreta e se tem contradominio no conjunto dos numeros reais é chamada de va-
riavel aleatoria real. Na maior parte deste texto estaremos interessados em variaveis aleatorias reais
e omitiremos os adjetivos “discreta” e “real” ao nos referirmos as variaveis aleatorias. Usaremos, em
geral, as letras maitsculas finais do alfabeto, como por exemplo X,Y,Z, W, para denotar as variaveis
aleatorias.

Um exemplo trivial de variavel aleatoria é dado por uma fung¢ao constante, por exemplo, quando
para todo w € 2 ha c € R tal que X(w) = c. No modelo classico para o lancamento de um dado

equilibrado a variavel aleatéria X: {1,2,3,4,5,6} — {1,2,3,4,5,6} dada por X(w) = w, para todo w, é

115



oresultado do lancamento. A resposta do algoritmo 1, pagina 21, e o tempo de execugao do algoritmo

2, pagina 39, também sao exemplos de variaveis aleatorias.

Exemplo 3.1 (varidvel aleatoria indicadora). Este exemplo introduz uma variavel aleatéria que é muito
util em Probabilidade. Para qualquer evento A de um espaco de probabilidade (€2,P), definimos a

variavel aleatoria 1o: €2 — {0, 1} por

1, seweA
HA((,U) = .
0, caso contrario,
e que chamamos de variavel aleatoria indicadora do evento A. Toda variavel aleatoria discreta e
real pode ser representada em termos de variaveis aleatorias indicadoras. Para escrever uma repre-
senta¢ao nés tomamos uma enumeracao qualquer x;, x,, x3,... dos valores que a variavel aleatéria X
assume e definimos uma particao do espago amostral definida pelos eventos A, := {w € 2: X(w) = x, }

de modo que

X(@)= ) xnllp, (@)

n>1

para todo w € Q2. O

DISTRIBUICAO Seja X: 2 — S uma variavel aleatéria do modelo probabilistico discreto (£2,P). De-

notamos por X(£2) a imagem da variavel aleatoria X e definimos para cada B C X(£2) o evento
[XeB]=X1(B):={weQ: X(w)eB)}

e [X=t]:==[Xe{t}]=X1(t). A funcdo X ndo é necessariamente invertivel, embora possamos fazé-la
sobrejetiva restringindo S & imagem ela ainda pode nao ser injetiva. No entanto, X~ é bem definida
para subconjuntos.

A distribuigao de X, ou lei de X, é a medida de probabilidade Py definida em 2X(2) por

para todo t € X(€2) e estendida para todo subconjunto de X(£2) da maneira usual de modo que vale
}>I<D(B) =P[X € B], para todo B C X(2).

Claramente 0 < Pyx(B) < 1. Ainda Px(S)=P(£2) =1 e vale
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Além disso, consideramos (S,Px) com a medida de probabilidade sendo uma extensao' da definicio
acima para todo B ¢ S dada por Px(B) =P[X e BN X(£2)].

Por exemplo, se X é o resultado do lancamento de um dado equilibrado, entao a lei de X é a medida
uniforme Py(w) = 1/6, para todo w € {1,2,3,4,5,6}. Se A é um evento de um modelo probabilistico
(€2,P) entao a lei de 15 € Py, dada por P, (1) =P(A)eP;,(0)=1-P(A).

Exemplo 3.2 (distribuicdo de Bernoulli). E comum ocorrerem situacdes com experimentos que interes-
sam apenas duas caracteristicas dos resultados: sucesso ou fracasso. Por exemplo, uma peca de uma
linha de producgao é classificada como boa ou defeituosa; o resultado de um exame médico € positivo
ou negativo; um entrevistado concorda ou nao concorda com a afirmacao feita; a condicao de um laco
num algoritmo é verdadeira ou falsa; um evento A ocorreu ou ndo ocorreu. Esses experimentos recebem
o nome de ensaio de Bernoulli. Nessas situa¢oes podemos modelar a observacao com uma variavel

aleatoria X: 2 — {0,1} e definimos
b,(t) :=p'(1- p)!7t, paratodo te {0,1)}

em que p=P[X = 1] é a probabilidade de sucesso. Dizemos que X tem distribuicao de Bernoulli
com parametro p se Px(x) = b,(x) e usamos a notagao Xebp{ 0,1} ou X ~ Bernoulli(p) para indicar tal
fato. %

De um modo geral, se D associa a cada elemento t € S um real nao-negativo D(t), entao chamamos
D uma distribuicao de probabilidade sobre o conjunto enumeravel S se } ,D(t) = 1. A variavel

aleatoria X: 2 — S tem distribuicao D se Px(t) = D(t) para todo t € S e nesse caso escrevemos
X €D S

ou, 0 que é mais comum encontrarmos nos textos, X ~ D. Escrevemos x€p S para dizer que x € S é

um elemento de S escolhido de acordo com a distribuigao D.

Exemplo 3.3 (distribuigao uniforme). Uma varavel aleatéria X que assume qualquer valor de um con-

junto finito S com a mesma probabilidade

Z/{(t):l—l|

para todo t € S, tem distribuicao uniforme sobre S e denotamos esse fato por Xeg S ou X ~U(S). ¢

Exemplo 3.4 (distribui¢do geométrica). Uma variavel geométrica conta o numero de realiza¢des de

ensaios de Bernoulli independentes e idénticos até que ocorra um sucesso. Por exemplo, no lago do

'Eventualmente temos S = R, porém nio estamos considerando aqui espagos continuos o que torna essa consideragio

um abuso de notacao.
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algoritmo 2, pagina 39, que reproduzimos abaixo

repita
para cada i € {0,...,|log>,M]} faca d; & {0,1};
N «— z’- d,ZI,

até que N < M;

cada execucao das linhas internas é um ensaio de Bernoulli e um succeso ocorre quando a condic¢ao
N < M é verdadeira, estamos interessados no numero de repeti¢des até ocorrer um sucesso. Se X é

uma variavel aleatéria que conta o numero de ensaios até que ocorra um sucesso, entao a lei de X é
Go(t)=(1-p)'"'p, paratodo t>1

e dizemos que X tem distribui¢ao geométrica com parametro p, o que denotamos por X ~ Geom(p)
ou Xeg N. O

Exercicio 3.5. Mostre que se Z tem distribuicao geométrica com pardmetro p entdao P[Z>n-1] =

(1- p)”_1 para todo n > 1.

Exemplo 3.6 (distribuigdo binomial). Em n ensaios de Bernoulli idénticos e independentes uma res-
posta (by, by,...,b,) ocorre com probabilidade p'(1— p)"~t sempre que ocorrerem t sucessos. A pro-
babilidade de ocorrerem exatamente t sucessos €

bn,p(t) :=(

n

t)pt(l ~p)"7t, paratodo t€{0,1,...,n}

e uma variavel aleatoria com tal distribuigao é dita ter distribuicao binomial com parametros n e
p, o que denotamos por Xebp{O, 1,...,n} ou X ~ b(n,p). A variavel com distribui¢cao binomial de
parametros n e p conta o numero de sucessos em n ensaios de Bernoulli idénticos e independentes.

¢

PropPosiGAO 3.7 Seja k := [(n+1)p]. A fungdo b, ,(t) é crescente em {0,1,...,k} e é decrescente em
{k+1,k+2,...,n}.

DEMONSTRAGAO. A razao de valores sucessivos €, para t >0

bn,p(t) — (n_t+1)p
bn,p(t_l) t(l—p)

de modo que b, ,(t) € crescente se, e s6 se, (n—t+1)p> t(1 - p), ou seja, (n+1)p—t>0. ]

Se langamos uma moeda honesta 2n vezes, com que probabilidade ocorrem exatamente n caras?

O numero de caras é uma variavel aleatdria binomial X ~ b(2n,1/2) de modo que

2n
P[X=n]= (Zn”)(%) - % = (1+0(1))

1
VTN
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usando a aproximagcao de Stirling (veja (d.3)). E um probabilidade bem pequena, para n = 50 temos
~ 0,08 e para n = 130 temos =~ 0,05. Porém, de fato, com probabilidade que tende a 1 quando n — o

o valor de X/n esta no intervalo (1/2—-¢,1/2 +¢) qualquer que seja € € (0, 1/2) pois por simetria temos

?

além disso, para k como na proposi¢ao acima

1(n 1 n+1(n
— < > = < .
zn(k)\P[x/(2+€)”]\ 2n (k)

Usando a aproximacgao de Stirling ingenuamente

X 1 1
2 _Zlsel= > (=
n 2‘/8] ZP[X/(2+€)”]

1

~

n nn+§
k|~ (n— k)n—k+%kk+%

tomando logaritmo e dividindo por n

1 1(n 1
—log — z—log2+—log(
n k n

n n—k 1 n k
+ = log|—
o) (7

n-— n

que, quando n — oo, converge para

1 1\ 1 1
“log2— =log[ =)= = log(=) = 0.
°g zog(z) 2°g(2) 0

Esse resultado pode ser feito rigoroso (veja o exercicio 3.74, pagina 174) e veremos uma demons-
tracao alternativa e mais geral (veja o exemplo 6.10, pagina 312). Ele ja era conhecido por volta
de 1700 por Jacob Bernoulli e é o primeiro resultado do que veio a ser chamado de Lei Fraca dos
Grandes Numeros. No teorema de Jacob Bernoulli quanto maior n, menor é a incerteza sobre o valor
de X/n, a frequéncia relativa do nimero de ocorréncia de um evento em repeti¢cdes independentes

tende, conforme o nimero de repeti¢coes aumenta, a probabilidade da ocorréncia do evento.

Exemplo 3.8 (distribui¢ao de Poisson). Uma variavel aleatdria de Poisson expressa a probabilidade de
ocorréncia de um determinado ntimero de eventos num intervalo de tempo fixo sempre que tais
eventos ocorram com uma taxa média conhecida e independentemente do tempo desde a ultima
ocorréncia.

Ha varios exemplos curiosos de fendomenos aleatorios com essa distribui¢ao na literatura. Come-
¢emos com o seguinte exemplo do célebre Introdugdo a Probabilidade de Feller (1968): na segunda
guerra mundial a cidade de Londres foi intensamente bombardeada pelos alemaes. Para determinar
se as bombas tinham um alvo ou foram lancadas aleatoriamente os ingleses dividiram o sul da ci-
dade em pequenas regides e determinaram a taxa de 0,9323 bombas por regiao. Se n, é o numero de

regioes que receberam k bombas, a contagem foi
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k‘ 0 ‘ 1 ‘2‘3‘4‘50umais
ne|229]211[9335]7 | 1

ao qual o modelo de Poisson se ajusta impressionantemente bem, o que levou-os a acreditar que
o bombardeio foi aleatério. Um outro exemplo, agora classico, vem de William Sealy Gosset?, um
quimico e matematico formado em Oxford e contratado, em 1899, pela famosa cervejaria Arthur
Guinness and Son em Dublin. Sua tarefa era aperfeicoar o processo de produgao de cerveja. Gosset
trabalhou com o modelo de Poisson para a contagem de células de levedura. Outra aplicagao curiosa
e conhecida desta distribuicao é devida a Ladislau Bortkiewicz que em 1898 publicou dados sobre o
numero de soldados do exército da Prassia mortos por coices de cavalo, tais nimeros seguiam uma
distribuicao de Poisson.

Uma variavel aleatéria de Poisson com parametro A > O conta o numero de ocorréncias de um

determinado evento que ocorre a uma taxa A e cuja distribui¢ao é dada por

—X}\t
Poisson,(t) := ¢

0 para todo inteiro t > O.

Gosset, citado acima, observou “como a dispersao nas contagens de colonias de levedura foi se-
melhante ao limite exponencial da distribui¢ao binomial”. De fato, a distribuicao de Poisson pode
ser derivada como um caso limite da distribuicao binomial quando o numero de ensaios tende ao
infinito e a taxa média de ocorréncias permanece fixa (veja o enunciado preciso no exercicio 3.75 no
final deste capitulo). A seguinte estratégia pode ser transformada numa demonstragao desse fato:

tome o polindmio
Y b p(k)xt = (xp+1-p)" = (1+(x~1)p)"
k=0

pelo bindmio de Newton. No limite, quando n — oo, assumindo que p = p(n) é tal que p-n = A, temos

(usando (s.8))
AMx—-1)\" _ Ake™
k _ : _AX A k
E b, p(k)x* = nl|_r>rcl>o(1 +—n ) =eMe "t = E P
k>0 k>0

e, agora, comparamos os coeficientes de cada lado. Por isso, Poisson,(t) pode ser usada como uma
aproximagao da distribui¢ao binomial b, ,(t) se n for suficientemente grande e p suficientemente
pequena.

Intuitivamente, podemos dizer que se A é a taxa de ocorréncia de um evento num intervalo e
tomamos subintervalos suficientemente pequenos, a ponto da probabilidade de um evento ocorrer
duas vezes nesse intervalo é insignificante, entdo a probabilidade de ocorréncia do evento em cada

subintervalo é A/n. Agora, assumimos que as ocorréncias do evento em todo o intervalo pode ser

2Publicou artigos sob o pseudonimo de Student porque o seu empregador proibiu as publicagdes por funcionarios

depois que segredos comerciais foram divulgados.
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visto como n ensaios de Bernoulli com parametro A/n. Em n ensaios independentes de Bernoulli com
probabilidade de sucesso p = p(n) = A/n, para uma constante A > 0, a probabilidade de k sucessos é

b, (k) = Ake™*/k! que é conhecido como a aproximacio de Poisson para a distribuicdo binomial. O

n,p

Para uma variavel aleatéria real X: 2 — R os eventos do espago amostral {2 definidos por
X< r]={weQ: X(w) < r}

para qualquer r € R, sdao particularmente importantes no estudo de variaveis aleatérias mais geral-
mente. Eles descrevem completamente o comportamento da variavel aleatdria, mesmo no caso geral,
além do discreto. A funcao Fy(r) := P[X < r] é chamada fun¢ao de distribui¢ao acumulada de X. De

modo analogo nés definimos os eventos como [X < r]e [X > r].

DISTRIBUICAO CONJUNTA E INDEPENDENCIA Uma variavel aleatéria discreta Z: Q — R” (n>1)¢é
chamada de vetor aleatorio e usamos a notacao Z = (Xy,..., X,), nesse caso cada coordenada é uma

7

variavel aleatoria. Sua distribuigao sobre Z(€2) C R" € a medida de probabilidade P; = P, x,)
definida por Py((ay,...,a,)) = P[Z = (ay,...,an)] = P[(Xy,...,X,) = (a1,...,a,)]. Essa distribuigao,
chamada distribui¢ao conjunta das variaveis X,..., X, ndo fica determinada pelas distribuigoes P,
a nao ser com a hipotese de independéncia das variaveis X;.

As variaveis aleatorias X e Y definidas em 2 com valores em S sao variaveis aleatorias inde-
pendentes se o conhecimento do valor de uma delas nao altera a probabilidade da outra assumir

qualquer valor, isto é, formalmente, se para quaisquer eventos A e B de €2
P([Xe Aln[YeB])=P[XeA]-P[YeB].

Considerando as leis P(x y) do vetor aleatdrio (X, Y), Px de X e Py de Y temos que independéncia como

definido acima é equivalente a
L. Pix vy (AxB)=Px(A)-Py(B);
2. [X=a]e[Y =b]saoindependentes, para quaisquer a € X(£2) e b€ Y({2);
3. Pix,v)((a,b)) =Px(a)-Py(b), para quaisquer a € X(§2) e b € Y(€2);
4. para variaveis aleatorias reais, P([X < a]N[Y < b])=P[X < a]-P[Y < b] para quaisquer a, b € R.

Naturalmente, podemos estender essa definicao para qualquer quantidade finita de variaveis ale-

atorias. As variaveis aleatorias X1, X5,...,X,, sao independentes se para quaisquer eventos Aq,..., A,

n
P (Ayx-xA)=] | P, -
(xl,xz,...,xn)( 1% n) DX’( i) (3.1)

Notemos que qualquer subconjunto X, ,...,X; dessas variaveis também ¢ independente, basta tomar

A; = X;(€2) para todo j # i,..., iy na equagao (3.1) acima.
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Exercicio 3.9. Sejam Xj,...,X,, variaveis aleatorias e S;,...,S, conjuntos finitos e nao vazios. Mostre

que sao equivalentes
1. (Xl,...,Xn)eRsl ><---><Sn

2. Xyq,...,X, sao independentes e X;€g S; para cada i.

FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS Se X : 2 — R é uma variavel aleatéria real e f: R — R é uma

funcao real entao a fungao composta f(X) é uma variavel aleatéria real Y cuja distribuicao é

x: f(x)=y

Por exemplo, se X € uma variavel aleatéria de (£2,P), entdo podemos definir Z: 2 — R por Z(w) :=
X(w)? para todo w € 2. A fun¢ao Z também é uma variavel aleatdria e para todo t ndo negativo temos
[Z<t]=[-Vt<X<Vt]. Se a,beR, com a=0,entdo Y: Q — R dada por Y(w) = a- X(w) + b é uma
variavel aleatoria tal que, para todo real ¢, [Y < t] = [X < (t—b)/a).

Se (X1,X5,...,X,) é um vetor aleatério de um espaco de probabilidade e f: R" — R é fung¢ao entao
f(X1,X5,...,X,) € uma variavel aleatoria real. Logo, operacoes aritméticas elementares com variaveis
aleatorias reais resultam em variaveis aleatorias. Em particular, se X e Y sao variaveis aleatorias
definidas em (€2,P), a soma € a variavel aleatoria X+ Y: 2 — R dada por {X + Y}(w) = X(w) + Y(w) e o
produto é a variavel aleatéria X-Y: 2 — R dada por {X:Y}(w) = X(w)- Y(w). A distribuicao de Z = X+Y

7

e

I;(z):IP’(Z_l(z)): Z P(X ' (x)NYHz-x))= Z RA(CESE)

x€X(Q2) xeX(€2)

No caso particular em que X e Y sao independentes

P (z) = Z P(x)B(z - x).

X+Y
xeX(€2)

Naturalmente, podemos considerar a soma e o produto para n > 2 variaveis, denotadas ) [ ; X; e
[TiL1 X; respectivamente.

Por exemplo, sejam Xj,...,X,, variaveis aleatorias independentes e com distribui¢ao Bernoulli

X = ix,.
i=1

€ uma variavel aleatdria que conta a quantidade de sucessos nos n ensaios cuja distribuicao é

com parametro p. Entao

(:)pt(l - p)n—t = bn,p(t)
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paratodo te{0,1,...,n}.
Também, se max: R" — R é a fungao que calcula o maior dentre n valores reais, entao temos que

max(Xy,X5,...,X,,) € uma variavel aleatoéria real.

ProposiGAo 3.10 Sejam X e Y varidveis aleatorias reais independentes e f e g fungoes de R em R. Entdo

as variaveis aleatorias f(X) e g(Y) sao independentes.

DEMoONSTRAGAO. Se X e f s3o como no enunciado e a € R, entdo [f(X) = a] = [X € A] em que A =
{xeX(): f(x) = a}. Analogamente, para Y, g e b € R dados, temos [g(Y) = b] = [Y € B] em que
B :={xeX(£2): g(x)=b}. De X e Y independentes temos P([X € A|n[Y e B])=P[X € A]-P[Y e B],
portanto, P([f(X) = a]N[g(Y) = b]) = P[f(X) = a]-P[g(Y) = b], ou seja, f(X) e g(Y) sao variaveis

aleatdrias independentes. ]

Exercicio 3.11. Determine a distribuicao da soma de duas variaveis de Poisson e a distribuicao da

soma de duas variaveis binomiais com mesmo p.

3.1.1 VALOR ESPERADO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA SIMPLES

Uma variavel aleatdria de (€2, P) com imagem finita é chamada de variavel aleatoria simples. O
valor médio de X é a média dos valores de X(€2) = {xy,x>,..., x,} ponderada pela probabilidade de
cada valor

EX :=x; I)E?(Xl)+x21>£?(x2)+---+xnI>Ef(xn) (3.2)

e também chamado de valor esperado ou, ainda, esperanca da variavel aleatdria simples.

Exemplo 3.12. Consideremos um jogo de azar no qual em cada aposta ou ganhamos R$1.000.000,00
com probabilidade p € (0,1) ou perdemos R$10,00 com probabilidade 1 — p. Se Y é o valor ganho
numa aposta, entao a esperanca de ganho numa aposta é EY = 106p—10(1 - p). No caso de p=1/2,
o prémios sao equiprovaveis e o ganho médio é E Y = 499.995,00. A probabilidade de ganharmos
R$499.995,00 numa aposta é zero. Se p = 1/100 entdo a probabilidade de ganhar o valor alto é
muito pequeno quando comparado com a probabilidade de perder 10 reais e o valor esperado de

ganho numa tnica aposta ¢ EY =9.990,10. O

Se tomamos a particao de €2 dada por A, = [X = x,] para todo k, entdo podemos escrever

n

X = Zxk]lAk

k=1

e o valor médio de X é dada em fung¢ao de P ao invés de Px por

E X :X1P(A1)+X2P(A2)+"'+XnP(An). (33)
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O valor esperado nao depende de como escrevemos X como combinacgao linear de variaveis indica-

doras. Seja {By: 1 < ¢ < m} uma particao qualquer de 2 tal que
n m
Zxk]lAk = nyﬂlsg
k=1 =1

com possiveis valores repetidos para os y,’s. Entao para todo k

€: Ye=x
logo
n n n
) xP(A)=) xc ) P(B)=) ) ylP(By)
k=1 k=1 €: yp=x k=1 £: yp=xx
portanto
n m
) xP(A)=) yeP(By). (3.4)
k=1 ¢=1

No teorema abaixo daremos algumas propriedades importantes do valor esperado. Na demons-

tracao desses resultados usaremos o seguinte exercicio cuja verificagao é simples.

Exercicio 3.13. Sejam X =} /1 x1a, e Y =} ;11 yylg, duas varidveis aleatdrias simples de (Q2,P).
Verifique que valem as seguintes identidades (dica: exercicio 3.52, item 3.52, pagina identidades

(dica: exercicio 3.52, item 4, pagina 170)

1. para quaisquer a,be R

3

gE

aX+ bY = (axyk + bﬂ)ﬂAknt?
k=1 ¢=1
2.
n m
XY= Z(Xk 'Y€)1AkﬂBg'
k=1 ¢=1

TEOREMA 3.14 (PROPRIEDADES DO VALOR ESPERADO) Seja X uma varidvel aleatdria simples definida no

espago amostral 2 munido da medida de probabilidade P.
1. Se X(w) = c para todo w € 2 entao EX = c.
2. Para todo evento A, E 15 =P(A).

3. Linearidade: se Y é uma varidvel aleatoria simples e a e b niimeros reais entao

E[aX+bY]=aEX +bEY. (3.5)
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4. Monotonicidade: se Y é uma varidvel aleatéria simples e X <Y, isto é, X(w) < Y(w) para todo w € Q2
entao
EX<KEY.

5. Se f é uma fungao real e X(2) = { x1, X2, X3,..., X, } entao

E[f(X)]= f(Xk)]E(Xk)~
k=1

6. Se X e Y sdo varidveis aleatorias simples e independentes entdo E[ XY ] =E[X]E[Y].

DEMONSTRAGAO. As demonstracoes dos itens 1 e 2 sao imediatas das equacoes (3.2) e (3.3), res-
pectivamente. Para provarmos os itens 3, 4 e 6 consideramos X e Y tais que X(€2) = {x,...,x,} e
Y(2) ={y1,.--,¥m}, também as particdes Ay = {w: X(w) = x} e By = {w: Y(w) = yy} de 2, de modo
que X =3 {1 xla, eY=3," yrlg,.

Sejam a e b reais arbitrarios. Entao, usando a definicao (3.2), oitem 1 do exercicio 3.13 acima e o
item 2 deste teorema, temos

n m n m
E[aX + bY] = Z ax; + by,)P(A N By) = Zaxk]P’ AN By)+ by,P(A, NB,)
k=1 ¢=1 =1/¢=1

e rearranjando as somas deduzimos

n n

m n m
ax P(AxNByp) +Z by,P(AxNBy)= ZanP(Ak)+ZbW]P(B€)
k=1 ¢=1 =1 k=1 k=1 =1

gE

E[aX+ bY] =

onde a segunda igualdade segue do fato das familias de eventos {A4,...,A,} e {B,...,B,,} formarem,
cada uma, uma parti¢cao do espago amostral, portanto, E[aX+ bY]=aE X + bE Y.

Se X < Yentao Y- X > 0, portanto E[Y—X] > 0. Usando a linearidade E[Y-X]=EY-EX >0,
donde deduzimos que EX <E Y.

Se X e Y sao independentes entao, usando o item 2 do exercicio 3.13 acima,

n

m m m
E[XY]=) ) xvP(AcnBe)=) ) xivP(AJP(B)= ) xP(Ac)) yP(By)=EX-EY
k=1 ¢=1 k=1 ¢=1 k=1 =1

0 que prova o item 6.

Para o item 5 facamos Y := f(X) de modo que

125



com By = [Y = y,]. Agora, notemos que para cada k € {1,2,...,n} existe um unico ¢ € {1,2,..., m}
tal que A, C By, a saber o € tal que f(xx) = yp. Seja lp := {k: 1 < k < n, f(xx) = y¢}. De fato, temos

(verifique)

sendo a uniao de conjuntos disjuntos, assim

Zygﬂsg ZZYeHAk ZZ X)) La, —Zf(xk)]lAk

=1 kel, =1 kel, k=1
e pela equagao (3.4) temos de f(X) = ) ;2; yp g, = Y1 f(x) 1A, que Ef(X) =3/ fx ) P(A) =
Y k=1 F(xic) Px(x)- =
Em geral, E[X-Y]#E X -E Y. Por exemplo, se X é 0 resultado do lancamento de um dado equili-
brado entdo, pelo item 5 do teorema acima, E[X-X]=Y>_, n?Px(n) =91/6 # 49/4=E X -E X.
CoroLARIO 3.15 Se Xy,..., X, sdo variaveis aleatorias simples e ay, ..., a, nimeros reais entao
n n
E Zaixi = Zai]EX,-.
i=1 i=1
DEMONSTRAGAO. Segue da equacao (3.5) usando indugao em n. [

Exemplo 3.16 (esperanga das distribuicoes Bernoulli e binomial). Se X tem distribuicao de Bernoulli
EX =P[X=1]=pem que p.
Se X4,..., X, sdo variaveis Bernoulli independentes e X =) ; X; entao X é binomial com parametros

n e p como vimos acima. Ademais, pela linearidade da esperanga, corolario acima, temos

n
EX:ZEX,:np
i=1

pois E X; = p para todo i. %
Exemplo 3.17. Se Xeg{1,2,3,4,5,6} é o resultado de um langamento de um dado, entao

1 1 1 1 1 1 7
EX=1=4+2= Z414= Z - -
6+ 6+36+ 6+56+66 >

que também é a esperanca de qualquer variavel aleatéria Y e S para qualquer conjunto S com |S| =
Agora, se Y é o resultado de outro lancamento de dado, qual é a esperanca da soma X+ Y dos pontos
no langamento de dois dados? Pela linearidade da esperanca é 7. Alternativamente, a distribuicao da

soma é mostrada na tabela 3.1 abaixo, donde podemos calcular o valor esperado da soma E[ X+ Y] =
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X+Y\ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P ‘L 2 3 4 5 6 5
X+Y 6 36 36 36 36 36 36 36

Tabela 3.1: distribuicao da soma de dois dados.

X-Y‘l234568910121516182024253036
1 2 2 3 2 4 2 1 2 4 2 1 2 2 2 1 2 1

PX'Y ‘ 36 36 36 36 36 36 36 36 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Tabela 3.2: distribui¢ao do produto de dois dados.

(2-1+43:-24---+11-2412-1)/36 =7. O produto XY tem valor esperado 7/2-7/2, pelo item 6 do
teorema acima ja que as variaveis sao independentes. Alternativamente, a distribuicao do produto
¢ mostrada na tabela 3.2, donde podemos calcular o valor esperado para o produto dos resultados,
E[X-Y]=49/4. O

3.1.2 TABELAS DE ESPALHAMENTO

Em computagao um conjunto que é modificado com passar do tempo € usualmente chamado de
conjunto dinamico. Uma solugao bastante conhecida e estudada para a representa¢ao computaci-
onal de um conjunto dinamico S de modo que possamos inserir elementos, remover elementos e
testar pertinéncia é conhecida como tabela de espalhamento ou tabela hashing. Uma maneira de
implementar uma tabela de espalhamento N é construir um vetor N[i] de listas ligadas indexadas
por M=1{0,1,...,m—1} e 0 acesso a tabela da-se por uma funcao de hash h: U - M: dado x € U, a
insercao, remocao ou busca por x em N é feita na lista ligada N[h(x)] (veja uma ilustragao na figura
3.1).

0| +/

1| »13—-31—->55
N:2| -/

3| 63

4| 52

5| »47 - 65

Figura 3.1: tabela de espalhamento com os elementos {13,31,47,52,55,63,65} distribuidos de

acordo com a func¢ao h(x) = x mod 6.

As operagoes busca, insercao e remocao de um elemento numa tabela N que representa um con-

junto dinamico S C U com fungao de hash h: U — Msao descritas a seguir e sao chamadas de operagoes
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de diciondrio:

busca: dado x € U, uma operagao de busca por x em S responde a pergunta “x € S?” e ainda, no
caso positivo, retorna um apontador para x. Numa tabela de espalhamento isso é resolvido por
uma busca sequencial na lista ligada N[h(x)]. Uma busca por x em N é dita com sucesso caso
x € N, senao é dita sem sucesso. O custo (ou tempo) de pior caso de uma busca é proporcional

ao numero de elementos na maior lista;

insercao: dado x € U, uma operagao de insercao acrescenta na estrutura que representa S o elemento
X, caso esse ainda nao faga parte de S. A insercao propriamente dita numa tabela de espalha-
mento é simplesmente colocar o elemento x no fim da lista ligada N[h(x)] e o custo de pior caso

dessa operacao é constante;

remoc¢ao: dado x € S, a remocao de x retira esse elemento da estrutura que representa S. A remogao
propriamente dita numa tabela de espalhamento, dada a posicao de x na lista ligada através
de um apontador, é a remocao do elemento de uma lista ligada e o custo de pior caso dessa

operagao € constante.

Com essas descri¢oes € natural constatar que para uma analise do desempenho das operagoes de
dicionario nessa estrutura de dados é relevante o tempo de busca de um item que, no pior caso, é
o tempo de busca na lista N[i] com o maior numero de elementos. Ademais, a pior configuracao
que podemos ter para o desempenho desses algoritmos ocorre quando todos os elementos de S sao
mapeados para a mesma lista ligada.

No emprego de tabelas de espalhamento, usualmente, temos a seguinte situacao: o conjunto
universo U é muito grande, S é uma fracao pequena de U e o caso interessante é quando S| > |M|.
Como |U| > |M| nao ha como evitar colisoes (elementos distintos mapeados para a mesma lista). Mais
que isso, se o conjunto universo U é suficientemente grande, digamos |[U| > (n — 1)|M|, entao para
qualquer fungao de hash h € MY sempre haverd um conjunto S de cardinalidade n para o qual uma
configuragao de pior caso é inevitavel.

Das fung¢oes hashing queremos que a probabilidade de colisdo seja pequena, que a funcao seja
facil de computar e que a representacao seja sucinta, isto é, relativamente poucos bits sao necessarios
para armazenar a fung¢ao. Essas fungoes, além de uma grande ferramenta pratica como descrevemos
abaixo, é bastante util em Complexidade Computacional e em Criptografia e voltaremos a estudar
funcoes de hash em outras se¢oes adiante neste texto.

Uma funcao h escolhida uniformemente no conjunto MY de todas as |[M|Y! fun¢des de U em M
tem, com alta probabilidade, a propriedade de nao formar listas longas (veja o exercicio 1.55, pagina
44), entretanto, tal funcao pode nao ter uma representacao sucinta, alguma delas requer pelo me-

nos |U|log(|M|) bits para ser representada. Idealmente, o que procuramos sao fun¢des que tenham
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representacao sucinta e imitam uma funcao aleatéria na propriedade de nao formar listas longas e,
também, que possam ser computadas eficientemente em cada ponto do dominio.

Por ora analisaremos o caso de uma funcao aleatdria para um conjunto S fixo porém arbitrario,
nesse caso o tamanho de uma lista € uma variavel aleatoria. Vamos considerar o modelo probabilis-

tico (MY, P) com IP(h) = 1/|MY| para toda fun¢ao h € MY. Notemos que vale

P[h(x)=i] = ﬁ (3.6)

para todo x € U e todo i € M. De fato, sortear uniformemente uma fungao é equivalente a sortear
uniformemente e independentemente uma imagem para cada elemento do dominio (veja o exerci-
cio 3.9, pagina 122), isto é, heg MY é equivalente a h(x)egM com as escolhas h(x) independentes,
para todo x € U.

Fixemos os parametros n =|S|e m =|M|. A fracao

b= pln,m) = (3.7)

¢ denominada carga da tabela. A carga da tabela é o valor esperado para a quantidade de elementos

de S numa mesma posi¢ao da tabela segundo a medida da equacao (3.6). Tomemos

. (U]
Lin(x)=h(y): M~ —{0,1}

a variavel aleatéria indicadora de colisao dos elementos x,y € U sob a escolha h € MY. A probabili-

dade de colisao é

3|+

Plh(x) = h(y)] =

sempre que x # y, Assim, o numero de itens na lista N[h(x

~

] € dado por }_ e Lin(x)=h(y)] €

%, sey#x

1, caso contrario,

portanto o tamanho esperado da lista N[h(x)] é, pela linearidade da esperan¢a (corolario 3.15)

o sexéesS,

D _E Linigpin] =4 v, (3.8)

yes “———+1, caso contrario.

O tempo esperado de uma busca em uma tabela de espalhamento com uma funcao hash h escolhida

aleatoriamente em MY é proporcional a carga p da tabela.

ProposicAo 3.18 O tempo esperado para uma busca sem sucesso é w+ 1 e o tempo esperado para uma

busca com sucesso é p/2—-1/(2m)+ 1.
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DemonsTRAGAO. Consideremos uma busca por x € U na tabela de espalhamento N. Se x ¢ S entao,
pelo primeiro caso da equacgao (3.8), sao necessarias p+ 1 comparagoes em média numa busca sem
sucesso. Agora, suponhamos x € S e que os elementos de S foram inseridos sequencialmente. Se x
foi 0 i-ésimo item inserido em N, entao o tamanho esperado da lista imediatamente apds a insercao

é (i—1)/m+1 pela equacao (3.8), portanto, o tempo médio da busca por x é

1 i-1 w1
ht 1=C-—+1
n; m " 2 2m+

que é o numero médio de comparagdes numa busca com sucesso. O

Essa analise nao nos da nenhuma pista sobre o tempo esperado para uma busca no pior caso.
No caso n = m a proposi¢ao acima garante que o tempo médio de busca é constante, entretanto,
do exercicio 1.55, pagina 44, a maior lista tem O(logn) elementos com alta probabilidade. Mais
especificamente, provaremos na se¢ao 3.3.3, pagina 168, que a maior lista tem O(log(n)/log(log(n)))

elementos.

Exemplo 3.19 (paradoxo dos aniversdrios). Para n < m ha m(m—1)(m—-2)---(m— n+ 1) sequéncias
sem repeticoes em M". Se (h(xq), h(x>),..., h(x,)) € uma escolha aleatéria em M"” e C é o nimero de

colisOes, entao nessa escolha

m(m-1)(m-2)---(m-n+1)

P[C=0]

Il
—_———
[y
|
3
~—
—_——
[
|
3N
\'/
—
[E
|

3
3

\]
~—

(-

2m

_ exp(_”(”_—ﬂ)

na segunda linha usamos que exp(—x) > 1 — x (veja (d.1)). O conhecido paradoxo dos aniversdrios é o
caso n = 23 e m = 365 na equagdo acima: P[C>0]>1-P[C=0]> 0,5, ou seja, apenas 23 pessoas
sao suficientes para que duas delas facam aniversario no mesmo dia com probabilidade maior que
1/2, supondo que os nascimentos ocorram uniformemente ao longo do ano.

Para todo real x € [0, 3/4] vale que 1 — x > exp(—2x), portanto para n < (3/4)m temos o seguinte

limitante para a probabilidade de nao ocorrer colisao

e

de modo que se n é aproximadamente v/m entao a probabilidade de nao haver colisao é maior que

exp(—1) = 0,36, logo com boa probabilidade uma funcao aleatéria de espalhamento consegue espa-

lhar \/m itens até que ocorra a primeira colisdo (veja o exemplo 6.11, pagina 312). O
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Notemos que para S fixo o numero esperado de colisoes é

n\1 n(n-1)
2=

m 2m

assim, se m = n® entao E C < 1/2 e, de fato, ndo ha colisdo com probabilidade pelo menos 1/2 pois

(2) (2)

1
5>EC= OkP[C:k]:;IP’[C:k]:]P’[C>1].

k

HASHING UNIVERSAL Se em vez de exigirmos que seja valida a equacgao (3.6) para todo x e todo i,
pedirmos que numa familia de fun¢des H C MY seja valida a condi¢ao

1
LB IhG) =)l < —

(3.9)
para todo x # y ainda sera verdade que o tamanho médio de uma lista é limitado pela equacgao (3.7),
que a sentenca enunciada na proposicao 3.18 vale, que o niimero esperado de colisdes é O(n°/2m) e
no caso m = n? nao ha colisao com probabilidade pelo menos 1/2. Uma familia H c MV de funcdes
que satisfazem a equacao (3.9) é chamada de universal.

Como nao precisamos de fun¢oes genuinamente aleatdrias para termos as boas propriedades esta-
tisticas dessas fungoes nos resta procurar por uma familia H universal e nao vazia de fungoes hashing
com representagoes sucintas e que sao calculadas eficientemente. Um exemplo é dado a seguir. To-
mamos U :={0,1}YeM:={0,1}™ e definimos uma fung¢ao h: U — M sorteando os bits de uma matriz
A = (ay ) de dimensao mx u e fazendo h(x) := A-x para todo x € U, com as opera¢oes modulo 2. Para
elementos distintos x,y € U teremos h(x) = h(y) se, e somente se, h(x—y) = A-(x—y) =0 pois h é uma

funcao linear. Nesse caso

u

Zaglc(x—y)C:Opara cadafef{l,...,m}.

c=1
Seja i uma coordenada nao nula de x —y. Se sorteamos todos os bits de A exceto os da coluna i entao
ha uma Gnica escolha para cada bit da coluna i para que a equacao acima se verifique, a saber

u

g = Z af,c(x_y)c

c=1
C#i

para cada ¢ € {1,...,m}, o que ocorre com probabilidade 1/2™, ou seja, Py [h(x) = h(y)] < 1/|M|.
Observemos que h(0) = O para qualquer escolha de A o que faz com que a equacao (3.6) nao seja

valida para todo x e todo i.
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Exemplo 3.20. Definimos uma familia de fun¢des com dominio U ={0,1,...,N—-1} e contradominio

M={0,1,...,m—1} com N> m por
{h(a,b) = (ax+ b mod p) mod m: a,be{0,1,...,p—1}, a:tO}

para p > N primo fixo.
Se x # y entao ax+ b mod p # ay + b mod p, pois p é primo. Ademais, para i,j € {0,1,...,p—1}

distintos existe exatamente um par (a, b) tal que

ax+bmodp=i

ay+bmodp=j

G

temos uma matriz quadrada com determinante diferente de zero, logo os valores para a e b que

pois do sistema acima na forma matricial

satisfazem o sistema linear sao Ginicos.
Para cada i € {0,1,...,p—1}, ha < [p/m]— 1 possiveis valores para j tais que i = j (mod m),

portanto, no maximo p(p—1)/m pares. Assim, para x # y, uma escolha aleatdria de fun¢ao nos da

[P’[ h(a,p)(x) = h(a,b)()/)] < % = %
Qualquer membro dessa familia pode ser representado unicamente pela tripla (a, b, p) de modo que
cada funcao precisa de no maximo 3log(2|U|) bits. Além disso, a fun¢dao contém um nimero cons-
tante de operacoes que levam tempo constante para avaliar, logo a funcao pode ser calculada em

tempo constante %

3.1.3 ESPERANCA MATEMATICA

Seja X uma variavel aleatoria real sobre o espaco discreto de probabilidade (€2,P) com imagem
enumeravel infinita. Se estendemos de modo natural a defini¢ao de valor esperado de uma variavel

simples dada na equacao (3.2), pagina 123, tomamos X(£2) = { x1, x»,...} e temos

EX = anIE(xn) (3.10)

n>1

entretanto esse valor, caso exista ja que € um limite (a defini¢ao e algumas propriedades importantes
podem ser vistas na pagina 335), nao deve depender da enumeracao particular xi, x»,... da imagem

de X. Uma leitura atenta nas demonstracoes das propriedades de valor esperado de variavel simples
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revela que a reordenacao dos termos da soma (sem alterar o resultado) é uma operacao importante e
que queremos preservar.

Seja (x,: n > 1) uma sequéncia de nimeros reais. Se x, > 0 para todo n entao a série } -7 x,
pode ser finita, isto é convergir para um numero real, ou infinita, isto é tender ao infinito, o que

denotamos por } ,x, = +oo. Em ambos os casos dizemos que a série é bem definida. Agora, no caso

X = Z X, e X = Z [xp|

n: x,=0 n: x,<0

geral, definimos

e pode acontecer de

* se ambas as séries sao finitas entdao ) , x, = X" —X" e a série estd bem definida. Além disso, nesse

caso a série }_, x,, € absolutamente convergente, isto €, } -1 |xp| converge.

* Se X* = +00 e X~ é finita, entdao } ,x, := +oo e, analogamente, se X~ = +oco e S* é finita, entao
Y nXp = —co. Em ambos os casos a série ) , x, nao é absolutamente convergente, porém estd

bem definida e é infinita.
¢ Se X* =X~ = +00, entdo a série ), x, é indefinida.

A propriedade importante para nos € que sempre que a série ) -1 X, estd bem definida uma permutagcao
T qualquer na ordem dos termos da sequéncia ndo altera resultado, isto €, ) ,~1 X, = )_,>1 Xn(n)- [s50 Nd0
vale no caso indefinido, }_, xy(n) pode dar resultados diferentes para diferentes permutagoes 1 (veja
equacao (3.13) abaixo). Em vista disso, se a série na equagao (3.10) esta bem definida entao a série
nao depende da enumeracao de X(£2) e expressa a esperanca E X de X.

A esperanc¢a matematica, ou valor médio ou valor esperado, da variavel aleatoria discreta e real
X:Q—>Sé

EX := P(r). .
) B (3.11)
resS
sempre que a série (3.10) esta bem definida. Ademais, a esperanca é um namero real quando a série

converge absolutamente, isto ¢, quando quando E |X| := } ,.s|r| Px(r) converge. Nesse ultimo caso

escrevemos [ |X| < +o0 e dizemos que a variavel aleatdria X tem esperancga finita ou que X é somavel.

Nos casos em que o valor esperado da variavel aleatdria X esta definido (convergente ou nao)

podemos reordenar os termos da soma de modo que podemos escrever
EX = Z X(w)P(w) (3.12)

que é util na pratica. Assim, X é somavel sempre que E |X| =) |X(w)|P(w) < +co0.
No que segue chamamos genericamente de soma tanto um somatério com finitos termos quanto

uma série.
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Exemplo 3.21 (esperanga da distribuicdo geométrica). Se X é geométrica de parémetro pe(0,1), entao

]EX:ZnP[X:n]:Z n(l-p)"ip= pZ n(1-p)"

n>1 n>1 n=0
usando (s.6a). O

Os proximos exemplos sao variaveis aleatorias com esperanga infinita. Numa urna estao 1 bola
branca e 1 bola preta; uma bola é escolhida ao acaso, se for preta ela é devolvida e mais uma bola
preta é colocada na urna e o sorteio é repetido, se sair bola branca o experimento termina. Depois
de m > O sorteios de bolas pretas ha na urna m+ 2 bolas com m+ 1 delas da cor preta. No proximo
sorteio, a probabilidade de sair uma bola branca, dado que sairam m bolas pretas, € 1/(m+2) e
a probabilidade de sair uma bola preta é (m+ 1)/(m + 2), portanto, pelo teorema da multiplicacao
(pagina 26), a probabilidade do experimento terminar no m+ 1-ésimo sorteio, para m> 1, é

m

I—Ij 1 123 m 1 1
j+1lm+2 234 m+1m+2 (m+1)(m+2)

J_

e a probabilidade do experimento terminar no primeiro sorteio € 1/2. O numero esperado de sorteios

Zm+1(m+1 m+ 2) Z__+OO

m>=1

no experimento é

essa ultima é a famosa série harmonica.

O paradoxo de Sdo Petersburgo é sobre um jogo de aposta que consiste em pagar uma certa quantia
para poder participar de uma rodada. Uma rodada consiste em jogar uma moeda até sair coroa, se
o numero de lancamentos for igual n entao o valor pago ao jogador é 2" reais. Quanto vocé estaria
disposto a pagar para jogar esse jogo? O ganho esperado € } ,.12"27" = +oco. O fato de que a
esperanga ¢ infinita sugere que um jogador deveria estar disposto a pagar qualquer quantia fixa pelo
privilégio de participar do jogo, mas é improvavel que alguém esteja disposto a pagar muito e ai esta
o paradoxo.

Uma série conhecida pela propriedade de convergir nao-absolutamente ¢ a série harmonica alter-
nada

1 1 (_1)n+l

1545t — = log(2)

cuja convergéncia decorre da série de Taylor para o logaritmo natural. A série formada pelos va-

lores absolutos é a série harmonica, que nao converge. O seguinte rearranjo dessa série devido ao

matematico Pierre Alphonse Laurent converge para um valor diferente

T N T 1 1+_log(2)
2 4 3 6 8 2k—1 2(2k-1) 4k 2

Com isso podemos moldar uma variavel aleatéria sem valor esperado. Tomemos uma variavel alea-

toria X que assume os valores xq, x,... dados por x; := (=1)"*1/i para i = 1,2,... com Px(x;) = 6/(mi)?.
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Aqui usamos que ) ;- 1/i° = 1?/6 (veja (s.7)) para garantir que Py seja distribui¢io. Com essas

definicoes
6 p -~ . .
= log(2) se T éa permutacao identidade
an(,-)IP’(xn(,-)) =4 &2 P : (3.13)
i>1 X % log(2) se 1 éa permutacao de Laurent

portanto X nao tem valor médio bem definido.

ProPosiGAO 3.22 Se X assume valores inteiros e positivos entdo E X estd bem definida e
EX = ZIP
DEMONSTRAGAO. Se X assume valores positivos entao podemos rearranjar a soma
) rB=) Bn+) Br+) B+
r=1 r=1 r=2 r=3
como } - ;Px(r)=P[X > j], segue a proposigao. O

Sejam X: 2 — S uma variavel aleatoria real de (€2,P) e f: S — R uma fun¢ao. No espaco de

probabilidade (S,Px) a funcao f é uma variavel aleatdria cuja esperanga, caso esteja bem definida, é

Ef=) yB(y) Zyl@f yl= ZyP{f Zyl@ E f(X)
y

donde tiramos que f no modelo probabilistico (S,Py) é soméavel se, e somente se, f(X) em (2,[P) é

somavel. Se E f(X) esta definida entao podemos rearranja-la de modo que

Ef<><>=Z ZyP s: f(s Z ) YB(s)=) f(s)B(s)

seS seS
f(s)=y

e assim provamos o seguinte resultado.

TeoreMA 3.23 Se X: Q2 — S é uma varidvel aleatoria e f: S — R uma fungdo entao f(X): Q — R ¢é

varidvel aleatdria e sua esperanga satisfaz

sempre que a soma estd bem definida. ]

Vejamos um exemplo. Se Z é geométrica de pardmetro p, entdo para computar E Z2 usamos (s.6¢)

do seguinte modo: derivando ambos os lados de }_,,-; nx" = x(1 — x)~2 obtemos (para |x| < 1)
1+

Z X"t = 1 X3

= (1-x)
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de modo que, pelo teorema 3.23 e a série acima

_ 2-p 2-p
627 <) E- Y g p- S22
n>1 n>1

Exemplo 3.24 (lei de poténcia). A distribuicao de uma variavel aleatdria X sobre os inteiros positivos

segue uma lei de poténcia com parametro o > O se tem distribuicao

1 1
P(n)= — - ——
x(n) n® (n+1)
ou equivalentemente, P[X > n] = 1/n%*. Distribui¢des de probabilidade que seguem uma lei de

poténcia sao comuns em muitas disciplinas, como a fisica e a biologia, e mais recentemente ganhou
aten¢ao no estudo do que se acostumou de chamar de redes complexas. Usando a proposigao 3.22
temos
EX:ZP[x>n]: % (3.14)
n>1 n>1
Paraa=1temosEX =} ,-11/n=+co. Para a =2 temos E X = 1°/6 (veja (s.7)).

Se o < 1, a esperancga ¢é infinita. Se a > 1, a esperanca € finita mas nem sempre ha uma forma
fechada para a soma como no caso a = 2. A série no lado direito da equacao (3.14) é a Fungao Zeta
de Riemann® quando a é qualquer nimero complexo com parte real maior que 1.

Agora, consideramos uma variavel aleatéria X que assume valor nos inteiros positivos tal que
P[X = n]=(cn3)1, com ¢ =T(3) = Y_;»1 1/j>. Essa variavel tem valor esperado EX =} ., 1/cn? =
1?/6c. Ainda, X2 é uma variavel aleatdria e seu valor esperado é,

EX?=) i’P[X=n]= Lt

cn
n>1 n>1

pelo teorema acima.
A distribuigdo Px(n) = (T(3)n3)~! sobre os inteiros positivos, tem a seguinte propriedade interes-
sante (Alexander, Baclawski e Rota, 1993): seja A, o evento formado pelos multiplos de p. Se pe g

sao distintos, os eventos A, e A, sao independentes Px(A,NA,) = Px(A,) Px(A,) = 1/(pg)3. O mesmo

vale para
n—S
P(n)=
xs() C(s)
etodos>1
Yis1(Pk)™ 1 11
PA)=——=— P(A,NA,)=P(A,,)=——=P(A,) P(A,).
xs( p) Y10 po © Xs( pNAq) xs( pa) ps q° xs( p)xs( @

3Um dos problemas mateméticos mais importantes sem solugdo até o momento, conhecido como Hipétese de Rie-
mann, é uma conjectura a respeito dos zeros da funcdo zeta; esses estariam somente nos inteiros negativos pares e nos

complexos com parte real 1/2.
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Vamos usar essa distribui¢ao para dar um demonstragao probabilistica de que a série ), 1im, 1/pP

diverge. Defina para todo primo g o conjunto

p<q
p primo

dos inteiros que nao tém um divisor primo menor que q. A sequéncia (B, : g primo) ¢ decrescente e
(1qBg =1{1}. Pela continuidade da probabilidade

1 , — _
m_}z(l)_ﬁ[ ﬂ Bq]_JLmWE(Bq)_JﬂO P(A,) ]_[ P(A,) ]_[ (1——) (3.15)
g primo P<q pr1m0 p primo
p primo

que € a formula do produto de Euler, descoberta por Euler quando estava na busca por uma prova de

que ), nrimo 1/p diverge. Agora, tomando o logaritmo

~logC(s)= ) (1 —pi)

p primo

e de 0 <1/p® <1/2 temos log(1 - 1/p®) = —2(1/p®), logo logT(s) < 2}, primo 1/P° de modo que

1 1
Sloglis)< ) < U(s)

p primo

Agora, a conclusao segue de limg_,; {(s) = oo pois

1 -1
Li — = —>M
sm;ks ;k

para qualquer real M > 1 se n for suficientemente grande. Além disso, notemos que se assumimos
que a quantidade de nameros primos é finita, entao o produto na direita da equagao (3.15) esta
definido e é positivo para s > 1, fazendo s — 1* temos 0 no lado direito e +co no lado esquerdo da
equacao (3.15), uma contradicao que demonstra a existéncia de uma quantidade infinita de nimeros
primos.

Ainda, como uma curiosidade a mais, lims_,; Px_(A) = p(A) em que p(A) = lim,_,,|AN{1,...,n}|/n

¢ a densidade relativa de A (definida no exercicio 1.56, pagina 44). O

PROPRIEDADES DA ESPERANCA A seguir veremos propriedades importantes para a média das va-
ridveis aleatorias discretas e reais, em particular veremos que valem as propriedades das variaveis

aleatorias simples enunciadas no teorema 3.14.

TeoREMA 3.25 Para todo evento A, E 15 =P(A). O]
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A prova desse teorema é imediata da defini¢ao de valor esperado, equacgao (3.11).

TEOREMA 3.26 (LINEARIDADE DA ESPERANCA) Se X e Y sdo varidveis aleatorias somaveis de (€2,P) e a,be R

constantes quaisquer entdo aX + bY é somdvel e sua esperanga satisfaz E[aX +bY]=aEX +bEY.

DEMONSTRAGAO. Sejam X e Y variaveis aleatérias somaveis e a,b € R. Pela equagao (3.12) acima a

esperanca da variavel aleatoria |aX + bY| é

E[laX+bY|]= ) [{aX+bY}(@)[P(w)=) [aX(@)+bY(@)P(w)< ) |aX(@)P(w)+ ) [bY(@)P(w)

w w w

usando a desigualdade triangular (veja (d.4)). De X e Y somaveis temos que o lado direito da equagao

acima é finito, portanto aX + bY é somavel e

E[aX +bY]= Z(ax +bY)(w)P(w)

w

= Z(aX(w) +bY(w))P(w)

w

=) aX(@P(w)+) bY(@)P(w)

w

—aEX+bEY

logo E é um funcional linear no conjunto das variaveis aleatorias reais de (€2, P). O

CoroLARIO 3.27 Se Xy,...,X,, sdo somdveis e ai,...,a, € R entao

n

Za,-X,-

i=1

n

=) aE[X]

i=1

E

DEMONSTRAGAO. Segue do teorema por indugao em n > 2. N

Além da linearidade, outra propriedade importante da esperanca ¢ a monotonicidade. Lembre-

mos que X < Y se X(w) < Y(w) para cada w € 2.

TEOREMA 3.28 (MONOTONICIDADE DA ESPERANGA) Se X e Y sdo somaveis tais que X < Y entio EX <EY.

DeMONsTRAGAO. Se X < Yentao Y-X > 0,logo E[Y—X] > 0. Dalinearidade da esperanca E Y-E X >

0 donde segue o teorema. N
CoroLARIO 3.29 As seguintes propriedades decorrem dos teoremas acima.

1. Se X =centio E X = ¢, para qualquer c € R.

2. Se E X estd definida, entao E[aX+ b]=aE X + b.

3. Sea<X<b,entaoa<EX <b.
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4. Se X é somdvel entdo X - 1 é somavel para todo evento A.
5. Se E X estd definida entdo |E X| < E |X].

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar apenas os dois ultimos itens, os outros ficam para verificagao do
leitor. Notemos que X1 < X e que [X1| =[X|1,, logo, se X é somavel, entao, por monotonicidade,
X1 5 é somavel.

Se X esta definida e nao é somavel entao |[E X| = +oo = E |X| e 0 item 5 vale com igualdade. Senao,
X é somavel e de —|x| < x < |x|, para todo real x, temos —|X| < X < |X| donde —E [X| <E X < E|X]|, ou
seja, |[E X| < E [X]. O

Se X: 2 > SeY: Q2 - Rsado variaveis aleatérias independentes, entao

BIXYI= ) bod P (=) KyERER)

(x,y)eSxR (x,y)eSxR

e como os termos sao ndo-negativos, podemos rearranjar a soma de modo que

E[|xY|]= [Zm 15<x>] - [Zlyl B(y)

x€S yeR

= E[[XI]-E[IY]]

Assim, se X e Y sao somaveis, XY também é e a mesma dedug¢ao sem os mddulos vale, ou seja, con-
cluimos que E[XY]|=EX-E Y.

TeoreMa 3.30 Sejam X: Q2 — S e Y: QQ — R wvaridveis aleatorias independentes em (£2,P) e sejam f: S —
R e g:R — R fungoes tais que f(X) e g(Y) sdo varidveis aleatdrias somdveis. Entdo f(X)- g(Y) é somavel e
vale E[(X)- g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)].

DemonsTtraGAO. Da proposicao 3.10 temos que f(X) e g(Y) sao variaveis aleatdrias independentes.
Podemos replicar a deducao acima para provar que f(X)g(Y) é somavel e que, portanto, E[ f(X)- g(Y)] =
E[f(X)]-E[g(Y)]. O

CoroLARIO 3.31 Se X e Y sdo varidveis aleatorias independentes entao E[XY ] =E[X]E[Y]. O
EQUA(;AO DE WALD Se somamos as variaveis aleatorias Xq,X,,... porém uma quantidade aleatéria

delas nao podemos usar a linearidade da esperanca diretamente (veja exercicio 3.63 no final do

capitulo), em geral

N EN
E}Z&i}ZE&
i=1 i=1

Porém, se N e X1, X,,... sao independentes, entao

N
) x
i=1

k

> x

i=1

E N=k|=E = kE X,
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se X1, X,,... tétm a mesma lei. Agora, multiplicando por P[N = k] e somando para todo k > 1

N
]EZX,- :Exlsz[N:k]:E[Xl]E[N].
i=1

k=1

Essa identidade num caso mais geral que veremos adiante neste texto é conhecida como equacgao de
Wald.

Exemplo 3.32. Suponhamos que sao recebidas N < 10 mensagens eletronicas por dia, comEN =5¢e
o tempo gasto lendo-as e respondendo-as sao dados pelas variaveis aleatérias X1, X5,..., Xy mutua-
mente independentes e independentes de N, com E X; = 8 minutos, para todo i. O tempo gasto em

um dia com mensagens é X = Y X ; X; minutos cujo valor esperado é 8-E N =40 minutos. O

Se N nao for limitada a prova acima pode ser imitada para um soma enumeravel de variaveis
aleatoérias com a hipotese da linearidade da esperanga valer para soma enumeravel. Uma condi¢ao

que garante essa propriedade € } ;-1 E[X;| converge. Com essa hipotese podemos escrever

D EXi=) ) X@P@)=) ) X(wP(o)= Z(Zx,-(w)]wm : Z(in]wmm =E) X

i>1 izl w w j>1 w \j>1 w \j>1 i1

e os detalhes a respeito da convergéncia absoluta em cada passo ficam a cargo do leitor.
Essa propriedade pode ser bastante util em situagdes como a dos algoritmos Las Vegas com la-
¢os, em que o i-ésima iteracao executa X; instru¢oes de modo que o numero esperado de instrugoes

realizadas durante uma execucao € E ) ;- X;.

Observagao 3.33. O teorema 3.26, da linearidade, ainda vale com as hipdteses dos valores esperados
EX e EY definidos e alE X + bE Y definido, isto é, nao resulta nos indeterminados +oco — co ou
—oo+00. Analogamente, o teorema 3.28, da monotonicidade, ainda vale com as hipotesesde EX e EY
definidose E X-E Y definido. Em particular, se as duas variaveis aleatdrias, X e Y, tém valor esperado
estao definidos e pelo menos uma é somavel, entao as conclusdes dos teoremas valem. Ainda, no
teorema 3.28 a conclusao vale se os valores esperados de X e de Y estao definidos e E X < +c0 ou
EY > —c0. O

3.1.4 QUICKSORT PROBABILISTICO

O quicksort € um algoritmo recursivo de ordenagao que, grosso modo, funciona da seguinte ma-
neira: dado uma sequéncia S de numeros dos quais o primeiro é chamado de pivd, o quicksort(S)
compara o pivo com cada outro elemento de S; os elementos menores que o pivd formam a sub-
sequéncia S; (a esquerda do pivo no vetor) e os demais que nao o pivo formam a subsequéncia S, (a
direita do pivd no vetor); o algoritmo devolve a sequéncia (quicksort(Sy), pivo, quicksort(S,)) ordenada

recursivamente.
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O quicksort foi inventado por C. A. R. Hoare em 1960 e sabemos que é muito rapido em geral, mas
é lento em algumas raras instancias. E um algoritmo que ordena os ntimeros em fungao dos resul-
tados das comparacdes entre elementos da entrada e, nesse tipo de algoritmo, medimos a eficiéncia
do algoritmo contando o nimero de comparagoes realizadas para ordenar a sequéncia. O algoritmo
quicksort executa O(nlogn) compara¢des em média e O(n?) comparagdes no pior caso para ordenar
sequéncias de tamanho n. A figura 3.2 abaixo ilustra um exemplo de pior caso e um exemplo de

melhor caso da arvore de recursao para uma sequéncia de tamanho 6.

4,2,3,1,56

Figura 3.2: na esquerda temos uma arvore de recursao do quicksort onde o pivo é a mediana da

sequéncia. A arvore da direita é o caso onde o pivo é sempre o menor elemento da sequéncia.

E sabido que para garantir O(nlogn) comparagdes numa execucdo ¢ suficiente garantir que as
subsequéncias geradas no pivotamento tenham sempre uma fragao constante do tamanho da sequén-
cia que as origina. Por exemplo, se S; (ou S,) sempre tem 10% do tamanho de S entao o nimero
de comparagdes executadas pelo guicksort numa instancia de tamanho n, que denotamos T(n), é o
numero de comparagoes executadas em S; mais o numero de comparagoes executadas em S, mais

as O(n) comparagoes executadas no particionamento que cria essas subsequéncias
T(n)=T(0,1n)+T(0,9n)+ O(n)

cuja solugao é uma fungao assintoticamente limitada superiormente por nlog;g/9 n. Nao ha nada de
especial na escolha de 10%. De fato, se uma proporcao for mantida no particionamento, digamos
que a menor parte tem uma fracao o da entrada, entao a recorréncia t(n) < t(Lan])+t([(1 —a)n])+cn
para constantes «, c > O tem solugao O(nlogn). Para conhecer esses resultados com mais detalhes
sugerimos ao leitor uma consulta ao texto de Cormen, Leiserson e Rivest, 1990.

Na versao probabilistica do quicksort a aleatoriedade é usada para descaracterizar o pior caso no
sentido de que sorteando o pivd como qualquer elemento da sequéncia com grande chance evitamos
0s 10% menores e os 10% maiores elementos do vetor de modo que maior parte do tempo os pivota-

mentos garantem pelo menos uma fragao constante da sequéncia original no menor lado. O seguinte
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algoritmo € o quicksort aleatorizado.

Instancia: uma sequéncia de nameros S = (xq, X2,..., X,).

Resposta: os elementos de S em ordem crescente.

—

se |S| < 20 entao

2 ordene S na forca bruta ;

3 responda a sequéncia ordenada.
4 senao

5 z <E S;

6 paracada yeS, y# z faga

7 se y < z entao insira y em Sy;
8 senao insira y em S»;

9 ordene recursivamente Sy;
10 ordene recursivamente S»;

11 responda (Sq,z,S>).

Algoritmo 32: quicksort aleatorizado.

Para simplificar a analise assumimos que na instancia nao ha repeti¢ao, ou seja, todos os elemen-
tos de S sao distintos. Mostraremos que, com essa estratégia, o nimero esperado de comparagoes
entre elementos de S é O(nlogn) com alta probabilidade.

A analise desse algoritmo é um detalhamento da seguinte ideia: consideremos um elemento x de
uma instancia S para o algoritmo. Sejam S; :=S e S/,S),...,S}, as subsequéncias a que x pertence
ap0s cada particionamento durante uma execucao. O i-ésimo particionamento é bom se o pivd nao
estd entre os 10% menores e os 10% maiores elementos de S/, o que ocorre com probabilidade 4/5, de
modo que |S{|/10 < [S7, ;] < 9IS{|/10 e portanto x passa por no maximo logyg,9(n) particionamentos
bons. Agora, a variavel aleatéria M nao deve ser muito maior que 2logyq,9(n) pois pelo exercicio 1.51,
pagina 42, a probabilidade de ocorrem menos que log;g/9(n) particionamentos bons em 2logyg/9(n)
particionamentos é menor que

4\210810/9(n) g \2logiop(n)  q

5) “(55) G
A cada particionamento o elemento nao-pivd x é comparado uma unica vez, com o pivo sorteado.
Assim, o numero total de comparacoes numa execugao é a soma para todo x do namero de partici-
onamentos pelos quais x passa. Portanto, uma execucao realiza mais que 2nlog;g/9(n) comparagoes
se existe um x que passa por mais que 2log;g/9(n) particionamentos o que ocorre com probabilidade

n(l/nz) = 1/n. Portanto, com alta probabilidade, o quicksort realiza O(nlog n) comparagoes;

ANALISE DO QUICKSORT PROBABILISTICO O particionamento (ou pivotamento) de S nas linhas 5,

6, 7 e 8 do algoritmo acima é considerado um sucesso se min{|S1|,|S,|} = (1/10)|S|, caso contrario,
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dizemos que o particionamento foi um fracasso. Um sucesso significa que o pivd nao esta entre os
10% maiores elementos da sequéncia particionada e nem esta entre os 10% menores elementos da
sequéncia particionada. Assim 80% dos elementos de S sao boas escolhas para o pivd de modo que

a escolha aleatéria do pivo € um experimento de Bernoulli com parametro p dado por

10,8|S|]
pi=—-— 3.16
donde
0,75<p<0,8

pois 0,8[S| -1 <|0,8|S|] < 0,8|S| e [S| > 20.

Consideremos uma execuc¢ao do quicksort com entrada S = (xq, x,...,x,). Fixado i €{1,2,...,n},
seja X; o numero de comparagdes entre o elemento x; da entrada e algum pivo durante toda uma
execucao do algoritmo. Em cada particionamento x; € comparado uma @nica vez (com o pivo) e se
x; € escolhido pivo entdo: (1) cada elemento da subsequéncia da qual x; pertence é comparado com
ele e tais comparagoes sao contabilizadas pelos outros elementos e (2) a partir dai x; nunca mais

participara de um particionamento e nunca mais sera comparado com outro elemento de S.

Exercicio 3.34. Mostre que x; participa de no maximo [log;g/9 n] particionamentos com sucesso.

Denotemos por Y, o numero de particionamentos ocorridos entre o k-ésimo particionamento com
sucesso do qual x; participa (exclusive) e o proximo particionamento com sucesso do qual x; participa
(inclusive), ou seja, € o numero de parti¢oes realizadas até obter um sucesso, portanto, Y, ~ Geom(p),
logo EY, = 1/p < 1/0,75 < 2. Pelo exercicio 3.34 acima, x; participa de no maximo |[logjq/g n]
particionamentos com sucesso e temos assim que

Llogig/o nl
Xi < E Yk
k=0
é o numero de particionamentos pelo qual passa x;, que é, também, o nimero de vezes que ele é

comparado com um pivo. O numero total de comparagoes durante toda execugao é dado por

T:= ix,..
i=1

Pela linearidade e monotonicidade da esperanga
E X; <2|_log1970 nj] e ET <2n|_log% nj. (3.17)

Além disso, as no maximo n/20 sequéncias ordenadas na for¢a-bruta na linha 2 fazem, cada uma
O(1) comparagoes, contribuindo no total com O(n) comparagoes que somadas as O(nlogn) de (3.17)

totalizam O(nlog n) comparagoes.
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LeMA 3.35 O niimero esperado de comparagoes entre elementos de uma sequéncia com n elementos numa

execugao do quicksort aleatorizado é O(nlog n). O

Da disciplina Analise de Algoritmos sabemos que todo algoritmo de ordenacao baseado em com-
paragao realiza €2(nlogn) comparagoes para ordenar n elementos, ou seja, em média o quicksort
aleatorizado é o melhor possivel (Cormen, Leiserson e Rivest, 1990). Isso nos leva a conjeturar que o
quicksort faz o melhor quase sempre.

Porém, saber que um algoritmo é bom em média nao nos garante que ele é bom quase sempre.

Vamos mostrar que com alta probabilidade o desempenho do algoritmo estd proximo da média.

TeoREMA 3.36 O niimero de comparagoes numa execug¢ao do quicksort aleatorizado com uma entrada de

tamanho n é O(nlog n) com probabilidade 1 — O(n~22).

DemonsTtrRAGAO. Definimos
L:= 12|_log% n|

e consideramos o evento X; > L, ou seja, segundo (3.17) o elemento x; da entrada foi comparado mais
do que seis vezes o valor esperado para o numero de comparagoes. Se X; > L entao em L particiona-
mentos ocorrem menos que |log;g/g n] sucessos, ou seja, o numero de fracassos em L particionamen-
tos é pelo menos

F:= 12|_log% n|— |_log§ n|= 11|_log% nj.

Seja Z; o numero de particionamentos com fracasso pelos quais x; passa ao longo de L particiona-
mentos. A variavel aleatoria Z; tem distribui¢ao binomial com parametros L e 1 — p. Vamos estimar
a probabilidade do evento Z; > F, com isso, teremos uma limitante superior para a probabilidade de
X; > L. A probabilidade de ocorrerem j > F fracassos em L ensaios independentes de Bernoulli é,

usando (d.2) para estimar o coeficiente binomial,

i P Fop

Ademais L1 1> 025

e'F'Tp 11 075 < 0%
portanto,

P[Z;>F]= i (L_)(1—p)pr—f < i 0,99'p" = p- i 0,99’ < pLZO,99j =100p"
eV j=F+1 j=F+1 j=0
no ultimo passo usamos (s.6a), donde segue que
P[X; > L] < 100(0,8)?\810/0(n)-12 _ 01’2?2 (0,8)'°810/9(n*?) < %(O,S)Clog%o‘”lz)
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onde c = 1/logpg(10/9) € a constante devido a mudanga de base do logaritmo para 0,8, logo

100
0,812

=23

100p- < n'%¢<n

para todo n > 20.
A probabilidade de existir i com X; > 12|_log% njé

n

1
P U[X,- > 12|_log% nj] < n-ﬁ
i=1
logo, com probabilidade 1-0(n~??) vale que X; < 12log;q/9(n) para todo i e que, com essa probabili-
dade, o quicksort aleatorizado executa O(nlogn) comparagoes entre elementos da entrada, incluidas

ai as O(n) comparacgoes feitas na linha 2 do algoritmo. [

3.2 O METODO PROBABILISTICO, 16 MOMENTO

O método probabilistico € um método nao construtivo para demonstrar a existéncia de objetos
matematicos e que foi popularizado pelo matematico hungaro Paul Erdés. O principio basico é base-
ado no fato de que se algum objeto em uma colecao de objetos tiver uma determinada propriedade,
entao com probabilidade positiva uma escolha aleatéria com uma distribui¢ao apropriada nessa co-
lecao tem essa propriedade. Em muitos casos o fato demonstrado é uma sentenca que nao envolve
probabilidade e a demonstracao usa probabilidade, como o exemplo da divergéncia de } ,1/p que
apresentamos na pagina 136 (com a ressalva de que naquele caso existe demonstracao sem usar pro-
babilidade, o que nem sempre é o caso). Ha varias técnicas, algumas sofisticadas, que se encaixam

nesse método e neste momento veremos uma simples, baseada no seguinte exercicio.

Exercicio 3.37 (principio de primeiro momento). Seja X uma variavel aleatoria real e k real. Se E X > k

entao X(w) > k para algum w € 2.

3.2.1 SATISFAZIBILIDADE DE FORMULA BOOLEANA

Uma variavel booleana assume um de dois possiveis valores: verdadeiro, que representaremos por
1, ou falso, que representaremos por 0. Uma formula booleana é uma expressao que envolve variaveis
Vi, Vo,..., V,, parénteses e os operadores logicos V (lé-se ou), A (1é-se e) e — (1é-se ndo). Um literal é

uma variavel ou a sua negagao. Uma cldusula é uma disjuncao (ou) de literais. Por exemplo,

(VlV—|V2VV3)/\(V2VﬁV3VV4)/\(V3VﬁV4) (318)
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¢ uma féormula booleana com trés clausulas, as duas primeiras compostas por trés literais e a outra
por dois. Consideramos que o ndo tem precedéncia sobre os outros operadores de modo que, por
exemplo, v; V=, V vz deve ser lido como v; V (=) V vs.

Uma foérmula expressa como uma conjuncao de clausulas estda na Forma Normal Conjuntiva,
abreviada CNF (do inglés conjunctive normal form). Para qualquer inteiro k > 1, uma férmula k-CNF
é da forma C; A C, A --- A Cp,, com cada clausula C; sendo uma disjun¢ao de no maximo k literais,
como na equacao (3.18) acima que é uma férmula 3-CNFE.

Uma valoragao das variaveis é uma atribuicao dos valores O ou 1 para cada uma delas e tal valora-
cao satisfaz a férmula se o resultado dessas atribui¢des, de acordo com as regras da légica booleana®,
é 1. No exemplo dado na equagao (3.18) a valoragao v; =1, vo = 1, v3 = 1 e v4 = O satisfaz a formula.

Uma valoracao satisfaz uma formula CNF se, e somente se, satisfaz cada uma das clausulas dessa
férmula. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que nenhuma clausula contém um literal e sua
negacao pois tal clausula é sempre satisfeita em qualquer valoragao.

O problema Satisfazibilidade é o problema de decidir se uma férmula booleana admite uma va-

loragao das suas variaveis que a satisfaz.

Problema computacional da satisfazibilidade booleana (sArt):

Instancia: uma férmula booleana CNF.

Resposta: sim se existe uma valoracao que satisfaz a férmula, ndo caso contrario.

Esse problema tem um papel central em Complexidade Computacional e nao se conhece algo-
ritmo eficiente que o resolva; foi o primeiro problema reconhecido como NP-completo, o que signi-
fica que todo problema NP pode ser codificado como uma instancia de sat. Esse notavel resultado é
conhecido como o Teorema de Cook-Levin.

O 3sar é o problema de satisfazibilidade obtido quando restringimos as instancias as féormulas
3-CNF, também é um problema sem algoritmo eficiente conhecido. Um algoritmo eficiente para sat
também é um algoritmo eficiente para saT e prova-se que um algoritmo eficiente para 3sart implica
em um algoritmo eficiente para sat. Porém, quando restringimos as instancias as formulas 2-CNF, o
2saT, conhecemos um teste eficiente de satisfazibilidade (exercicio 3.73 no final do capitulo).

O problema Satisfazibilidade Maxima (mMaAx-saT) é um problema de otimizagao que consiste em
determinar o maior nimero possivel de clausulas de uma formula CNF que podem ser satisfeitas por

uma valoracao.

Problema computacional da satisfazibilidade maxima de uma férmula k-CNF (max-ksArt):

Instancia: uma féormula k-CNF com k > 2.

Resposta: o maior numero de clausulas que podem ser satisfeitas concomitantemente.

funv=min{u, v}, uVv=max{uvje-u=1-u.
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Esses problemas sao pelo menos tao dificeis de se resolver algoritmicamente quanto sAT e 3sAr,
claramente um algoritmo eficiente para o problema max-sat implica em um algoritmo eficiente para
o problema sar.

Seja C ={C4,C,,...,C,,} uma instancia do sat e V = {vy,...,V,} o conjunto das variaveis de C. O
conjunto de todas as valoracoes das variaveis é {2 := {0, 1}" e interpretamos a i-ésima coordenada
como o valor atribuido a v;. Em €2 consideramos a distribuicao uniforme. Para cada i definimos a
variavel aleatoria indicadora

1, seaclausula C; foi satisfeita por (xq,...,x,) € {0, 1},

]l[cl:l](xl,...,xn) = o
0, caso contrario.

O ntmero de clausulas satisfeitas por uma valoracao é dado pela variavel aleatdria

Xi= iﬂ[ci:u
i=1

e o numero médio de clausulas satisfeitas por uma valoracao é, pela linearidade da esperanga,
EX:ZP[C,:I])— (3.19)

pois uma clausula com k literais ndo é satisfeita se todos valem O, o que ocorre comprobabilidade
27k, de modo [C; = 1] com probabilidade 1 — 27K > 1/2. Na férmula v A —v apenas metade das
clausulas pode ser satisfeita de modo que a garantia dada na equacao (3.19) é a melhor possivel.
Assim, podemos concluir que toda férmula boolena CNF admite uma valoragao que satisfaz pelo

menos metade das clausulas.

MAX-E3SAT Vamos assumir instancias 3-CNF em que cada clausula tem exatamente trés literais
(com a hipotese de nao ocorrer um literal e seu complemento), ou seja, vamos supor que as clausulas
nao tém variaveis repetidas. Esse problema ¢é rotulado como Max-E3sAT.

Uma clausula nao é satisfeita se cada uma de seus literais nao o for, o que ocorre com probabili-
dade 1/8, portanto, uma clausula é satisfeita com probabilidade P[C; = 1] = 7/8, qualquer que seja

i. O nimero de clausulas satisfeitas por uma valoracao é dado pela variavel aleatdria

X 1= ZIL[CI,:” (3.20)
i=1

e o numero médio de clausulas satisfeitas por uma valoracao ¢, pela linearidade da esperanca, E X =
(7/8)m. Se o nimero médio de clausulas satisfeitas € 7m/8, com a média sobre as valoracoes em 2,
entao pelo exercicio 3.37 deve haver uma valoragao em €2 que satisfaz pelo menos 7m/8 clausulas.
Notemos que segue desse resultado que toda instancia com no maximo 7 clausulas é satisfazivel (veja

o exemplo 6.4, pagina 308).
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TeoREMA 3.38 Para toda instdncia de MAX-E3sAT, existe uma valoragdo que satisfaz pelo menos 7/8 de

todas as clausulas. O]

Se um algoritmo sorteia uma valoragao e determina quantas clausulas sao satisfeitas por ela, qual
o numero esperado de sorteios até que seja determinada uma valoragao que satisfaca pelo menos
87,5% (ou 7/8) de todas as clausulas?

Pelo exercicio 3.9, pagina 122, podemos escolher um valor l6gico para cada variavel, com as
escolhas independentes, ao invés de escolher ao acaso uma valoracao de V. O algoritmo pode ser

descrito como abaixo.

Instancia: clausulas {Cy,...,C,,} sobre as variaveis { v;,..., v, } de uma férmula 3-CNFE.

Resposta: uma valoragao que satisfaz > %m clausulas.
1 repita
R
2 paracadaie{l,...,n}faca v, —{0,1};
3 avalie C4,...,C,;;

7 7 , . . .
até que pelo menos gm clausulas estejam satisfeitas

S

%]

responda v;,..., Vv, e a quantidade de clausulas satisfeitas.

Algoritmo 35: 7/8-aproximagao para MAX-E3SAT.

Esse algoritmo aleatorizado determina uma valoragao das variaveis de uma férmula booleana de
modo a satisfazer pelo menos 7/8 das clausulas da instancia. Como isso garante uma resposta para
o problema de otimizagdo que situa-se entre 7/8 do valor 6timo e o préprio valor 6timo de uma
instancia, dizemos que o algoritmo é uma 7/8-aproximagdio para MAX-3SAT.

Se p é a probabilidade do evento “pelo menos 7m/8 clausulas sao satisfeitas” por uma valoragao
aleatoria, entao o nimero de sorteios necessarios é uma variavel aleatdria Z ~ Geom(p). A probabi-
lidade p é dificil de determinar pois os eventos [C; = 1] (i = 1,..., m) ndo sdo independentes. Vamos

estimar um limitante inferior para p, assim teremos um limitante superior para EZ = 1/p.

ProrosiGAo 3.39 Se p é a probabilidade com que uma valoragdo satisfaz pelo menos 7/8 de todas as

clausulas de uma formula 3-CNF, entdo p > 1/(m+8).

DEeMONSTRAGAO. Para estimar p, seja p; € a probabilidade de uma valoragao aleatéria satisfazer exa-
tamente j clausulas. Se X é o numero de clausulas satisfeitas por uma valoracao, definida na equacgao

(3.20) acima, entao

7 o
gm=EX :ijj. (3.21)
j=0
Para qualquer inteiro M < m
m M m M m M m
S =) e 3 m<) wns ¥ ompsuY pem a2
j=0 j=0 j=M+1 j=0 j=M+1 j=0 j=M+1
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e se M é o maior natural estritamente menor que 7m/8, entao pela definicao de p

M m
ijzl—p e Z p; = p. (3.23)
j=0 j=M+1
Das equagoes (3.21), (3.22) e (3.23), deduzimos que
7
gmg M(1 - p)+ mp, (3.24)

logo p = (7m—-8M)/(8m—8M). Pela escolha de M temos 8M < 7m e como ambos sao naturais 7m—-8M
1. Também, de 7m/8 < M+ 1 deduzimos que 8m—8M < m+ 8, portanto p > 1/(8 + m).

[ I I V4

CoroLARIO 3.40 O niimero esperado de rodadas do lago do algoritmo 35¢é EZ < m+8.

O numero total de instrugoes executadas até terminar é proporcional ao nimero de rodadas do
repita, cujo valor esperado é < 8+ m pelo corolario acima. Supondo que a avaliagao de cada clausula
pode ser feita em tempo constante, cada iteracao do repita tem custo de sortear n bits e avaliar m
clausulas, portanto, o custo € O(m + n). Esse algoritmo tem custo esperado O(m(m + n)), em que m
¢ o numero de clausulas e n o de variaveis. Como consideramos somente variaveis que aparecem
explicitamente nas clausulas temos n < 3m, portanto, o algoritmo acima descobre uma valoragao
com a propriedade desejada para uma férmula 3-CNF com m cldusulas usando O(m?) instrugdes.

Mais que isso pode ser dito nesse caso. A probabilidade de uma execugao exceder muito o tempo
esperado é pequena. De fato, usando a estimativa para uma variavel geométrica dada no exercicio

3.5, pagina 118, a probabilidade do nimero de itera¢oes ultrapassar duas vezes o valor esperado é

1 )2m+15

P[Zz>2 16]<(1-——
[ m+16] ( m+8

<0,14

para todo m. Para m > 50, o nimero de iteracdes do laco ultrapassa mlog(m) com probabilidade
menor que 0,029 e ultrapassa m? com probabilidade menor que 0,0000000000000000001 3.

ALGORITMOS APROXIMATIVOS Sao algoritmos que encontram solu¢des aproximadas para proble-
mas de otimizagdo. Para O < a < 1, uma a-aproximagao ¢ uma garantia de que o valor respondido
pelo algoritmo é no maximo o valor 6timo oprt e pelo menos a - opr. Os algoritmos aproximativos
sao muito estudados em teoria da computacao pois, dentre outros fatos, podem levar a resultados
surpreendentes como, por exemplo, o de que uma (7/8 + €)-aproximagao em tempo polinomial para
MAX-E3SAT, para qualquer € > O, implicaria em P = NP. Assim, supondo que P = NP nao temos algoritmo
eficiente para o Max-E3saT e 0 melhor que poderemos fazer é encontrar um algoritmo aproximativo
eficiente que, no pior caso, garanta uma valora¢ao que satisfaca 7/8 do numero maximo de clausulas

que possam ser satisfeitas.
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3.2.2 CORTE GRANDE EM GRAFOS

Dado um grafo G = (V,E), queremos determinar um corte com muitas arestas em G. Recordemos
que o corte definido por A C V em G é o subconjunto de arestas V(A) = {{i,j} € E: i € Aej € A}
Assumimos, sem perda de generalidade, que V={1,2,...,n}.

Consideramos o espacgo amostral €2 := {0,1}” munido da medida uniforme, assim um subcon-
junto aleatério A C V é identificado pelo ponto amostral (x;,...,x,) € (2, isto é, para cada vértice

i€eV,se x;=1entdo i € A, senao i € A. O numero de arestas no corte é a variavel aleatéria

IV(A)l = Z Ly jjev(a)
{i,jeE
cuja média é |[E|-P[{/,j} € V(A)]. Temos {i,j} € V(A) se, e s6 se, x; # x; 0 que ocorre com probabilidade

1/2, ou seja,
K
>

Se o valor médio do tamanho de um corte em G ¢ |E|/2 entao G deve conter um corte com pelo menos

E|V(A)

|E|/2 arestas. Com a mesma estratégia da secdo anterior, podemos transformar esse resultado num
algoritmo aleatorizado para determinar um corte grande em G, isto é, um corte com pelo menos

metade das arestas.

Instancia: grafo G sobre os vértices V={1,...,n} e com m arestas.
Resposta: A C V(G) tal que V(A) tem > & arestas.

1 repita

2 paracadaie{l,...,n} faga x,-<£{0,1};

3 A—{i:x;=1}

4 compute |V(A)|;

5 até que [V(A)| > F

6 responda A.

Algoritmo 36: 1/2-aproximagao para MAX-CUT.

A analise desse algoritmo é analoga a da secao anterior. As linhas 2 a 4 tém custo de execugao
proporcional ao tamanho do grafo n+ m. O numero total de instru¢oes executadas é uma variavel
aleatéria que depende do numero de rodadas do lago. O numero de rodadas do lago até que ocorra
um sucesso (|[V(A)| > 5) é uma variavel aleatéria Z ~ Geom(p), cuja esperanga ¢ EZ = 1/p.

Seguindo a mesma dedugao da secao anterior, equagodes (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24) com M o
maior natural estritamente menor que m/2, temos

m—M 1
2m—2M > m+2

p=
portanto, o numero esperado de rodadas do lago da linha 1 é < m+ 2.
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O custo esperado para uma rodada do algoritmo é O(m(m + n)) para um grafo com n vértices e
m arestas. A probabilidade com que o algoritmo realiza pelo menos km rodadas até parar é P[Z >
km]=(1-1/(m+2))*™! para todo k. Para k = m essa probabilidade é menor que 0,00019 para todo

grafo com m > 10 arestas. Para m > 90 a probabilidade é menor que 5 x 107,

Problema computacional do corte maximo em grafos (max-cur):

Instancia: um grafo G.

Resposta: o tamanho |[V(A)|, para algum A, do corte maximo.

Para esse problema nao é conhecido algoritmo eficiente e o algoritmo acima é uma 1/2-aproximacao,
pois determina um corte cuja quantidade de arestas esta entre (1/2)opt e o valor 6timo opr. Uma
(16/17 + ¢)-aproximagao em tempo polinomial para max-cur, para qualquer € >0, implica em P = NP
(Hastad, 2001).

Existe um algoritmo deterministico eficiente de 1/2-aproximacao para esse problema. Comeca-
mos com uma particao arbitraria dos vértices do grafo dado G = (V, E) e movemos um vértice de cada
vez de um lado da particao para o outro se isso melhora a solugao, até que nao haja mais movimen-
tos que melhoram a solu¢ao. O numero de iteragdes é no maximo |E| porque o algoritmo melhora o
corte em pelo menos uma aresta em cada movimento. Quando o algoritmo termina, pelo menos me-
tade das arestas incidentes em cada vértice pertencem ao corte, pois, caso contrario, mover o vértice

melhoraria o corte (verifique). Portanto, o corte inclui pelo menos metade das arestas.

3.3 DISTRIBUICAO E ESPERANCA CONDICIONAIS

Sejam (£2,P) um espago de probabilidade, A um evento desse espago com probabilidade positiva
e X um variavel aleatdria real e somavel (ou apenas nao negativa). A esperang¢a condicional da

variavel X dado A € o valor médio de X com respeito a lei condicional

E[X|A]= Z X(@)P(w) = ZX(w)ﬁE(X; = E[Q'AH)A]. (3.25)

we weA

Pelo corolario 3.29, item 4, se X é somavel entao X - 1, também ¢é logo E[ X | A] < +o0. Dito isso, se X

tem esperanga bem definida, entao podemos reorganizar os termos da soma e concluir que

E[X|A]:ZrIP’[X:r|A].
r
Por ser uma média de uma variavel aleatéria com respeito a uma distribuicao, a esperanga condicio-

nal usufrui das mesmas propriedades da esperanca.

Exercicio 3.41 (propriedades da esperanga condicional). Prove que se X e Y sao somaveis, A um evento

de probabilidade positiva, B um evento qualquer e a, b € R, entao
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1. E[a|A]=a.

2. E[1g|A]=P(B|A).

3. Se X< Yentao E[ X |A]<E[Y]|A]

4. E[aX+bY|A]=aE[X|A]+bE[Y]|A].

5. Se X e A sao independentes entao E[ X | A]=E X e E[XY|A]=E[X|A]-E[Y|A].

Nesta secao sera conveniente definirmos o suporte da variavel aleatéria X: {2 — S como os pontos

de (S,Px) com probabilidade positiva

Ry = {XESZ I)P:(X)>0}.

Se X e Y sao duas variaveis aleatorias de (£2,IP) e y € Ry entdo a distribui¢ao condicional da

variavel aleatéria X dado que ocorre o evento [Y = y] é

B )=PX=x]Y=y]

para todo x. Claramente, valores diferentes de y podem resultar em distribui¢oes condicionais di-
ferentes. Agora, para uma variavel aleatdria real e somavel X, a esperanca condicional de X dado

[Y = y], para qualquer y € Ry, é dada pela equagao (3.25), ou seja, vale que

E[X|Y=y]= Z r P (r).

XY=
rexq)

Se X é somavel, y € Ry e se olharmos para E[X|Y = y ] como um fung¢ao de y, digamos {: R > R

dada por
E[X|Y=y], seyeRy
Ply) = o
0, caso contrario,
entao a funcao
E[X] Y] := $(Y)

é uma variavel aleatéria que passamos a chamar de esperanga condicional de X dado Y e para todo
we
E[X]Y](w) = ¥(Y(w)) = E[X]Y = Y(w)]

O valor E[X|Y](w) é a média ponderada dos valores X(v) sobre todo ponto amostral v € 2 tal que
Y(v) = Y(w).
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Por exemplo, se um dado equilibrado é lancado duas vezes e X e Y sao os valores obtidos e S := X+Y

e P:= XY, entdo usando a definicao temos

12

E[S|X:2]:ZrP[S:r|X:2]:11/2

r=2

¢ 36
E[P|Y:1]:ZrIP’[P:r|Y:l]:7/2

r=1

embora as esperangas possam ser calculadas de maneira mais facil usando as propriedades do valor
médio. Por exemplo, para a soma temos E[S|X=2] =E[X|X=2]+E[Y|X=2]=2+EY =2+
7/2; para o produto temos E[P|Y=1]=E[XY|Y=1]=E[X|Y=1]E[Y|Y=1]=E[X|Y=1]=7/2.
Ainda usando a definicao temos E[X|S =5]= Zle rP[X=r|S=5]=5/2.

O valor de E[S|P](3,5) é o valor médio da soma S sobre todo par (x,y) tal que P(x,y) = x-y =
15 =P(3,5), a saber, os pares (3,5) e (5, 3). Como ambos somam 8 o valor médio é E[S|P](3,5)=8. O
valor de E[S | P](1,4) é o valor médio da soma S sobre todo par (x, y) tal que P(x,y) = x-y =4 =P(1,4),
a saber, os pares (1,4), (2,2) e (4,1). O primeiro e o tltimo somam 5 e o segundo par soma 4, entao
o valor médio é E[S|P](1,4)=(2/3)-5+(1/3)-4 = 14/3. Escrevendo de outro modo, se P = 15 entao
os resultados dos lancamentos sao (3,5) ou (5, 3), para os quais S = 8, de modo que

E[S- 1151 8(2/36)

E[S[P](3,5) = $(P(3,5)) = b(15) = E[S |P=15] = P[P=15] -~ 2/36 =8.

Se P = 4 entao os resultados dos langamentos sao (1,4), ou (2,2) ou (4,1), para os quais S = 5,4,5,

respectivamente, entao

B[S |P)2,2) = $(P(2,2) = hi4) = B[ s | p= 4] = 22RO E 030 28

A lei da variavel aleatéria E[S | P] esta dada na tabela 3.3.

P(P)=E[S|P]| 2 3 4 8 9 10 11 12
1 2 2 3

4 3 2 L

6 36 3 36 36

Slw W=
Ho| o
G|~
&l Ma

PMP) ‘ 36

W|

6

W

6

W

Tabela 3.3: distribuicao da soma de dois dados dado o produto.

Se E[X | Y] é uma variavel aleatéria entao podemos calcular o seu valor médio. No exemplo acima,
podemos usar a tabela 3.3 para concluir que E[E[S |P]] =E[{(P)] = 7. Lembremos o exemplo 3.17,

onde determinamos que ES = 7 e isso nao é uma coincidéncia. Suponhamos que X é somavel de
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modo que E[X|Y = y] é finita para todo y € Ry.

EX = pr[x:x]

:Zx ZP([X:X]H[YZY])
X y
:ZZX]P’[X:le:y]]P’[YZY]
Xy

=Y ) xP[X=x|Y=ylP[Y=y]
y X
=) E[X|Y=y]P[Y=y]
y
=) bIP[Y=y]
y
~E$(Y) = E[E[X| Y]]
pelo teorema de Fubini para séries (s.5). Essa deducao vale sempre que X > 0 ou X é somavel, nesse

ultimo caso E[ X | Y] também é somavel.

TeEOREMA 3.42 Se X é uma varidvel aleatoria somadvel, entdao a varidavel aleatoria E[ X | Y] é somdvel e

EX = Z]E[X|Y:y]IP’[Y:y]. (3.26)
Y€Ry

Ademais E[E[X|Y]]=E X. O

Notemos que fazendo X = 15 na equagao (3.26) a expressao que obtemos é o teorema da probabi-
lidade total, teorema 1.26, pagina 27.

Por exemplo, podemos usar o teorema acima para calcular o nimero esperado de lancamentos de
uma moeda equilibrada até sair coroa (ja calculamos essa esperan¢a no exemplo 3.21, pagina 134)
condicionando no resultado do primeiro langamento. Seja X o nimero de langamentos até sair coroa,

entao usando o teorema 3.42
1 1
E X :IE[X|X:1]IP’[X:1]+E[X|X>1]IP>[X>1]:§+E[X|X>1]§

e como uma variavel aleatdria com distribui¢ao geométrica nao tem memoria P[X=n+1|X>1]=

P[X = n] (exercicio 3.53, pagina 170), logo

E[X|X>1]:ZnIP’[X:n|X>1]:Zn]P>[X:n|X>1]

n>1 n=2
:Z(n+1)IP[X:n+1|X>1]:Z(n+1)IP[X:n]:E[X]+1
n>1 n>1
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portanto E X =(1/2) +(1/2)(E X + 1) donde concluimos que E X = 2. Ainda, podemos usar a mesma

estratégia para calcular E X?
ExzzEp@|X>ﬂ%+Ep@|x:Q%
1 1
=E(X+1)5+E[X*[X=1]5

:(EX2+2EX+1)1

273
1 1 1
“EX?PZ4+EX+=+=
2TEATSTS
1
“EX2Z+3
2+

portanto E X2 = 6.

3.3.1 DESALEATORIZACAO: O METODO DAS ESPERANCAS CONDICIONAIS

Vimos na pagina 69, no caso do algoritmo para a verificacdo do produto de matrizes, uma es-
tratégia que reduz a quantidade de bits aleatdrios usados naquele caso especifico sem comprometer
significativamente o desempenho do algoritmo. Nessa secao vamos ver uma estratégia mais genérica
que resulta num algoritmo deterministico mas cujo desempenho depende de conseguirmos com-
putar esperancas condicionais de modo eficiente. A seguir nds usaremos a notagao [X; = xq, X5 =
X2,...,X; = x;] com o significado de [X; = x1|N[X5 = x2]N--- N [X; = x;].

Seja f: S” — R uma func¢ao em que S é finito e que E f(X4,...,X,;) = u. Por exemplo, no max-
cut (Xy,...,X,)€r{0,1}" corresponde a uma biparticao nos vértices de um grafo de n vérticese f é o
numero de arestas no corte, nesse caso sabemos que E f é pelo menos metade do nimero de arestas
do grafo.

Determinar um ponto (xq,...,x,) € S" tal que f(xq,...,x,) > p fazendo uma busca exaustiva em
S” pode nao ser eficiente pois o conjunto pode ser muito grande. Entretanto, pode ser possivel
determinar tal ponto de modo eficiente quando for possivel computar as esperangas condicionais
E[f(X1,...,X) | X1 = X1,..., X; = x; ], para todo i, de modo eficiente.

Paracadai=1,2,...,n,dados xq,..., x; tais que E[ f(X1,...,X,) | X1 = x1,..., X; = x; | > u, temos pelo

teorema 3.42
E[E[f(xl,,XnHXl :xl,...,X, :xi,X,+1]] :E[f(Xl,...,Xn)|X1 :xl,...,X, :Xi] 2 PL

logo, pelo principio de primeiro momento, deve existir algum r em S para o qual temos o limitante
para o valor esperado E[f(Xq,...,X,)| X1 = Xx1,...,X; = x;, Xjz1 = r| > p assim, testamos (de modo efi-

ciente) para cada r € S se
?
E[f(Xl,...,Xn) | Xl = xl,...,X, = X,',X,-+1 = l"] = M.
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Repetindo essa estratégia para cada i ao final teremos (x3,..., x,) tal que f(x,...,x,) = |

MAX-E3SAT O problema que estudamos na se¢ao 3.2.1 é, dado uma féormula booleana 3-CNF C =
{Cq,...,C,,}, determinar uma valoragao (xq,...,x,) € {0,1}" para as variaveis V = {vy,...,v,} da for-
mula tal que (vy,...,Vv,) = (x1,..., X,) satisfaz pelo menos 7/8 das clausulas Cy,...,C,,. No algoritmo
aleatorizado sorteamos a valora¢ao uniformemente em {0, 1}" até que descobrirmos uma valoracao
com a propriedade desejada.

Agora, sejam Xi,..., X, €r{0, 1} variaveis aleatorias independentes que representam os resultados
dos sorteios. Definimos a fungao f(xy,...,x,) como o nimero de clausulas satisfeitas pela valoracao

(x1,...,x,) €{0,1}". Assim, como sabemos da secao 3.2.1

.
E f(Xq,...,X,) >§.

Aplicamos a estratégia de desaleatorizagdo da esperanca condicional para f. Se é dado (x3,..., x;) entao

ja sabemos os valores logicos das variaveis vy, v5,..., v;. Precisamos computar de modo eficiente

m
E[F(X1,..., X)) | X1 = X050, X = X3 Xjoq = 1] = ZE[IL[CF” | X1 = X100, X = X, Xpp = 1]
j=1
para r = 0 e para r = 1. Para r fixo, cada termo da soma no lado direito é calculada considerando

quatro casos:

1. se a valoragao parcial deixa 3 variaveis livres na clausula entao o valor esperado condicional de
IL[CJ-:I] é 7/8,

2. se a valoragao parcial deixa 2 variaveis livres na clausula entao se C; = 1 o valor esperado

condicional é 1, senao o valor esperado condicional de Lic,=1] é 3/4;

3. se a valoragao parcial deixa 1 variavel livre na clausula entao se C; = 1 o valor esperado condi-

cional é 1, sendo o valor esperado condicional de Lic,=1] €1/2;

4. se a valoracao parcial nao deixa variavel livre na clausula entao o valor esperado condicional

de Lic,=1 ¢ 0ou 1, valendo 1 se, e so se, a clausula esta satisfeita;

portanto cada termo é avaliado em tempo constante e em O(m) passos a soma fica determinada.
Realizada a soma para r =0 e r = 1, definimos x;,; como o valor de r para o qual a esperancga ¢ pelo
menos 7m/8.

Assim, a esperanca € calculada com custo linear em m e determinamos uma valoragao para cada

uma das n variaveis que, no final, satisfaz pelo menos 7m/8 clausulas com custo total O(nm).
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CORTE GRANDE Vejamos a aplicacao desse método no problema da secao 3.2.2 de determinar um
corte num grafo com pelo menos metade das arestas. Dado G = (V,E) com vértices V ={1,...,n} e
m arestas, o algoritmo aleatorizado sorteia (x3,...,x,) € {0,1}" para formar um subconjunto A ={i €
V: x; = 1}, se |[V(A)| > m/2 entao encontrou um corte grande, senao repete o sorteio. Esse algoritmo
pode ser desaleatorizado com o método da esperanca condicional e o resultado é um tao algoritmo
eficiente quanto o aleatorizado.

Definimos a fun¢ao f(xy,..., x,) := |[V(A)| em que (xy,..., X,) € 0 vVetor caracteristico do conjunto A
definido acima. Sejam Xj,...,X,, variaveis aleatérias independentes com distribui¢ao uniforme em
{0,1}, sabemos da secao 3.2.2 que

E f(Xq,...,X,) > g

Agora, aplicamos a estratégia dada acima para f. Se é dado (x3,...,x;) € {0,1 \, paral <i<n,
entao ja sabemos quais dos vértice dentre 1,2,...,i estao em A e vamos decidir se i + 1 fara parte
do conjunto A calculando as esperancas E[ f(Xq,...,X,)| X1 = x1,...,Xj;y=r]parar=0e parar=1;
para pelo menos uma dessas duas escolhas devemos ter a esperanc¢a condicional pelo menos m/2.

Para cada aresta com ambos os extremos em {1,...,i} ja sabemos se ela esta no corte ou nao e toda

outra aresta tem probabilidade 1/2 de estar no corte, portanto, para r € {0, 1} fixo

E[f(X1,...,Xp) | X1 = X1pee s X; = X Xjog = 1] = Z E[ﬂ[{j,k}em)} | X1 = x1,000, X5 = X, X1 = r]
{j,k}eE

e cada termos da soma é calculado considerando trés casos:

1. se j,ke{l,...,i+1} entao o valor esperado condicional para Li(j,k1ev(A)] ¢ 1 ou 0, valendo 1 se,
esose, {j,k}eV(A);

2. se j,ke{i+2,...,n} entdo o valor esperado condicional para 1 xjev(ay € 1/2;

3.sejel{l,...,i+1}eke{i+l,...,n},ouseke{l,...,i+1}eje{i+1,...,n}, entdo o valor esperado

condicional para 1; xjev(a) € 1/2.
Assim, a esperanca E[ f(X1,...,X,)| X1 = X1,...,Xj41 = X;41 | € calculada com custo linear em |[E| = m e
ao final de n passos determinamos (xy,..., x,) (ou seja, um conjunto A) tal que f(xq,...,x,) = m/2 (ou
seja, |[V(A)| = m/2) com custo O(nm).

3.3.2 SKIP LISTS

Uma skip list também é uma estrutura de dados para representar conjuntos dinamicos (Pugh,

1989). Essa estrutura de dados é uma colecao de listas ligadas que usa aleatoriedade para se compor-
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tar, em desempenho, como uma arvore de busca balanceada® e com a vantagem de ser mais eficiente
e mais facil de manter que uma arvore balanceada.

Numa skip list S mantemos um conjunto, que por abuso de notacao também denotamos por S,
de elementos de um universo U dotado de ordem total. Uma skip list pode ser descrita da seguinte
maneira: os elementos de S sao mantidos em uma lista ligada ordenada chamada lista do nivel 0 e
denotada por Sy. Dada a lista S; do nivel i (i > 0), definimos a lista do nivel i + 1, denotada S;, 1,
tomando um subconjunto aleatério de S; onde cada elemento é escolhido com probabilidade 1/2,
com as escolhas independentes. A lista ligada S;,; é ordenada e cada elemento seu aponta para sua
cOpia imediatamente abaixo no nivel S;. No ultimo nivel temos Sy, = @. Além dos elementos de S
mantemos dois sentinelas, 0 —co no comego de todas as listas e 0 +co no fim de todas as listas. A

figura 3.3 descreve um exemplo de uma skip list.

i
i

=) J67] >’%!>o
= >(39) [67] SIS
ES 23}{39] 63167 oG]

[-oof>{11}2{23}{39}{41}>{55}+63}6768}>99}>+ 0]

Figura 3.3: exemplo de uma skip list com 6 niveis que representa o conjunto
{11,23,39,41,55,63,67,68,99}.

As operacgoes de dicionario na skip list sao descritas a seguir.

busca: dado x € U, uma busca devolve um apontador para x € Sy ou para o menor elemento de
Sp maior que x, caso x ¢ S. O inicio da lista é dado por um apontador S para o sentinela
—co no ultimo nivel. A busca comeca em S, se o préoximo elemento da lista ligada no nivel
atual é menor ou igual a x entao a busca continua nesse nivel da lista a partir desse proximo
elemento, sendo desce um nivel se for possivel ou termina caso contrario. A figura 3.4 destaca

um exemplo de busca na estrutura da figura 3.3;

>Uma arvore binéria balanceada é uma 4rvore com raiz r cujas subarvores esquerda e direita satisfazem algum critério
de balanceamento como, por exemplo, as alturas diferem de no maximo 1. Um critério bom garante que a altura da arvore
é logaritmica no numero de elementos, o que faz uma busca ser rapida. Em contrapartida, toda alteragdo exige o esfor¢o

de recompor o balanceamento.
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!JV
{671 S
5] :
{671 oo

[—ool>{11 {23} >[39[41[55>{63]+{671+{68}>{99]+{+ ]

Figura 3.4: o caminho da busca por 55 na skip list da figura 3.3.

insercao: dado x € U a insercao de x em S coloca x no lugar apropriado da estrutura caso ele nao
esteja. Supondo que x ¢ S, uma busca por x na skip list determina a posicao do sucessor de x
em Sp. A insercao é feita na lista Sg e em seguida jogamos uma moeda, se der cara replicamos o
elemento na lista donivel 1 e jogamos uma moeda para decidir se ha inclusao no nivel 2, e assim
sucessivamente até sair coroa, quando paramos de replicar o elemento novo. Eventualmente,

teremos que aumentar o numero de niveis da skip list numa inser¢ao;

remog¢ao: dado um apontador para x € S uma remogao retira toda ocorréncia desse elemento da
estrutura; se o penultimo nivel for uma lista unitaria com o elemento removido entao o nimero

de niveis diminuira de um.

O numero de comparagdes realizadas por uma operagao de dicionario sobre uma skip list de-
pende do namero de niveis da estrutura, que é uma variavel aleatoria. Como S;,; é formado a partir
de S; escolhendo ou nao os elementos de S; com probabilidade 1/2, em média S;,; tem metade do
tamanho de S;, logo esperamos que o numero de niveis em S de cardinalidade n seja da ordem de
log>(n). Como os niveis mais altos sao esparsos esperamos caminhar pouco em cada nivel de modo
que, no total, esperamos que a quantidade de passos numa busca seja de ordem logaritmica no ta-
manho do conjunto. Vamos estudar essa estrutura de dados e para isso comecamos definindo alguns
parametros importantes. Fagamos n := [S|, a quantidade de elementos representados na estrutura de
dados.

Para todo x € S definimos a altura de x, denotada h(x), como o numero de sorteios realizados
quando da insercao de x. No exemplo da figura 3.3, h(55) =1 e h(63) = 3. A altura de x também é o

numero de copias de x na estrutura. Denotamos por H = H(S) a altura da estrutura S dada por
H(S) := max{h(x): xe S}
de modo que a skip list S é composta pelos niveis Sg,S1,...,Sy. No nosso exemplo H= h(67) = 5.
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As alturas definidas no paragrafo anterior sao variaveis aleatérias. Podemos computar a espe-
ranca da variavel aleatdéria H usando o fato dela assumir valores inteiros positivos, pela proposi¢ao
3.22, pagina 135,

log ]
EH=Y P[H>i]= Z P[H>i]+ Z P[H > i]. (3.27)
izl i=0 i>[log> n]

Claramente, h(x) ~ Geom(1/2) logo P[ h(x) = t] = (1/2)t1(1/2) para todo inteiro positivo t. Do exer-

cicio 3.5, pagina 118, concluimos que P[ h(x) > t] = 2-t. Reunindo essas informagoes
P[h(x) = t] = 27" =P[ h(x) > t]. (3.28)

De volta na equacao (3.27), na primeira soma no lado direto dessa equagao limitaremos trivialmente

a probabilidade tomando P[H > i] < 1, de modo que

[logp n]
Z P[H>i]<[logon]+1
i=0
e na segunda soma, para cada i
, , , 1\
B[H> i1 <P| | Jina>il[< Y Plato>i]< n(z)
xeS xeS

logo

1i
EH < [logon]+1+ Z n(z)

i>[logy n]

<[logonl+1+ n[Z(%)I -

1-— (1/2)[log2 n]+1
1-(1/2) )

1 \[log2n]
=[logon]+1+ n(E)

= [logzn'|+1+n(2—

<[logon]+2

ou seja, a estrutura tem altura esperada logaritmica no nimero de elementos de S, como numa
arvore balanceada de busca. Mais que isso, altura é logaritmica no namero de elementos de S com
alta probabilidade.

ProrosiGAO 3.43 Se S é uma skip list para um conjunto com n elementos entdao para a altura H = H(S)

valem

EH <log,(4n) e P[H > 2log>(n)] < 1/n.

160



DEMONSTRAGAO. Para a esperanca de H basta observar que log,(n) + 2 = log,(4n). Da equagao (3.28)
deduzimos que a probabilidade de um elemento qualquer de S ter altura maior que clog,n é
2-clogan = p=¢ para qualquer constante positiva c, portanto, a probabilidade de existir algum ele-

mento em S com altura maior que clog, n é

1 1
IP’[ U[h(x) > clog> n]] < Z]P’[h(x) > clogon]= n—=—3
X€S X€S
portanto, fazendo ¢ = 2 segue que P[H > 2log,(n)] < 1/n. O

Observagao 3.44 (sobre o tamanho da estrutura). Se N = Z,HZOIS,I é o tamanho da skip list, entao de
N =)  .sh(x), dalinearidade da esperanca e de E[ h(x)] = 2

EN = Z]E[h(x)] =2n. (3.29)

Notemos que de N = Zil |S;| ndo é imediato valer que EN = Z},E:T E|S;| por causa de independéncia
ou nao das variaveis envolvidas (veja o exercicio 3.63 no final deste capitulo). Pode-se provar que o

numero de itens N é O(n) com alta probabilidade e faremos isso na se¢ao 6.3.1. O

Para determinar o nimero de passos esperados numa busca sobre uma skip list n6s vamos limitar
numero de comparagoes feitas durante uma busca em dois casos: as comparagodes feitas nos niveis
mais altos e as comparagoes feitas nos niveis mais baixos da skip list. Nos niveis mais altos o nimero

de comparagdes é no maximo a quantidade total de elementos nesses niveis.

ProposicAo 3.45 O niimero esperado de comparagoes feitas nos niveis mais altos de uma skip list, do

nivel [log> n]+ 1 até o nivel H, durante uma busca é O(1).

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que esses niveis contribuem pouco com o custo da busca limitando

o custo da busca nesses niveis pelo numero total de elementos neles. Fagcamos

H
¢:=[logon]+1, p:=(1/2) e N := ZlS,l.
i=¢

Notemos que em Sy, Sy, 1,S¢2,..., Sy temos uma skip list para o conjunto Sy logo pela equacgao (3.29),

E[N’||S¢| = k] < 2k. Usando o teorema da esperanga total, equagao (3.26) na pagina 154, escrevemos

EN’ :;]E[N’

e como qualquer x € S ocorre em S, com probabilidade p, temos |S;| ~ b(n, p) de modo que
L n — (n
/) _ / _ k(1 _ ~\N—k k(1 _ ~\n—k
EN —kE_OE[N |Sg|—k](k)p (1-p) <2kg_0k(k)p (1-p)" "
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O somatorio corresponde ao valor esperado de uma variavel aleatéria binomial com parametros n e
p, entao E N’ < 2np. Ainda,

1 4 1 [log, n]+1 1 log> n
np=nf3) =n(3) <lz) -

portanto E N” < 2, ou seja, mesmo que uma busca percorra todos os elementos dos niveis Sy,..., Sy,

o numero esperado de comparagoes é limitado superiormente por uma constante. ]

O segundo passo da nossa analise é estimar o numero de comparagdes nos niveis mais baixos
onde se concentram a maior parte dos elementos. Nesse caso, veremos que a probabilidade da busca
ficar muito tempo num nivel é pequena, portanto, o tempo gasto é essencialmente determinado pela
altura da skip list. A ideia chave ¢é explicada no préximo paragrafo.

Seja x; < x> < --- < x,, a lista Sg e denotemos por y o elemento que esta sendo buscado. Supo-
nhamos que a busca tenha chegado em S; a partir de S;;; pelo elemento x;. Notemos que x; € S;;;
e seja X, € Sj;1 0 proximo elemento de S;,; depois de x;. Com essas hipoteses x; < y < x,,, e ne-

nhum dentre os elementos consecutivos Xj,1, X;;2,..., Xm-1 € Sg pertence a S;,;. Se a busca realiza t

Si+1 Xj ;Xm...
S, Xj > Xg, » Xa, > > Xa, > > Xm
Xz, —>

Figura 3.5: visao de uma busca no nivel S;.

passos em S; entao temos uma sequéncia x,,, X5,,--., Xz, COM 0s t maiores elementos de S; que sao
menores ou iguais a y, precedidos por x; e que ndo ocorrem em S;,1 (veja a figura 3.5); a sequéncia
Xj, Xay» Xayr-++» Xa, COM a configuragao descrita acima na skip list corresponde a lancamentos de mo-
eda que resultam em uma cara seguida de t coroas, ja que s6 o primeiro elemento da sequéncia é

replicadoem S, ;.

LEMA 3.46 Numa busca sem sucesso em S, o niimero esperado de comparagoes feitas no nivel i é O(1) para

cada i, 0 < i< [log,n].

DEMONSTRAGAO. Seja y o elemento buscado, S uma skip list e suponhamos que y ¢ S. Seja X; o
numero de passos dados pela busca em S;, para O < i < [log, n]. No exemplo de busca ilustrado na
figura 3.4, pagina 159, X5 = X4 =X,=X;=0,X3=1e Xg = 2.
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A quantidade elementos em S; menores ou iguais a y € uma variavel aleatéria que denotamos por

M;(y). Fixado i e condicionando a M = M;(y) o nimero esperado de passos no nivel i é

n
EX; = Z]E[Xi M= k]P[M= k]
k=1
Para todo k e todo ttal que 1 < k< ne O < t< ktemos X; =t, dado que M =k, se e s6 se 0s t
maiores elementos menores ou iguais a y em S; nao ocorrem em S;,1, mas o elemento que precede
esses t ocorre em S;,1 (tal predecessor pode ser o sentinela), logo

P[X,:t|M:k]<(%)t

de modo que usando (s.6¢) obtemos

k .
E[X; | M= k]—ZﬂP[x =jIM=k]<) 55 <2
j=0

e, entao,

EX_ZEX|M KIP[M = k] ZZIP’M k=2 (3.30)

ou seja, o numero esperado de passos no nivel i € no maximo 2. ]

Como nos niveis superiores vimos que sao O(1) comparagoes e nos niveis inferiores o numero de
comparacoes em cada nivel é constante, o numero total de comparacoes €, em média, proporcional a

log> n.

TeoreMA 3.47 O niimero esperado de comparagoes feitas por uma busca em uma skip list que representa

um conjunto com n elementos é O(log n).

DemonsTrAGAO. Dados uma skip list S e y, consideremos uma busca por y em S. Podemos assumir
y €S, pois isso resulta num limitante superior para o custo de uma busca.

Com a notagao do resultado anterior o nimero de comparacoes feitas pela busca no nivel i, con-
tando com a comparacao que faz o apontador descer um nivel (ou descobrir que x ¢ S achando

alguém maior) é X; + 1. O custo da busca nos O(log n) niveis mais baixos da skip list é

[logy n] [logz n]
E Z (X;+1) = Z EX;+1 < 3logsn
i=0 i=0
e o custo nos outros niveis da estrutura é O(1), logo o custo total é O(logn)+ O(1) = O(logn). O

No teorema 6.29 provamos que o tempo de busca é como acima com alta probabilidade.
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3.3.3 O METODO PROBABILISTICO REVISITADO E 22 MOMENTO

Seja X uma variavel aleatéria que assume valores nao negativos e com quadrado somavel (logo X

também é). Pelo teorema da esperanca total,
E[X?]=E[X?|X>0]P[X>0]+E[X?|X=0]P[X=0]

No entanto E[X? | X =0] = 0 o que nos leva a concluir que E[X?] = E[X?| X >0]P[X > 0]. Ademais,
usando a linearidade da esperanca condicionada nés obtemos de E[ (X -E[X| X > O])2 | X>0]>0
que E[X?|X>0] > E[X|X>0]°. Logo

E[X?]P[X>0]> (E[X|X>0]P[X>0])? = (E X)?

donde concluimos a seguinte desigualdade enunciada no teorema abaixo.

TeoREMA 3.48 (PRINCIPIO DE SEGUNDO MOMENTO) Seja X uma varidvel aleatoria que assume valores ndo

negativos e com quadrado somdvel. Entdo

P[X>O]>$§gj (3.31)

se E[X?]=0. O
Além disso, se X > 0 assume valores inteiros, entao E X = E[X| X >0]P[X > 0] donde

P[X>0]<E X (3.32)

mais que isso, de EX =} ;- iP[X = i] temos, para todo inteiro t > 1, que EX >} - iP[X =i]>

t) ;> P[X=1i], ou seja,
EX
PX>t]<— (3.33)

uma desigualdade de primeiro momento (exercicio 3.37, pagina 145) que é um caso particular da
desigualdade de Markov (eq. (6.1), pag. 306).

Exemplo 3.49 (hashing). Tomemos uma familia de func¢oes de hash H c MY 2-a-2 independentes, isto

é, tais que
1

P ([h() =iln[h(y)=]j]) = M2’

para quaisquer x, y € U distintos e para quaisquer i, j € M = {0,...,m—-1}. Sejam S CMe X a

(3.34)

quantidade de elementos de S que sao mapeados em 0. Por (3.32) acima

S
PX>1]<EX = 2
m
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Agora, se escrevemos X como soma das variaveis aleatoérias indicadoras dos elementos de S serem
mapeados no O, entao E X2 é a soma sobre todo par (x,y), com cada coordenada em S, da probabili-

dade de ambos serem mapeados em O
E[X?]=) ) E[Leslyes]=) Plh(x)=0]) P[A(y)=0]h(x)=0]
X€S yeS x€S yes

usando o fato das imagens serem independentes

1 L1_ISlf, ISI=1\ _ISI{. IS|
E 2 = —_— — = — < — —
[X] Zm1-|_Zm m(1+ m \m1+m
X€S yeSs
Y#EX
e da equacao (3.31)
(EX)* _ ISl/m S|
P[X>1]> = =
| ] E[X2] 1+|S|/m [S|+m
reunindo as desigualdades
S| S|
—— < P[Xz20] < —.
S|+ m [X=0] m
Na secao 6.2.2 estudaremos com mais detalhes as familias de funcoes de hash. O

Exemplo 3.50 (tridngulos em grafos aleatorios). Trés vértices de um grafo definem um triangulo, de-
notado genericamente por K3, se todas as trés arestas definidas pelos vértice estao presentes. De-
notamos por G, , 0 modelo binomial de grafo aleatério obtido considerando o conjunto de vértices
V ={1,2,...,n} e cada par {u, v} esta presente no conjunto de arestas com probabilidade p. Uma
tripla de vértices {u, v, w} C V formam um triangulo no G,, , com probabilidade p>.

Consideremos uma enumeracao das triplas de vértices e X; a variavel aleatoéria indicadora de
presenca de triangulo na i-ésima tripla. Se X € a quantidade de tridngulos no G,, ,, o valor esperado

para numero de triangulos é

3,3

() (5)
- LR - -2

e vamos estudar essa esperanca quando p é dada em funcao de n. Tomemos p = n™® para uma

constante a > 0.

Se a > 1, entdo E X = O(n>3%) = o(1) quando n — oo, logo P[X >0] = o(1) pelo primeiro mo-
mento, ou seja, quase certamente G, , nao tem triangulo nesse caso.

Se o <1 entao EX — oo quando n — oo. A condicao E X — oo nao garante que que X > 0 com
alta probabilidade (veja o exercicio 3.79 no final do capitulo), entretanto se E X? = (1 + o(1))(E X)?,

entao pelo segundo momento temos P(X>0)=1-o0o(1).
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Vamos estimar a somatoria

(5) (5) (5)
Ex2=E||) x| |[=E Zx,2+Zx,.-xj :Z]E[X,Z]+ZIE[X,-XJ] (3.35)
i=1 i=1

i=1 i#j i#j

2

em que o ultimo somatodrio é sobre todo par de inteiros distintos 1 < i,j < m. Para cada i # j,
E[X;-X;]=P([X; =1]N[X; =1]) é a probabilidade das i-ésima e j-ésima triplas de vértice formarem
triangulos. Isso pode ocorrer de trés modos de acordo com o niimero de vértices em comum entre as

triplas

1. as duas triplas de vértices tém juntas 4 vértices e os tridngulos uma aresta em comum, nesse
caso P([X; = 1]N[X; = 1]) = p>;

2. as duas triplas tém juntas 5 vértices, um vértice em comum, nesse caso temos P([X; = 1]N[X; =
1]) = p5;

3. as duas triplas sdo disjuntas, nesse caso P([X; = 1]n[X; = 1]) = p°.

n

A contribui¢ao do primeiro caso para } ;,;E[X;-X;] € de no maximo (}) subconjuntos de quatro

i#j
;L J
vértices, em cada um ha (5) modos de escolher a aresta em comum, e as arestas ocorrem com proba-

bilidade p’; assintoticamente, (Z)(‘Z‘)p5 = O(n*p®) que é muito menor que (E X)?, isto é, o(1)(E X)?.

Nos outros dois casos E[X; - X;] = EX;-EX; = p® pois, como nao ha aresta em comum, as va-

riaveis sao independentes (teorema 3.14, item 6); a contribuicao para } ;,;E[X; - X;] é no maximo

Y EX LEX < (E X)2. Para o primeiro somatério no lado direito da equacao (3.35) usamos que
X? = X;, logo
(5)
E[X7]+ ) E[X;-X;] <EX+(1+0(1)(EX)?
i=1 i#j

entao do segundo momento obtemos

(EX)? (EX)?

X =0 - e < e T A o) EX)

o(1)

pois E X — oo, assim G, , contém tridngulo quase certamente.
Se p=cn~! (c >0 constante) entdo E X — c3/6, quando n — co. Nesse caso é possivel demonstrar

que X converge para a distribuicao de Poisson, em particular, lim,_,,P[X=0]= ec6, O

De um modo geral, se E X — 0, entao o primeiro momento garante que P[X > 0] = o(1) e dizemos
que X = 0 com alta probabilidade, ou quase certamente. Por outro lado, E X — oo nao significa que X >
0 com alta probabilidade (exercicio 3.79 no final do capitulo), entretanto se E X? = (1 + o(1))(E X)?,
entao pelo segundo momento temos P(X>0) =1-0(1) e dizemos que X >0 com alta probabilidade,

ou quase certamente.
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DISTRIBUICAO DE BOLAS EM CAIXAS Suponha que em m caixas distribuimos n = n(m) bolas de
forma aleatdria e seja X; variavel aleatoéria indicadora do evento “i-ésima caixa vazia”, para | =
1,2,...,m. A quantidade de caixas vazias X tem esperanca EX =Y ", P[X; =1]=m(1-1/m)" logo
(usando (d.1)) E X ~ me™™™ =1 se n = n*(m) = mlog(m). Vamos usar as desigualdades de momento
dadas acima para mostrar que se n € suficientemente menor que n*(m) entao quase certamente ocorre

caixa vazia e se n é suficientemente maior que n*(m) entao quase certamente nao ocorre caixa vazia.

LEMA 3.51 Suponha que, em m caixas, n = n(m) bolas sao distribuidas aleatoriamente, uniforme e inde-
pendentemente. Dado qualquer € > O constante, se n > (1 + €)mlog(m) entdo ndo hd caixa vazia com alta

probabilidade e se n < (1 —e)mlog(m) entdo ha caixa vazia com alta probabilidade.

DemonsTtraGA0. Dado € > 0, seja X a quantidade de caixas vazias e X; variavel aleatoria indicadora

de “i-ésima caixa vazia”, para todo i =1,2,..., m. O numero de caixas vaziasé X =) X;e
m 1 n
_ _ _ -\ = -n/m
EX_;]P’[Xi_l]_m(l m) = O(me"'m)
1=

e se n> (1+¢e)mlog(m) entdao E X = O(m~¢), portanto, pela equacao (3.32) vale P[X > 0] < Cm~¢ para

alguma constante C >0, ou seja, a probabilidade com que nenhuma caixa esta vazia é alta
P[X=0]>1-Cm™™ (3.36)

Por outro lado, se n < (1 —¢)mlog(m) entao E X = £2(m®) mas isso nao assegura que ha caixas vazias

com alta probabilidade. Nesse caso usamos segundo memento

E X2 = iE[X?H ZE[XI'XJ]
i=1

i#j
em que o ultimo somatorio € sobre todo par de inteiros distintos 1 < i,j < m, como em (3.35). Agora,
X2 = X;, por ser variavel indicadora, logo E[X?] = P[X; = 1] = (1 - 1/m)". Também, X;-X; é uma
variavel aleatéria indicadora do evento “ambas caixas estao vazias” e E[X; - X;] = P([X; = 1]N[X; =

1]) = (1 -2/m)", portanto

T (e A (e
BX (1= ) e mim-1(1-2) T (1-4) e m(1- )
~ 1 1 1
B i(l—l)_n+1 g 1 (1 1 )—mlog(m1’5)+1 g mE+1

m\= " m m\t T m

que tende a 1 quando m — oo. Usando a desigualdade (3.31) concluimos que a probabilidade de ter
nao ter pelo menos uma caixa vazia é

1

P[X:O]<1—m.

(3.37)
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Em resumo, temos das equagoes (3.36) e (3.37) que a probabilidade de nao haver caixas vazias é

P[X=0]= 1-0(1), sen>(l+¢)mlog(m),
o(1), se n< (1 -¢)mlog(m),

onde o(1) expressa uma fung¢ao (nao negativa) de m que tende a O quando m tende ao infinito. [

Do desenvolvimento acima temos que (1) se E X = o(1) entao P(X=0)=1-o0(1) e (2) se Xy,..., X,
sao variaveis aleatdrias de Bernoulli de mesmo parametroe X =) ; X; entao
E X2 :EX+ZE[X,~-XJ-] (3.38)
i#j
ese) . ;E[X;-X;]<(1+0o(1)(E X)? enquanto E X — oo, entdo P[X = 0] = o(1). Ademais
1-0(1), se EX =0(1),

P[X=0]=
o(1), se EX — oo.

Vamos aplicar esse principio no proximo exemplo.

CARGA MAXIMA NO CASO n = m Agora, suponhamos que n bolas sdo distribuidas aleatoriamente,
uniforme e independentemente, em m = n caixas. Seja X a quantia de caixas com pelo menos k bolas
e X; variavel aleatoria indicadora de ocorréncia de k ou mais bolas na caixa i, paratodoi=1,2,...,m.
Assim, X =) X,.

Ha () modos de escolher um conjunto de k bolas, as quais estdo numa caixa especifica com
probabilidade (1/n)k. Para as bolas restantes ignoramos o destino, portanto pelo corolério 1.5, pagina

10, a probabilidade de uma caixa ter pelo menos k bolas é
1\K k1 k
i seixni< ()2 <) 2
k/\n k ] nk k

PIX; = 1]>(n)(1)k(1_1)”k> 111

Ainda,

kI\n

K
LgExig(S),
ekk k

Ingenuamente, a transicao de X = 0 para X > 0 se d4 quando E X =~ n(e/k)¥ ~ 1, ou seja, quando

de modo que

klog(k) = log(n), portanto quando k ~ log(n)/log(log(n)).
Fazendo k = 4log(n)/(loglog(n)) temos E X = o(1), para n — oo. De fato,

P 4log(n) oaln
(S )k — elog lOg(n) < log lOg(n) loglog(n) — (elogloglog(n)—log log(n)) ljélgé(rl)
4log(n) log(n)

k
_ _ logloglog(n)
—e 4l°g(”)(1 loglog(n) ) =n

4logloglog(n)

—4+ loglog(n) < n—4(1+1/e) < n—2
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pois 4logloglog(n)/log log(n) tem valor maximo 4/e em n = e¢". Portanto, por (3.32), P(X > 0) <

EX < n-n2, istoé,
P[X=0]=1-o0(1)

de modo que com alta probabilidade a carga maxima numa caixa é O(log n/log(log n)).

Agora, se k = log(n)/(3loglog(n)) entao E X — oo, para n — oo. De fato,

k log(n) log(n)

log(n) log(n)
(l )k _ ( 3 log log(n) ) 3loglog(n) S ( log log(n) ) 3loglog(n) — (eloglog log(n)—loglog(n))?ml)(;glig(n)

_ log(n) ( 1- logloglog(n) ) _ n_%(l_ logloglog()n) )

loglog(n)

de modo que EX>n- n~1/3+logloglog(n)/loglog(n) — 2/3+0o(1)

loglog(n

Para calcular E X? usamos a linearidade da esperanga como na equacao (3.38) e temos

EX? =EX +n(n—1)E[X;-X]

para quaisquer i # j e precisamos estimar a probabilidade

E[X;-X;]= ([X A =1]) nan kl( )(n kl)(i)k1+k2(l_%)n—k1—k2.

k1 =k ko=k

Comecamos com algumas simplificacoes

DI o & R ) I (R

ki=k ka=k
1\-2k [ n

<(1-2) Y [bartk) Y btk
k1= ko=k

Porém, E X; = Zgzkbn’%(x), logo

E[xi-xj1<(1%)2ki[ (k1) Zb ]=(1%)2k<Ex,~><Exj>

ki=k

e o valor esperado de X2 é limitado por
1 -2k 1 -2k
Ex2<EX+¥@——) @xg@x»:EX+@——) (E X)2.

n n
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Finalmente, usando a desigualdade de segundo momento, equacgao (3.31),

E 2

E[;g si- : 2k
1 1\
—+(1—3)

P[X=0]<1-
EX

mas 1/EX — 0e (1-1/n)=2k =~ e2k/n — 1, pela escolha de k, donde concluimos que P[X =0] = o(1)
ou seja, a carga maxima é 2(log(n)/log(log(n))) com alta probabilidade. Resumindo, a probabilidade

de nao haver caixas com pelo menos k bolas é

P[X=0]= 1-o0(1), sek > 4log(n)/loglog(n),

o(1), se k < log(n)/3loglog(n).

3.4 EXERCICIOS

Exercicio 3.52. Considere os eventos A e B de um espaco de probabilidade. Verifique as identidades
1. Taug =1a+1g—1Tans.
2. Iz=1-1,.
3. ACB =1, < 1.
4. Ipng=1a-1g.

Exercicio 3.53 (varidveis geométricas nao tém memoria). Sejam X ~ Geom(p) uma variavel aleatoria,
t > 0e n > 1 dois numeros inteiros. Prove que P[ X=n+t | X>t]|=P[X=n]equeP[X>n+t| X>
t]=P[X>n].

Exercicio 3.54. Prove as seguintes propriedades para variaveis aleatérias discretas.
1. SeP[X<Y]=1lentaoEX <EY.
2. SePla<X<b]=1entao a<EX < b.
3. Se X>0eEX =0entao P[X=0]=1.

Exercicio 3.55. Considere o espago produto (2,P) obtido de (€2;,P;) para 1 < i < n. Seja X; a variavel
aleatdria “projecao na i-ésima coordenada” definida em €2 dada por X;(ws,...,w,) = w;. Prove que

X1,...,Xp sa0 mutuamente independentes e que Py, = P;.

Exercicio 3.56. Prove que Xj,..., X, sdo variaveis aleatérias independentes de 2 em S se, e somente

se, a distribuicao do vetor aleatério (X4,...,X,) sobre S” é uma medida produto.
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Exercicio 3.57. Seja  uma permutagao de {1,2,...,n}. Para todos 1 < i< j < no par (i,j) determina
um inversao de 7 se (i) > 1(j). Determine o nimero esperado de inversdes numa permutacao

escolhida ao acaso.

Exercicio 3.58. Cada um dos n > 1 convidados de uma festa entrega seu chapéu na chapelaria da
recep¢ao. Quando a festa acaba o recepcionista devolve os chapéus aos convidados em uma ordem

aleatoria. Qual é o numero esperado de convidados que recebem seu proprio chapéu de volta?

Exercicio 3.59. Nesse exercicio vamos deduzir a esperanga de uma varidvel binomial sem recorrer a
linearidade da esperanca. Primeiro prove que vale a seguinte identidade entre coeficientes binomiais
oy _ o on-1 ~ : K1 — k-1

i(7) = n(""]). Agora, use essa identidade para provar que E[YK] = npE[(X + 1)k=1] vale para X ~

b(n-1,p)e Y~b(n,p),comn>0e pe(0,1). Concluaque EY = np.

Exercicio 3.60. Sejam U e M conjuntos finitos. Uma familia de func¢des H C MU que quando munida
da medida uniforme satisfaz
1
[h(u)=i]=—, paratodo ue U e paratodoieM (3.39)
her H |M|

nao ¢ suficiente para garantir um bom comportamento da familia de fun¢oes de hash numa tabela de
espalhamento. Verifique que a familia H formada pelas |M| fung¢es constantes satisfaz (3.39). Nesse

caso, toda h € H resulta no pior caso?

Exercicio 3.61. Projete um algoritmo aleatorizado que recebe uma lista de n nimeros e devolve o
k-ésimo maior elemento da lista. O nimero esperado de comparagoes deve ser O(n). Determine a
probabilidade com que o algoritmo faz mais que O(nlog n) comparagoes (dica: use o particionamento

do quicksort).

Exercicio 3.62. Dado um conjunto de n nimeros e um real positivo ¢, tome uma amostra aleatoria

de O(logn) elementos e ordene-os usando O(log nloglogn) comparagdes. Prove que o resultado é

uma e-aproximagio da mediana dos nimeros dados com probabilidade de erro no méaximo n~2.

Uma e-aproximag¢ao da mediana é um elemento cujo posto (definido na pagina 52) esta no intervalo
[(1-¢)n/2,(1+¢€)n/2].

Exercicio 3.63. Considere o espago amostral
2:={(1,23),(1,3,2),(21,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3) }

e as variaveis aleatorias X;(w) que da a i-ésima coordenada de w, para i =1,2,3 e todo w € 2. Prove

que
* paratodos i,j€{1,2,3} vale P[X;=j]=1/3;
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* as variaveis X; nao sao independentes.

Seja N uma variavel aleatoria sobre {1, 2,3} com a mesma distribuicao de X,. Prove que

N EN
E Zx,- " ZE X,
i=1 i=1

Exercicio 3.64 (linearidade da esperanca para soma enumerdvel). Prove que se X1, X,,... sao variaveis

aleatorias e } ;-1 E|X;| converge,entio E) -1 X=)} ;-1 EX;.

Exercicio 3.65. Verifique que a hipdtese de convergéncia é necessaria no exercicio anterior. Para tal,

considere o espaco de probabilidade (N,P) com P(n) = 27" e as variaveis aleatorias

2", sej=n,
Xnl) =4¢-2"1" sej=n+1,
0, caso contrario.

1. Mostre que E X, =0 para todo n > 1.
2. Tome X =} -, X,. Determine X(1),X(2), X(3),....
3. Usando o item anterior determine E X =} 3 X(n)P(n).

ConcluaqueE) X, =) ,EX,.

Exercicio 3.66. Na segao 3.1.2, pagina 131, foi dito que se um tabela de espalhamento usa um fungao
aleatéria entao o niimero esperado de colisdes para S fixo é (5)(1/m) = n(n—1)/(2m) de modo que se
m = n? entdo E C < 1/2 e, de fato, nao ha colisdo com probabilidade pelo menos 1/2. Portanto, se
S é um conjunto estatico podemos sortear uma fungao até que encontremos uma que nao ocasiona
colisoes para elementos de S. Escreva um algoritmo aleatorizado que dado S encontra uma fungao de
hash h perfeita. Determine a complexidade desse algoritmo. E possivel usar o método das esperangas

condicionais nesse caso?

Exercicio 3.67. Prove que para cada inteiro n > 4 existe uma coloragao das arestas do grafo completo
com n vértices com duas cores de modo que o niamero total de cépias monocromaticas de um grafo
completo com 4 vértices é no maximo (})27°. Escreva um algoritmo aleatorizado de tempo polino-
mial em n que descobre uma coloragao como descrita acima. Mostre como construir tal coloragao

deterministicamente em tempo polinomial usando o método de esperancgas condicionais.

Exercicio 3.68. Um conjunto independente em um grafo G = (V,E) é um subconjunto de vértices

U C V tal que nao ha arestas de E formada s6 por vértices de U, isto é, U ndo contém os dois vértices
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de qualquer aresta do grafo. Por exemplo, no grafo da figura 2.4, na pagina 64, {2,6} é um conjunto
independente, assim como {2,5}, entretanto {1,2,5} e {2,5,6} nao sao conjuntos independentes.
Considere o seguinte algoritmo para computar um conjunto independente: dado G = (V,E) com

n vértices e m := |E| > 0;
1. inicie com U vazio;
2. para cada v eV, acrescente va U com probabilidade p;
3. para cada e € E com ambos extremos em U, remova um dos extremos de U.

Determine um limitante inferior para a cardinalidade esperada para U em fungao de p, n e m.
Conclua que, para uma escolha 6tima de p, todo grafo tem um conjunto independente de tamanho
pelo menos n?/(4m) vértices. Escreva e analise um algoritmo Las Vegas para determinar um conjunto

independente de cardinalidade maior ou igual ao valor acima.

Exercicio 3.69. Considere o seguinte algoritmo para computar um conjunto independente: dado G =
(V,E);

1. inicie com U vazio;
2. tome um permutacao 7 de V;

3. percorra os vértices de G na ordem definida pela permutacao 1 e para cada v €V, se v nao tem

vizinhos em U acrescente v a U.

Prove que U construido dessa maneira é independente em G. Escreva um algoritmo aleatorizado

baseado na ideia acima e que determina um conjunto independente cuja cardinalidade esperada ¢é

em que d(u) é o grau do vértice u em G.

Exercicio 3.70. Prove as seguintes identidades para esperanga condicional. Se X, Y e Z sao variaveis

aleatorias sobre um espaco de probabilidade discreto entao
E[X|Z]=E[E[X|Y,Z]|Z].
Ademais, se f e g sao fungoes de variaveis reais

EE[f(X)g(X,Y) [ X] = E[f(X)E g(X,Y) | X].
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Exercicio 3.71. Sejam X e Y variaveis aleatdrias discretas e reais. Prove que para qualquer funcao
h:Y(Q2) >R
E (X-E[X|Y])* <E (X-h(Y))®

ou seja, E[X|Y] é a funcao de Y que melhor aproxima X no sentido de ter o menor erro quadratico
meédio. Agora, prove que vale a igualdade se, e s6 se, existe uma funcao g: Y(€2) — R tal que g(Y) =
E[X]Y] com probabilidade 1.

Exercicio 3.72. Escreva um algoritmo Las Vegas que recebe uma férmula booleana CNF C; A ---A C
em que cada clausula tenha exatamente k literais e encontra uma valoragao que satisfaz m(1 — 27k)
clausulas. Escreva uma versao desaleatorizada usando o método da esperanga condicional. Analise

o tempo de execugao dos algoritmos.

Exercicio 3.73. Um grafo dirigido é definido por um par de conjuntos finitos (V,E) em que V é o
conjunto de vértices do grafo e E o conjunto de arestas, cada aresta é um par (u,v) € Vx V. Dizemos
que x alcanga y em G se existe um caminho dirigido® dirigido de x para y no grafo G.

Dada uma férmula booleana 2-CNF @, defina o grafo dirigido G = G(®) com 2n vértices dados
por x e —x para cada variavel x de ® e cada clausula C = ¢; V ¢, contribui com exatamente duas
arestas: (=€1,¢>) e (—€>,€1).

Demonstre a seguinte afirmacao: A formula 2-CNF ® nao é satisfazivel se, e somente se, existe uma
varidvel x de ® tal que x alcanga —x e —x alcanga x.

Use a afirmacao acima para projetar um algoritmo eficiente para 2sar.
Exercicio 3.74 (lei de grandes desvios para varidveis aleatorias binomiais). Sejam X; ~ Bernoulli(1/2)
variaveis aleatdrias independentes 1/2 < o < 1 um real. Seja S,, = X; +---+ X,,. Verifique que

1 n! n+1 n!
2n TanTin—Tanl S Eon 2 @n ) S o e Tan])

e conclua, usando a aproximacao de Stirling, que

lim 1IP’[Sn >an]=-l(a)

n—oo N

onde l(a) = aloga + (1 — a)log(l — a) + log 2.

Exercicio 3.75. Sejam A > O real e (p,) uma sequéncia de reais em [0, 1]. Prove que

e MK
k!

%Um caminho dirigido ¢ dado por uma sequéncia de vértices x = vg, vi,Vs,...,V = y em que vértices consecutivos

. n —
lim (k)pnk(l —pn)" N =

n—oo

formam aresta, (v;, vj;1) € E.
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Exercicio 3.76. Suponha que temos uma fonte de bits aleatdrias que responde O com probabilidade
p€(0,1) e responde 1 com probabilidade 1 — p, independentemente. Escreva um algoritmo que usa
essa fonte responda O ou 1 uniforme e independentemente. Calcule o tempo esperado de execucao

em funcao de p.

Exercicio 3.77 (Raab e Steger, 1998). Assuma que n bolas sao guardadas ao acaso em n caixas. Seja X

a quantia de caixas com pelo k bolas e X; variavel aleatoria indicadora de ocorréncia de mais que k

bolas na caixa i, parai=1,2,...,m.

1. Prove que E X; = (1 +o(1))b, 1 (k). Uma sugestao ¢ que EX; =P[X; =1]=}_,b_1(x) e asoma

acima pode ser estimada da seguinte maneira

n bn,l(k-"l) b i(k+2)b, 1(k+1)
;bn,ﬁ(x):bn}j(k)(l+ b1 () ;(k+1) b (0 4o
b,i(n) b,i(n=1) b, i(k+1)
Tb, 1 (n-1)b,1(n-2) by )
b, 1(x+1)

=¢(n, k) <1 (e nao depende de x).

e se x > k entao
%(X)

n,

2. Prove, usando as informagoes em (d.2) e (d.3) do Apéndice, que se k = alog(n)/log(log(n))

1-a+o0(1)

entao EX =n e conclua que

o seO<axl
EX — .

0 sea>1

3. Prove se k = alog(n)/log(log(n)) entao

1-0(1) seO<axl
P[X>0]= .
o(1) sea>1

Exercicio 3.78. Prove que se distribuimos ao acaso n bolas em m caixas e n < (2/e)mlog(m) entao com

alta probabilidade o maior nimero de bolas em uma caixa é

4log(n)
log(% log(n))'

Exercicio 3.79. Para uma estrutura aleatoria S, ,, a fungao de probabilidade p*(n) ¢ uma fungao

limiar para a propriedade P se

o(1) se p(n) = o(p*(n))

P S, ,tem P
[ p tEM ] 1-0(1) sep‘(n)=o(p(n))
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ou seja, Sy, , quase certamente nao tem P quando p < p* e quase certamente tem 7P quando p > p".
Ou ainda, a fungao € limiar se ocorre o inverso, ou seja, S, , quase certamente tem P quando p < p*

e quase certamente nao tem P quando p>> p°

1-0(1) sep(n)=o(p*(n))

P|S,,tem P |=
[ p tem ] o(1) se p*(n) = o(p(n)).

A fungao p* marca uma transi¢ao de fase entre nao ter a propriedade e ter a propriedade.

No exemplo 3.50 a fungdo p*(n) = n~! é chamada de funcao limiar para propriedade “conter tri-
angulo”. Seguindo o exemplo 3.50, mostre que n~%/3 é uma funcao limiar para “G,, , contém subgrafo
completo com 4 vértices”. Em seguida, considere o grafo H dado pela figura abaixo. Prove que se
n~?3 > p = p(n) > n~3/* entdo o nimero esperado de copias de H em G, , tende ao infinito, entre-
tanto, o numero esperado de subgrafos completos com 4 vértices em G, , tende a 0. Conclua que

quase certamente G, , nao contém H.

176



COMPUTACAO PROBABILISTICA

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Notas de aula por J. DONADELLI (CMCC—UFABC)

Modelos de Computacao . . . . . . . . o v vttt e e e e 178
4.1.1 Maquinasde Turing . . . . . . . . i i i e e e e e 180
4.1.2 Modelo RAM e algoritmos eficientes . . . . . . . . .. ... ... . ... 185
4.1.3 Circuitobooleano. . . . . . . . . L 187
Classes de complexidade de tempo polinomial . . . . ... .. .. ... ......... 189
4.2.1 Classes probabilisticas . . . . . . . . . . . .. e 193
4.2.2 BPPCP/poly . . . . e e e e e e e 199
4.2.3 BPP esta na Hierarquia Polinomial . . . . . .. .. ... ... ... ........ 200
Sistemas probabilisticosde prova . . . . . . . . L e e e 204
43.1 AclasseIP . . . e 206
4.3.2 Sistemas de prova com bits aleatérios publicos . . . . ... ... ... ..... 210
Criptografia . . . . . . . o i e e e e e e e 213
4.4.1 Funcaounidirecional . . . . . . . .. .. L L e 214
4.4.2 Geradores pseudoaleatériosseguros . . . . . . . . e e e e e e 217
4.4.3 Criptografiadechavepublica. . .. .. ... ... ... .. .. .. ........ 221
4.4.4 Provas comconhecimentozero . . . . . . ... .. ... 225
4.45 NP C CZK se fungoes unidirecionaisexistem . . . . . . . .. ... ... ... ... 231
Provas naturais . . . . . . . . . . e e e e 234
4.5.1 Geradores de fungodes pseudoaleatérias . . . . . . . ... oL 234
45.2 Umaprovanatural . . . . . . . . . . e e e 234
Exercicios . . . . . . . e 234

177



4.1 MODELOS DE COMPUTACAO

Esta secao é dedicada a apresentacao de modelos de computacao de maneira resumida e informal.
O leitor interessado em aprender mais sobre esses modelos que apresentaremos sugerimos o texto de
Savage (1998).

A Maquina de Turing, proposta por Alan Turing, e o A-calculo, proposto por Alonzo Church,
foram os primeiros modelos formais de computacao que capturam o conceito do que intuitivamente
os matematicos chamam de algoritmo. Esses modelos pioneiros, o modelo genérico dado por uma
linguagem de programacao (pela linguagem C por exemplo) e outros como o modelo formal RAM,
sao equivalentes no sentido de que tudo que pode ser computado em um também pode ser no outro.
Simulagoes entre modelos formais e um modelo genérico sao possiveis e nao ha muita perda de
desempenho sob condi¢oes razoaveis o que torna o estudo de classes de complexidade independente
do modelo adotado.

Os modelos formais de computagao ajudam na compreensao das dificuldades inerentes de se
resolver problemas computacionais, tém a vantagem de serem mais simples e bem definidos que
as linguagens de programacao e a desvantagem de serem mais dificeis de descrever um algoritmo
especifico.

A especificagdo de um modelo de computagao inclui uma descricao do que é um dispositivo
(maquina ou programa) do modelo, como uma entrada é apresentada, o que é permitido para o
dispositivo do modelo calcular para que a saida seja obtida a partir da entrada. Além disso, o modelo
deve fornecer uma nocgao de passo elementar de computagao da qual derivamos medidas de tempo de
execugdo do dispositivo. O tempo de execu¢ao de um dispositivo do modelo com uma dada entrada
€ o numero de passos elementares necessarios para concluir uma computagao. Em geral, o tempo de
execucao é dado como fungao do tamanho da entrada segundo algum critério como, por exemplo, o
de pior caso.

Vimos que um problema computacional é caracterizado por uma tripla (Z,0,R) em que 7 denota
o conjunto das instancias (entradas) do problema, O o conjunto das respostas (saidas) e R ¢ Z xO
é uma relagdo que associa a cada instancia uma ou mais respostas. Uma solucao para um problema
computacional computacional é um dispositivo de computacao que computa uma funcaio AC R e
nesse caso dizemos que A é uma fun¢ao computavel. Usaremos a notacao funcional para denotar o
resultado de um processo computacional de modo que o dispositivo C com instancia x € Z responde
C(x) €.

Os problemas computacionais podem ser classificados em problemas de decisdo e problemas de
busca. Num problema de busca cada instdncia x de um problema esta associada a um conjunto
Ry ={y € O: (x,y) € R} das solugdes possiveis e que pode ser vazio. Uma solugio do problema é

uma funcgao computavel A tal que A(x) € R, sempre que R, # &, caso contrario A(x) := & (ou algum
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simbolo fora de O convencionado previamente).

Em um problema de decisao O = {sim,nao} e, usualmente, especificamos um subconjunto L C 7
tal que A(x) = sim se e somente se x € L; desse modo o problema é decidir se uma instancia qualquer
x pertence ao conjunto L. Por exemplo, o problema de decidir se um ntimero é primo tem Z como o
conjunto dos inteiros positivos e tomamos L como o subconjunto dos inteiros positivos e primos. O
teste em si € uma funcao computavel A que responde sim se x pertence a L, caso contrario responde
nao, isto é, decide se x é ou nao é um numero primo.

A Complexidade Computacional é uma disciplina que, dentre outros objetivos, classifica pro-
blemas em classes de complexidade com relagao a um modelo. Em geral, essas classes consideram
problemas computacionais de decisao. Isso se justifica pela simplicidade e porque, embora pareca
muito restritivo, para um grande classe de problemas de interesse os problemas de busca podem ser
reduzidos a problemas de decisao (Goldreich, 2008, teoremas 2.6 e 2.10). O seguinte exemplo ilustra

esse fendmeno.

Exemplo 4.1 (sat). O problema denominado por sat é o seguinte problema de decisao: dado uma
formula booleana @, existe uma valoragao das suas variaveis que a torna verdadeira? Nesse caso o
conjunto Z das instancias é a familia de todas as formulas booleanas sobre as variaveis xq, x5, X3,....
Como é um problema de decisao as respostas sao O = {sim,nao} e a relagao R é dada pelos pares
(®,sim) e (P’,nao) para cada P € T satisfativel e cada ®’ € 7 nao satisfativel ou, ainda, podemos

colocar esse problema como o problema de decidir pertinéncia em
SAT = {®: (P,sim) e R}.

A versao de busca do problema sat pede para determinar uma valoracao das variaveis de @ que torne
a féormula verdadeira ou determinar que tal valoragao nao existe. Entretanto, se ® = ®(xq, x5,..., X,)
e existe um algoritmo A para saAT entao, caso ® seja satisfativel, podemos escrever uma algoritmo
A’ para determinar uma valora¢ao da seguinte maneira: A’ usa A para decidir se P(1,x5,...,x,) é
satisfativel, se nao for satisfativel entao ®(0, x5,..., x,,) é satisfativel; determinado o valor de x;, o
algoritmo A’ repete o processo para determinar o valor de x,, e assim por diante. Em n repeti¢des
desse processo descobrimos, valoracao, caso exista, uma valoragao ou descobrimos que nao existe
uma valoragao que torne ® verdadeira. Ademais, se A é um algoritmo de tempo polinomial entao A’

também sera um algoritmo de tempo polinomial. O

Ha, ainda, uma classe importante de problemas computacionais formada pelos problemas de
otimizagdo, COMO O MAX-SAT € 0 MAX-3sAT apresentados na segao 3.2.1. Cada par (x,y) € R tem um
custo f(x,y) € R e buscamos pelas respostas que excedem um limiar ou atingem um valor maximo.
No primeiro caso, dados x e ¢ procuramos por y € R, tal que f(x,y) > c. No segundo caso, dado

x, buscamos por y tal que f(x,y) € maximo dentre todos y € R,. Um problema computacional de
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otimizagao pode ser reduzido a um problema computacional de busca (Goldreich, 2008, secao 2.2.2)

que, por sua vez, pode ser reduzido a um problema computacional de decisao.

4.1.1 MAQUINAS DE TURING

Uma maquina de Turing € uma séxtupla (Q,T,%, 5, o, Gpara), em que Q € um conjunto finito de
estados da maquina, I é o alfabeto da fita que contém um simbolo especial b que representa espago em
branco e contém o conjunto ¥ que € um alfabeto finito de modo que b ¢ ¥, qg € Q ¢ o estado inicial,
Qpara € Q € 0 estado final, e 6: Qx I — (QU {qgpara}) X I X {¢=,—, —} € a fungao de transicio. No que
segue Y.* denota o conjunto de todas as palavras formadas por simbolos de ¥..

Uma computag¢ao de uma maquina de Turing M comega com uma entrada w, digamos que w =
WiWoWs... W, € ¥, escrita nas n primeiras posi¢oes de uma fita que é infinita para a direita; as outras
posicoes contém o simbolo b, um simbolo por posicao. A maquina M comeca no estado gg 1é wy na
posicao mais a esquerda da fita; essa é a configuracao inicial. Se a maquina esta num estado g€ Q
e lé y € I na fita entdo o préximo passo é dado por &(q,y) = (q’,v’,€) em que " € QU {qgpara} € O
novo estado, Y’ € [ é o simbolo que a maquina deixa na posi¢cao que estava o simbolo y e o passo
¢ € {<,—,—} diz qual posicao da fita é a proxima a ser lida, respectivamente, a que esta a esquerda
da atual, a atual ou a posicao a direita da atual. A computacao continua com 6(q’,y’) se g’ nao é o
estado final. Se M é uma maquina de Turing e w € ¥* uma entrada para M, entao uma computagao

de M com entrada w pode

* terminar, o que significa que M atingiu o estado final qgp,.. Nesse caso, a resposta da compu-
tacao é a sequéncia z de simbolos escrita na fita desde a posicao mais a esquerda até a Gltima

posicao antes do primeiro b, e escrevemos M(w) = z ou, senao, M(w) = b;

* ndo terminar, o que significa que a computacao nunca chega ao estado final. Maquinas de
Turing que nao terminam sdo uGteis para classificar problemas computacionais mas nao sao

dispositivos uteis de computagao.

Exemplo 4.2. Considere o problema de decidir a paridade de uma sequéncia binaria xj; x>x3x4... X,
para qualquer n > 1, ou seja, determinar se a quantidade de 1’s é impar, nesse caso responder 1, ou se
é par, nesse caso responder 0. Uma maquina de Turing para esse problema tem estados {P,1, gp, g}
além de qg € Qpara- A fungado de transicao € representada pelo diagrama de estados da figura 4.2,
explicado com o exemplo da figura 4.1.

Uma computacao dessa maquina com uma entrada particular fica completamente descrita por: a

palavra escrita na fita, o estado da maquina e a posi¢ao de leitura/escrita a cada passo. A execugao
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( ) AN 1€ @

Figura 4.1: legenda para um diagrama de estados: se a maquina esta no estado ge Qelé A el na
fita, entao escreve A’ € I nessa posi¢ao e movimenta-se, de acordo com ¢ € { «,—, —} ou uma posi¢ao
para a esquerda, ou uma para a direita ou permanece na posicao que esta e, em seguida, entra no

estado r € QU {qpara }-

0/b/— b/b/«—

b/b/—

Ooul/0/—

1/6/—

Ooul/l/—
b/b/

0/b/— b/b/—

Figura 4.2: diagrama de estados da maquina de Turing para o problema da paridade.

dessa maquina de Turing com entrada 011 esta mostrada na figura 4.3, que deve ser lida de cima
para baixo, da esquerda para a direita. Na tltima configuragao lemos O na fita, o que significa que a

a quantidade de 1’s nessa entrada particular é par. O

Uma fungao f: ¥* — ¥* é uma fun¢ao computavel se existe uma maquina de Turing M tal que
para todo w € ¥, quando M comeca a computagao na configuragao inicial com entrada w, termina
com somente f(w) escrito na fita (todo outro simbolo na fita é b), ou seja, M(w) = f(w).

Seja M uma maquina de Turing que termina a computagao com qualquer entradae T: N - N
uma fun¢ao. Dizemos que M é uma maquina de Turing com tempo de execugao T, ou simplesmente
maquina de Turing de tempo T, se para todo w = wywows...w, € ¥* a maquina computa M(w) apds
no maximo T(n) transicoes.

Um conjunto de palavras L € ¥* é uma linguagem. Por abuso de notacao denotamos também por
L a funcao caracteristica! L: ¥* — {0, 1} do conjunto L. Se L é uma linguagem e M uma maquina de

Turing, entao dizemos que M decide L se para todo w € ¥*

YA fungdo caracteristica de um conjunto A C U é a fungao f: U — {0, 1} tal que f(x) = 1 se e somente se x € A.
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Figura 4.3: execugao da maquina de Turing para a paridade com entrada O11.

ou seja, decide pertinéncia na linguagem L. Ainda, se M decide L entao dizemos que M aceita as
palavras w € L e rejeita as palavras w ¢ L.

Vamos assumir que as instancias e respostas dos problemas computacionais estao codificadas
usando simbolos de um alfabeto ¥ finito e com pelo menos dois simbolos. De fato, assumimos, sem

perda de generalidade (veja o exercicio 4.24, pagina 234) que
¥ ={0,1}

de modo que ¥* é o conjunto de todas as sequéncias binarias. O tamanho ou comprimento de uma
palavra w € ¥* é a quantidade de simbolos de > que constituem w, denotado por |w]|.

Usamos o simbolo especial A para a palavra vazia de modo que A € ¥* e |A\| = 0. Também, conven-
cionamos que X" denota o conjuntos das palavras de comprimento n. Assim, podemos escrever

= )
n=0

As computagoes sao realizadas sobre sequéncias binarias, logo os elementos do conjunto das ins-
tancias Z de um problema computacional devem ser representados usando somente O’s e 1’s por uma
codificacao

c:ZUO—-{0,1})

e no caso O = {sim,ndao} convencionamos

c(sim)=1 e c(nao)=0.

Por exemplo, nimeros, grafos, férmulas booleanas devem ser codificados em binario. Nao nos preo-
cuparemos com detalhes dessas codificagoes e assumiremos que sempre é possivel fixarmos uma codifi-
cagdo canodnica. No caso de numeros consideramos a sua representacao em base 2 e um grafo é dado

pela matriz de adjacéncias.
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Sempre que for oportuno deixar claro que estamos usando uma representagao binaria (canonica)
usamos a notacgao (x) para c(x). Por exemplo, uma representacao binaria da férmula booleana ® é
denotada por (®) e a linguagem sat C ¥* é o conjunto sat = {(P): P é formula booleana satisfativel }.

Desse modo, quando falamos em computar uma fungao f: Z — O, de fato nos referimos a uma
funcao f.: ¢(Z) — {0,1}* de maneira que para uma representacao binaria de x € Z, a fungao f, deter-

mina uma representacao binaria de f(x).

UNIVERSALIDADE E INDECIDIBILIDADE Um fato de grande importancia a respeito de maquina de Tu-
ring, chamado de universalidade, esta descrito a seguir em (4.1). Primeiro o leitor deve se convencer
de que uma maquina de Turing M tem uma descricao finita e em seguida perceber que essa descri¢ao
pode ser codificada por (M), ou seja, é possivel estabelecermos uma codificagao bindria canoénica para as
maquinas de Turing (Hopcroft, Motwani e Ullman, 2000, se¢ao 9.1.2); denotamos por M, a maquina

cuja representacao binaria é o € {0, 1}*. O fato importante é que
existe uma maquina de Turing 1l dita universal tal que U(w, a) = My (w) (4.1)

e essa simulacao é bastante eficiente, se M, é uma maquina de Turing de tempo T entao (-, a) é uma
maquina de tempo O(Tlog(T)) (Arora e Barak, 2009, se¢ao 1.4.1, teorema 1.9).

O conjunto de todas as maquinas de Turing é enumeravel. A cardinalidade do conjunto formado
pelas fungdes f: N — {0,1} é a cardinalidade do conjunto 2" das partes de N e pelo Teorema de
Cantor nao ha funcao sobrejetiva de N em 2V, portanto existem fun¢des de N em {0, 1} que nao sio

computaveis por maquina de Turing ou, pondo de outro modo
existem linguagens que nao sao decidiveis

e dizemos que uma linguagem dessas ¢ indecidivel.

Um problema indecidivel bastante conhecido é o famoso Problema da Parada: decidir se a com-
putacao de uma maquina de Turing M com uma entrada x termina. Consideremos uma enumeragao
(M;: i € N) das maquinas de Turing e suponhamos que exista uma maquina de Turing H que com
entrada ({i), x) decide se a computacao M;(x) termina. Tomemos P a maquina de Turing que com

entrada x computa da seguinte maneira:

1 se H(x, x) = 0 entao responda 1;

2 senao se Ll(x, x) = 1 entao responda O;
3 senao responda

4 1.

Algoritmo 38: P(x)

A resposta é P(x) = O se, e s6 se, U(x,x) = 1. Agora, se tomarmos como entrada para P a palavra
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x = (n) de tal sorte que M,, = P entao U(x, x) = M,((n)) = P(x) e
P(x) =0se,esdse, P(x)=1

uma contradi¢ao. Logo, nao deve existir a maquina H.

MODELOS PROBABILISTICOS Uma maquina de Turing probabilistica M é definida como uma ma-
quina que sempre termina e que cada transicao tem dois movimentos legais oy e 81, entretanto, a
cada transicao durante uma computacao sé um deles é escolhido como o préximo passo; dado um
estado g e um simbolo da fita 0 a maquina executa a transicao 9;(g,o) para uma escolha aleatoria
i €{0,1}. A resposta da maquina para uma entrada w é uma variavel aleatéria que depende de w;
nesse caso, consideramos a distribuicao da variavel aleatoéria M(w) da maquina probabilistica M com
entrada fixa w € ¥* em que a probabilidade é tomada sobre as escolhas aleatérias feitas por M. O
espaco de probabilidades é formado por todas as sequéncias binarias que representam as escolhas
internas da maquina numa computagao desde a configuragao inicial no estado qq até alcangar qpqr,-
Para uma tal sequéncia de comprimento m associamos a probabilidade 2-™. Na computagao de M
com entrada w a probabilidade
P[M(w) = z]

€ a soma das probabilidades de todas as sequéncias de escolhas aleatdrias internas que terminam
com a palavra z € ¥* escrita na fita.

Notemos que para uma uma entrada w fixa o naumero de bits aleatérios usados numa computagao
com w pode variar, entretanto, para toda sequéncia binaria r que representa as escolhas aleatoérias
numa computa¢ao com w, nao existe uma sequéncia r’ que também representa as escolhas aleatodrias
numa computacao e tal que r seja prefixo de r’ ou vice-versa.

Uma maquina probabilistica M decide L com probabilidade de erro ¢ em tempo T, para T: N —
N, se para toda palavra w € ¥*

P[M(w) = L(w)]<e¢

e M(w) termina a computagao em no maximo T(|w|) transi¢oes para qualquer que seja a sequéncia de
bits aleatorios usados na computagao.

Uma alternativa a definicao acima é dada a seguir pelo modelo chamado em algumas referéncias
bibliograficas de maquina de Turing probabilistica off-line: € uma maquina de Turing deterministica
que tem uma entrada auxiliar escrita numa fita auxiliar s6 de leitura, além da entrada principal es-
crita na fita principal. Essa fita auxiliar contém uma sequéncia B de bits aleatorios, cada posigao tem
um bit com distribui¢cao uniforme e as ocorréncias na sequéncia sao independentes. Cada posicao
da fita auxiliar é usada (lida) no maximo uma tnica vez. Notemos que o comprimento da entrada

auxiliar pode ser definido como igual ao tempo T de execu¢ao da maquina. Nesse caso, consideramos
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a distribuicao da variavel aleatéria M(w, B) da maquina probabilistica M com entrada fixa w € ¥* e
um vetor aleatério Beg {0,1}T(%). Uma méquina probabilistica off-line M com tempo de execucido T
decide L com probabilidade de erro € se para toda palavra we ¥~
P [M(w,B) = L(w)] <&
Ber{0,1}TwD

Os dois modelos sao equivalentes: uma computagao da maquina probabilistica off-line N como
definida acima pode ser simulada por uma maquina probabilistica M que com entrada w seleciona
internamente uma sequéncia de bits aleatérios b e computa N(w, b). Por outro lado, a computagao
de uma maquina probabilistica M é simulada pela maquina deterministica N que realiza transi¢oes
de M(w) usando uma sequéncia de bits aleatérios b dados com entrada auxiliar como as escolhas
aleatodrias internas a M. De fato, mais do que o que foi dito vale, as defini¢oes sao equivalentes no
contexto do tempo de execugao, assim, na sequéncia, vamos usar livremente o modelo probabilistico

que for mais conveniente (com uma leve preferéncia ao off-line).

4.1.2 MODELO RAM E ALGORITMOS EFICIENTES

Um modelo mais préximo, na sua concepg¢ao, do computador (eletronico) que conhecemos é o
modelo RAM que tem um numero infinito e enumeravel de registradores (memdria), Mg, My, ...,
um conjunto finito de instrugoes para transferéncia de valores entre registradores, enderecamento
(direto e indireto), aritmética (soma e subtragao), desvio condicional e um contador de programa que
indica qual instru¢ao de um programa vai ser executada. Um programa RAM é uma sequéncia finita
de instrucgoes Ng,Nq,...,N,, dentre as instrucoes validas do modelo.

Um conjunto tipico de instrugoes é

INC Mi Incrementa o contetdo do registrador i de 1
DEC Mi Decrementa o contettido do registrador i de 1
CLR Mi Substitui o conteudo de M; por O

Mi <« Mj Substitui o contetido de M; pelo de M;

Mi < MMj | Substitui o contetido de M; pelo de My,

MMi « Mj | Substitui o conteudo de My, pelo de M;

JMP Ni Atribui N; ao contador de programa

Mj JIfZ Ni | Se M; =0, atribui N; ao contador de programa

CONTINUE Continue na préxima instrugao, caso exista, ou pare

Cada posicao de memoria pode armazenar um inteiro e as instru¢oes operam sobre inteiros. As
instrucoes sao executadas sequencialmente, a cada instrugoes executada o contador de programa é

incrementado, exceto nas instru¢des de desvio. A computacao comeca com a entrada nas primeiras
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posicoes de memoria, digamos Mg, My,...,M,,, as outras posi¢oes sao nulas; o contador de programa
indica Ng; a resposta é dada em My. Em qualquer instante, apenas uma quantidade finita dos nu-
meros armazenados na memoria sao diferente de 0. Para obtermos um modelo RAM probabilistico
acrescentamos a instru¢ao RAND (k) que retorna um inteiro aleatorio de k bits.

Uma diferenga importante com relagao as maquinas de Turing é que numa maquina RAM temos

acesso direto as posi¢des de memoria?

, tuma soO instrucao da maquina, como em um computador.
Por outro lado, uma diferenca importante com relagao aos computadores € que assumimos que uma
maquina RAM tem memoria ilimitada e isso faz com que em cada posi¢cao de memoria deva ser per-
mitido armazenar um inteiro arbitrariamente grande pois precisamos guardar na memdria os ende-
recos de memoria para ser possivel o enderecamento direto. Exceto pelas computacoes que abusam
do fato de ser permitido armazenar e operar um inteiro arbitrariamente grande, um computador e
uma maquina RAM tém os mesmos programas.

O tempo de execuc¢ao de um programa RAM que sempre termina € definida pelo numero de
instru¢oes da RAM que o programa executa em func¢ao do tamanho da entrada. Usualmente con-
sideramos dois modelos RAM quando levamos em conta o tempo de execugao: o modelo de custo
logaritmico que leva em conta o custo das operacoes em funcao do tamanho dos operandos, e 0 mo-
delo de custo unitario com instru¢des em tempo constante, que é o mais comum quando analisamos
algoritmos. A soma de dois nameros, por exemplo, tem custo proporcional a quantidade de digitos
no primeiro caso e no segundo caso tem custo constante. Se um programa RAM usa nameros grandes
o suficiente para que se torne irreal assumir que a adi¢ao e outras operagdes podem ser executadas
com custo unitario, o modelo de custo logaritmico de RAM é mais adequado. A escolha de qual o
modelo é mais adequado depende da aplicacao. Por exemplo, para algoritmos que lidam com ntme-
ros, como o que encontramos na se¢ao 2.2.2 em que o produto vC de um vetor de dimensao n por
uma matriz quadrada de ordem n foi atribuido custo (unitario) O(n?), a analise com custo unitario
sO ¢é representativa quando os operandos tém tamanho significativamente menor que a instancia do
problema, caso as entradas da matriz e do vetor tivessem n digitos, por exemplo, esse custo estaria
muito subestimado.

Uma maquina de Turing que executa T transi¢oes pode ser simulada por um programa RAM que
executa O(T) instrugoes (Savage, 1998, teorema 3.8.1). Um programa RAM com inteiros de tamanho
limitado que executa T instru¢des pode ser simulado por uma maquina de Turing que executa O(T?)
transigoes (Savage, 1998, teorema 8.4.1) (veja também Papadimitriou, 1994, teoremas 2.4 e 2.5).

Um programa RAM é muito semelhante a um programa em linguagem de montagem (assembly),
que é especifica a um processador e um sistema operacional. Ha compiladores que transformam
programas em linguagens como C em programas em linguagem de montagem para, em seguida,

criar um codigo que seja executavel num computador eletronico.

2Esse é 0 motivo do nome random access, ndo tem relacdo com “aleatdrio”.

186



ALGORITMOS EFICIENTES Tradicionalmente computagdo eficiente € sinonimo de computacao feita por
um dispositivo com tempo de execugao polinomial no tamanho da entrada. Dizemos que uma maquina
de Turing, ou programa RAM, tem tempo polinomial se existe constante inteira e positiva k tal que
nas entradas de tamanho n o tempo de execucio do dispositivo é O(n¥). Comentamos acima que
maquina de Turing e o modelo RAM sao polinomialmente equivalentes, ou seja, tudo o que pode ser
computado em tempo polinomial num modelo também pode ser computado em tempo polinomial
no outro. Portanto, a classe dos problemas computacionais que podem ser resolvidos em tempo
polinomial para o modelo maquina de Turing coincide com a classe dos problemas computacionais
que podem ser resolvidos em tempo polinomial para o modelo RAM. De fato, essa classe € invariante
para todos os modelos classicos que sao razoaveis.

Para simplificar nés dizemos, de modo genérico, algoritmo de tempo polinomial para nos refe-
rirmos a um dispositivo de um modelo formal tradicional que tenha tempo de execu¢ao polinomial.
Ademais, temos a facilidade de descrever o algoritmo usando um pseudocdédigo. Neste texto assu-
mimos implicitamente o custo unitario quando analisamos o tempo de execugao de um algoritmo e
a distribuicao de probabilidade da resposta, a nao ser que seja dito explicitamente outra coisa. Nesse
sentido, para nos mantermos independentes de um modelo formal tomamos o cuidado de o tama-
nho dos operandos usados nas instru¢oes serem limitados polinomialmente no tamanho da entrada
e dos sorteios serem feitos num conjunto de tamanho polinomial no tamanho da entrada de modo a

garantir a equivaléncia polinomial (assintética) entre os modelos de custo unitario e logaritmico.

4.1.3 CIRCUITO BOOLEANO

Um circuito booleano é representado por um grafo orientado aciclico em que cada vértice esta
associado a: (i) ou a uma porta logica dentre e, ou, ndo; (ii) ou a uma variavel x; parai€{1,2,...,n}
para algum n € N; (iii) ou uma saida s;, i € {1,2,...,m} para algum m € N. O grau de entrada dos
vértices pode assumir um de trés valores: O (variaveis), 1 (porta ndo e saidas) e 2 (portas e e ou). Um

circuito computa uma funcao binaria (o caso m =1 é chamado de fun¢ao booleana)
c:{0,1}" — {0,1}™
(X1,X2,...,%Xp) > (S1,S2,--,Sm),
que também denotaremos por C, do seguinte modo, uma entrada (x1,x>,...,x,) € {0,1}" valora as va-

riaveis do circuito; sempre que as entradas de uma porta logica estao valoradas, a porta opera sobre

os valores e devolve o resultado, esse resultado é propagado no circuito até que encontra uma saida.

Exemplo 4.3. O circuito na figura 4.4 abaixo computa a paridade da sequéncia binaria xj x,x3x4, ou

seja, s; = 1 se e somente se o numero de ocorréncias de 1’s na sequéncia é impar. O
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Figura 4.4: Circuito booleano que computa s;(x1, X2, X3, X4) = X1 + Xo> + X3 + X4 mod 2.

Se L é uma linguagem, entao uma familia de circuitos C = (C,),cn decide L se para cada x € {0, 1}
o circuito Cj com entrada x responde 1 se e somente se x € L, em outras palavras, se denotamos

também por L a funcao caracteristica L: {0,1}* — {0, 1} do conjunto L, temos que

para todo x € {0,1}", para todo n.

O tamanho do circuito C, denotado por |C|, é o numero de vértices do grafo subjacente a defini¢ao
de circuito e, em geral, estamos interessado no tamanho dos circuitos de uma familia C em func¢ao
do tamanho da entrada. Outro parametro usado para medir a complexidade de um circuito é a sua
profundidade que é o nimero de arestas no caminho mais longo através do circuito.

Seja C = (C,)heny uma familia de circuitos e s: N — N uma fungao. Dizemos que C é uma familia
de tamanho s(n) se |C,,| < s(n) para todo n. A complexidade de uma linguagem L com respeito a

circuitos é a funcao s : N — N se s (n) é o menor tamanho de uma familia de circuitos que decide L.

Um fato conhecido sobre circuitos e que sera usado varias vezes mais adiante é o seguinte resul-

tado cuja prova é um exercicio (Sipser, 1996, teorema 9.30).

Exercicio 4.4 (teorema 9.30 em Sipser (1996)). Prove que se L € uma linguagem que pode ser decidida
por uma maquina de Turing de tempo T(n) entao L pode ser decidida por uma familia de circuitos
(Ch)nen de tamanho O(T(n)?) (dica: suponha tempo T(n), exatamente, considere apenas as T(n) pri-
meiras posi¢oes da fita e as T(n) configura¢oes da fita dadas por uma computacao, uma para cada
passo (veja a figura 4.3, pagina 182). Cada posi¢ao de uma fita, depende somente de trés posi¢oes da

fita da configuracao imediatamente anterior).

A reciproca dessa proposicao nao vale pois ha linguagens indecidiveis por maquina de Turing que

admitem circuito de tamanho polinomial (exercicio 4.25, pagina 234). Circuito booleano e maquina
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de Turing nao sao computacionalmente equivalentes.

Ao contrario da maquina de Turing, com circuito booleano temos um dispositivo de computagao
para cada tamanho de entrada, nesse caso dizemos que circuito booleano é um modelo nao-uniforme
de computacao enquanto que maquina de Turing ¢ um modelo uniforme de computagao. A nao
uniformidade faz com que seja possivel desaleatorizar eficientemente circuitos probabilisticos, ou
seja é possivel evitar o uso de bits aleatérios sem aumentar substancialmente o tamanho dos circuitos

(exercicio 4.27, pagina 234).

CIRCUITO ARITMETICO E como um circuito booleano no qual as entradas sao variaveis ou constantes,
as portas ou sao substituidas pela soma e as portas e sao substituidas pela multiplicagio. De modo
mais geral, em um circuito aritmético sobre um corpo F as constantes e as operacdes aritméticas sao

as do corpo. Por exemplo, o circuito na figura 4.5 abaixo computa x; x + 1. Circuito aritmético € o
Xl\ /XZ 1
N /
+

S1

Figura 4.5: Circuito aritmético que computa s1(x1,x2) = x1 - x5 + 1.

modelo padrao para computagao sobre polindmios, a saida de um circuito aritmético é um polindomio
(ou um conjunto de polindomios) nas de variaveis entrada. As medidas de complexidade associadas
com tais circuitos sao tamanho, que é a quantidade de vértices no grafo subjacente, e profundidade,
que é a maior distancia entre uma entrada e uma saida.

Observamos que toda funcao booleana f: {0,1}" — {0,1} pode ser expressa por uma férmula

booleana que, por sua vez, equivale a um polindomio sobre 5.

4.2 CLASSES DE COMPLEXIDADE DE TEMPO POLINOMIAL

Uma classe de complexidade computacional com respeito a um modelo de computagao é o con-
junto dos problemas de computagao que sao resolvidos por um dispositivo computacional naquele
modelo com alguma restricao de recurso como, por exemplo, o tempo de execu¢ao. Como nos res-
tringimos aos problemas de decisao, as classes de complexidade sao apresentadas como classes de
linguagens. As definicdes que apresentaremos abaixo sao elaboradas tendo em mente maquinas de

Turing como modelo formal de algoritmo, mas com alguns cuidados que ja descrevemos isso significa
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que algoritmo pode ser entendido no sentido corriqueiro, escrito em pseudocédigo.

A classe P — Polynomial time — é a classe das linguagens decididas por algoritmos de tempo
polinomial. Por exemplo, o problema de decidir se um inteiro positivo é primo esta em P (Agrawal,
Kayal e Saxena, 2004). Nao sabemos se sat pertence a P pois nao conhecemos nenhum algoritmo de
tempo polinomial para sar.

A classe descrita a seguir é dada por uma definicao alternativa, porém equivalente, a definicao
classica que normalmente aparece na literatura (e.g. Papadimitriou, 1994; Sipser, 1996), a defini¢ao
classica é dada no o exercicio 4.5 a seguir.

A classe NP — Nondeterministic Polynomial time — é a classe das linguagens L para as quais existe

um polindmio p e um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que todo w € {0, 1}

1. se w e L entao ]P’BER{O'l}quD[M(W, B) =1]> 0, ou seja, se w € L entdo existe uma entrada auxiliar

B € {0,1}PI") que faz M responder sim;

2. se w & L entao IP’BER{O’l}quD[M(w, B) = 0] = 1, nesse caso, se w € L, M responde ndo qualquer que

seja a entrada auxiliar.

Por exemplo, sat € NP pois podemos escrever um algoritmo M que com entrada (P, c) verifica em
tempo polinomial se ¢ é uma valoragao das variaveis da férmula booleana ® que torna a férmula
verdadeira ou nao. Como ® € saT se, e somente se, existe uma valoracao c das variaveis de ® que
torna a féormula verdadeira, temos que uma escolha aleatéria para c satisfaz a formula ® € sar com
probabilidade maior que zero. Ainda, qualquer escolha aleatdria para c nao satisfaz uma férmula
® ¢ saT, logo o algoritmo responde 1 com probabilidade 0. Ademais, o tamanho de (c) é polinomial
no tamanho de (P).

Uma sequéncia ¢ como no exemplo acima é chamada de certificado. Se w e L e L € NP entao ha
um certificado curto, de tamanho polinomial em |w|, que certifica tal fato, sendo, caso w ¢ L, nao ha
um certificado curto de que w € L. Por exemplo, um inteiro d > 1 que divide outro inteiro positivo n
€ um certificado curto de que n é composto. O problema de decidir se um inteiro positivo é composto
esta em NP pois [(d)| <|(n)| e ha um algoritmo de tempo polinomial em [(n)| que verifica se d divide
n.

Nao é dificil mostrar que P C NP: se L € P e D é um algoritmo polinomial para L entao um algoritmo
probabilistico polinomial M para L simula D e ignora os bits aleatérios de modo que M(w,B) = D(w)
para todo w e todo B. Por outro lado, nao é sabido se a inclusao NP C P é verdadeira. Esse é um
dos principais, sendo o principal, problema nao resolvido da Teoria da Computacao e foi formulado

independentemente por Stephen Cook e Leonid Levin em 1971

Problema 5. P = NP?

Muito do que esta exposto neste capitulo nasceu das tentativas de entender melhor esse problema.
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Exercicio 4.5 (definigdo classica de NP). A definicao original da classe NP envolve maquinas de Turing
nao-deterministicas: uma séxtupla como a que define a maquina de Turing exceto pelo funcao de
transicao que tem multiplos valores 8(q,y) = {(q1,v1,¢1),---» (9K Yk €k)}- Uma palavra é aceita se al-
gum “ramo” da computacao termina com aceite. Cabe ressaltar que o sentido de “nao-deterministico”
que aparece na definicao nao é o mesmo que de “probabilistico”, a definicao de maquina é seme-
lhante mas a defini¢cao de computacao é diferente. Essa maquina nao é um modelo realista de com-
putagao (veja mais em Sipser, 1996), uma alternativa mais atual para essa definicao é a seguinte. Um
verificador de tempo polinomial para uma linguagem L é um algoritmo de tempo polinomial M tal

que para todo we {0,1}"
* se we L entdo existe c € {0,1}PI") tal que M(w, c) = 1, para algum polinémio p e
* se w¢ L entao M(w, c) = 0 para todo c€ {0, 1}".

Prove que a classe NP é a mesma para qualquer defini¢ao dentre as trés descritas acima.

PROBLEMAS COMPLETOS A linguagem L é chamada de NP-completa se esta em NP e existe um algo-
ritmo eficiente R tal que para toda linguagem | € NP temos x € | se e s6 se R(x) € L. O algoritmo R é
chamado de reducao de tempo polinomial. Decorre dessa definicao que um algoritmo eficiente para
uma linguagem NP-completa L implica num algoritmo eficiente para toda linguagem em NP, e isso
resolveria o problema 5.

O famoso Teorema de Cook-Levin estabelece que sat € NP-completo. A partir de sat varias outras
linguagens foram provadas ser completas para NP mostrando-se uma redugao para sar.

A definicao analoga para a classe P, a linguagem L € P é P-completa se para toda linguagem em
P ha um reducao em tempo polinomial para L, ndo é interessante para a teoria pois todo problema
em P é completo (por qué?). Nesse caso, ha outras reducdes de interesse como, por exemplo, as de

espaco logaritmico.

COMPLEMENTO DE UMA CLASSE Se I := (Z,{sim,nao},R) é um problema computacional de decisao
entao R particiona Z de modo natural em Z,,, o conjunto das instancias sim, e Z,5,, 0 conjunto das
instancias nao. Como vimos acima, a codificagao dos elementos em Z;,, € a linguagem L associada
ao problema. O complemento de um problema de decisao, denotado coll obtido trocando-se os
papéis das intancias sim e ndo, isto é, coP é dado por (J,{sim,nao},S) com S tal que Jsm = Znao
e Jnio = Lsim- Com respeito a linguagem associada, temos que colL é a linguagem definida pela
codificagao de Z, 3,. O complemento de uma linguagem L C ¥ é a linguagem L=%*\L

O problema sat é o de decidir se uma férmula booleana é satisfazivel, a linguagem sar é formada
pela codificacao (canodnica) das féormulas booleanas satisfaziveis. O complemento do problema, o

cosAT, € o problema apelidado de unsat de decidir se uma férmula booleana nao ¢é satisfazivel e
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linguagem unsar é formada pela codificagao (canodnica) das féormulas booleanas nao satisfaziveis.
Notemos que, a rigor, sAT é diferente de UNsAT (ou cosat), o complemento da linguagem sat, nao é
a linguagem uNsaT pois podem existir sequéncias bindrias que nao codificam férmulas booleanas,
no entanto, ¢ possivel decidir de modo eficiente se uma dada palavra nao codifica uma férmula
booleana de modo que tratamos elas do mesmo modo. A discussao deste paragrafo se estende para
o0s outros problemas.

Se C é uma classe de complexidade de problemas de decisao o complemento da classe de com-
plexidade, denotada por coC, é a classe dos problemas de decisao formada pelos complementos dos
problemas em C.

Pode-se deduzir facilmente da defini¢ao que P = coP: se L € P entdo existe um algoritmo polino-
mial M que decide L. O algoritmo M(w) := 1 — M(w) de tempo polinomial decide L, portanto L € coP.
A reciproca desse argumento vale, ou seja, coP C P, portanto esses conjuntos sao iguais. No entanto,
na definicao de NP ha uma assimetria entre aceitar e rejeitar uma palavra o que invalida o mesmo

argumento para tentar provar que NP = coNP. De fato, atualmente, nao é sabido se vale tal igualdade.

Problema 6. NP = coNP?

Por exemplo, a linguagem rtaut formada pelas férmulas booleanas verdadeiras (tautologias) esta em
coNP. O complemento da linguagem é dado pelas formulas booleanas que nao sao tautologicas e para
uma dada férmula dessa linguagem um certificado é uma valoracao que faca férmula falsa, portanto

em NP. E facil verificar que se NP # coNP entdo P = NP.

COMPLEXIDADE DE CIRCUITOS A classe P/poly é a classe de todas as fun¢oes booleanas f: {0,1}* —
{0,1} que sao computaveis por uma familia de circuitos de tamanho polinomial.

O principal motivo para a definicao da classe P/poly foi a esperanca de poder separar P de NP.
Do exercicio 4.4 acima n6s deduzimos que uma cota inferior para o tamanho dos circuitos que com-
putam um determinado problema implica numa cota inferior para o tempo de um algoritmo que
computa o mesmo problema. Esse fato fornece uma estratégia de prova de que P = NP. Por exem-
plo, se soubéssemos provar que saT nao pode ser decidido por uma familia de circuitos de tamanho
polinomial® entdo saT nao poderia ser decidido por um algoritmo de tempo polinomial e esse fato
estabeleceria que P = NP.

Ademais, fungoes booleanas que precisam de circuitos grandes abundam. O ntmero de fungoes
booleanas em n variaveis é 22" e a fracao delas que sao computadas com um circuito com t = 2"/n
portas logicas tende a O quando n cresce. A quantidade de circuitos de tais pode ser estimada, de
fato super estimada, com a seguinte descricao: uma sequéncia de t ternas em que cada terna (o, e, d)

descreve o operador o da porta subjacente, uma entrada e dessa porta e a outra entrada d dessa porta

3Nao hé nada especial em saT a nao ser pelo fato de ser NP-completo; qualquer outro problema NP-completo bastaria.
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logica. Se C(n, t) é a quantidade de circuitos com n entradas e t portas entao

(3(n+t)2)t<(3(n+t)) (3e4)t 1 gt
t! V2mt(t/e)t 27'(t \/ZTct

usando um limitante inferior para o fatorial da estimativa de Stirling, (d.3) do Apéndice, ¢ >0 uma

C(n,t)<

constante e t = 2"/n > n para todo n >4, ainda 1/V2nt < 0,2 de modo que
2 /n 2 /n .
C(n,2"/n) < 0,2(c7) 0 2( ) 2?2

de modo que C(n,2"/n) < 22", ou seja, a quantidade de circuitos com 2"/n portas légicas é assin-
toticamente muito menor que a quantidade de fung¢des booleanas em n variaveis, assim concluimos
que, assintoticamente, quase todas as fung¢oes, uma fragao (1 — o(1)) delas, necessitam de circuitos
maiores que t para serem computadas. Uma justificativa para a dificuldade de explicitarmos um
problema dificil para o qual conseguimos provar uma cota inferior superpolinomial, como 2"/n, é
dada na secao 4.5.

Também, decorre do exercicio 4.4 acima que P C P/poly. Atualmente, nao é sabido se NP ¢ P/poly.
Problema 7. NP ¢ P/poly?

Se esse for o caso, ou seja a resposta para o problema acima é sim, como explicamos no paragrafo

acima, concluimos que P = NP, resolvendo o problema 5 (pagina 190).

4.2.1 CLASSES PROBABILISTICAS

A classe RP — Randomized Polynomial time — é formada pelas linguagens L decididas por um
algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que para algum polindomio p e para todo w €
{0,1}*, a probabilidade de erro é

1. se we L, entdo Py 210,11p(%) [M(w,B) = 0] < 1/3, ou seja, se w € L entdo a M erra com probabili-

dade limitada, e
2. se w &L, entdo Py, 10,1 1P(0%) ) [M(w,B) =1] =0, ou seja, se w ¢ L entdo M nao erra.

Assim, pelo item 2 uma resposta 1 (sim) do algoritmo M esta sempre certa, isto é w € L, enquanto que
uma resposta O (nao) pode ser um falso negativo, o que ocorre com probabilidade no maximo 1/3.
O problema de determinar se um gafo G tem um corte pequeno, de tamanho menor que um dado k,
esta em RP pois o algoritmo 9, pagina 66, pode ser executado duas vezes o que limita a probabilidade
de erro a 1/4, além disso se o algoritmo acha um corte pequeno responde sim (corretamente), se nao

acha (o que nao significa que nao tenha) entao responde nao (com chance de erro).
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A constante 1/3 nos algoritmos que definem RP ¢ arbitraria. Se realizamos k execugdes indepen-
dentes desse algoritmo (com a mesma entrada), entdo uma resposta 1 é definitiva enquanto que k
respostas O estdo todas erradas com probabilidade menor que (1/3)k e se k = O(n€) para alguma cons-
tante positiva c entao as execugoes terminam em tempo polinomial. O mesmo vale se trocarmos 1/3
por qualquer constante € € (0,1) de modo que se a probabilidade de erro for € entao podemos execu-
tar o algoritmo varias vezes (com a mesma entrada) até que a probabilidade de erro fique menor que
1/3, o que certifica a pertinéncia em RP.

Observemos que se M decide uma linguagem L que pertence a RP entdo as escolhas de bits alea-
torios por M(w) que terminam em M(w) = 1 é um certificado ¢ para w € L portanto podemos concluir
que

RP C NP.

A classe coRP é a classe das linguagens L tais que L € RP, isto é, a classe das linguagens L para as
quais existe um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que uma resposta O (nao) esta
sempre certa enquanto que uma resposta 1 (sim) pode ser um falso positivo. Para algum polindmio

p e para todo we {0,1},

1. se we L, entao PBGR{O,I}p(|W|)[M(W’ B)=0]=0,e¢

2. se w¢ L, entao PBER{oyl}pﬂwD[M(W, B)=1]< 1/3.

Nos algoritmos 11 e 14 (pag. 68 e seguintes) para, respectivamente, os testes de igualdade do pro-
duto de matrizes e de identidade polinomial, uma resposta ndo esta sempre certa enquanto que uma
resposta sim pode estar errada, ademais duas rodadas independentes de tais algoritmos reduzem a
probabilidade de erro para o limiar da definicao da classe coRP, logo as linguagens definidas por
esses exemplos sao linguagens em coRP. O problema de testar se um numero é primo também esta
em coRP como atesta o algoritmo de Miller-Rabin (pagina 93), que também atesta que o problema
de testar se um numero é composto esta em RP.

Um fato interessante ocorre quando consideramos a possibilidade de uma linguagem L € RP N
coRP, pois ela pode se beneficiar dos resultados exatos do algoritmo Mgp, 0 que prova que L € RP, e
do algoritmo M gp, 0 que prova que L € coRP, para especificar um algoritmo probabilistico M" que
nunca erra, porém uma escolha ruim de bits aleatorios pode levar o algoritmo a executar por muito

tempo: dada uma entrada w € {0, 1}

1 enquanto verdadeiro faga

2 se Mpp(w) = 1 entao responda 1;

3 se M¢orp(w) = 0 entao responda O.
Algoritmo 39: RP N coRP

Se Mgp responder 1 entao por defini¢ao garantimos que w € L. Analogamente, se M.,gp responder

0 entao por defini¢ao garantimos que w & L. Assim nunca obtemos uma resposta errada. Porém nao
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temos como saber exatamente quantas rodadas vamos esperar até que um certificado apropriado seja
encontrado.

Um algoritmo probabilistico tem tempo esperado T(n) se a variavel aleatéria t,,, que denota o
tempo de execucao do algoritmo com entrada w, tem valor esperado E t,, < T(|w|) para todo w. A
esperanca é computada sobre os bits aleatorios usados na computacao pelo algoritmo. Nos casos em
que T é um polindomio dizemos que a maquina é de tempo esperado polinomial. Por exemplo, o al-
goritmo aproximativo para o problema mMax-E3saAr, algoritmo 35 na pagina 148, tem tempo esperado
polinomial.

No algoritmo 39 acima, o namero esperado de execugoes até o passo 2 ter sucesso € no maximo 2
e 0 mesmo vale para o passo 3, portanto o tempo esperado de M’ é no maximo um numero constante
de simulacoes de Mgp(w) e de M pp(w), Ou seja, o tempo esperado de execuc¢ao € polinomial em |w|.

A classe ZPP — Zero-error Probabilistic Polynomial time — ¢ a classe de complexidade de todas as
linguagens para as quais existe um algoritmo probabilistico M de tempo esperado polinomial e tal que
P[M(w,B) =L(w)] =1, para todo w € {0, 1}*. Equivalentemente, ZPP é a classe das linguagens para as
quais existe um algoritmo probabilistico de tempo polinomial M tal que, para todo w, M(w) € {0, 1, ?}
em que O significa x ¢ L e 1 significa x € L, como é usual, e ? significa “nao sei” e P[M(w)=?] < 1/2.
Intuitivamente, entendemos essa defini¢ao como que em tempo polinomial ou o algoritmo decide ou
interrompe a execugao.

O algoritmo 39 acima mostra que

RP N coRP C ZPP (4.2)

mas nesse caso vale a igualdade dessas classes como demonstra o seguinte resultado.

LeEmMA 4.6 ZPP = RP N coRP.

DemMoNsTRAGAO. De (4.2), s6 precisamos provar que ZPP C RP N coRP.
Seja L € ZPP uma linguagem e M um algoritmo probabilistico de tempo esperado p(n) que decide
pertinéncia em L sem errar. Para provar pertinéncia em RP, definimos um algoritmo N que computa

da seguinte maneira: dada uma entrada w € {0,1}*

1 simula M com entrada w até no maximo 3p(|w|) passos;

2 se M(w) = 1 entao responda 1;

3 senao responda O.

Algoritmo 40: N(w)
Se w ¢ L entdo N termina sem aceitar w, portanto P[erro]| = P[N(w) = 1] = 0. Por outro lado, se
w € L entao o algoritmo N aceita w (corretamente) ou termina pelo limite dos 3p(Jw|) passos. No
segundo caso N(w) = 0 e a resposta esta errada. A probabilidade da resposta errada é P[t,, > 3p(|w]) ]

em que, como acima, t,, € a variavel aleatéria para o tempo de execugao do algoritmo M com entrada
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w. Pela desigualdade de Markov, equacao (3.33) na pagina 164,

pwl) 1
Plt, > 3p(wl) +1] < W < 3

portanto, se w € L entao P[erro]=P(N(w)=0) < 1/3 e com isso temos que L € RP.
Do maneira analoga, podemos provar que ZPP C coRP; definimos um algoritmo N’ que com en-

trada w

1 simula M com entrada w até no maximo 3p(|w|) passos;

2 se M(w) = 0 entao responda O;

3 senao responda 1.

Algoritmo 41: N'(w)
Assim, se w € L entao P[erro] =P[N(w)=0]=0. Se w ¢ L entao o algoritmo pode aceitar errone-
amente e P[erro] =P[t,, > 3p(|w|) ] < 1/3. Portanto, ZPP C RP N coRP. O

BPP A classe BPP — Bounded-error Probabilistic Polynomial time — é a classe das linguagens decididas
por algoritmos probabilisticos de tempo polinomial com probabilidade de erro 1/3, ou seja, L € BPP
se existe um polindomio p e um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que para todo
wel{0, 1}

P [M(w,B) # L(w)] < 1/3.
Ber{0,1}PIw)

A probabilidade de erro 1/3 na defini¢ao nao tem nada de especial, qualquer constante € € (0,1/2)
serviria para definir a mesma classe de linguagens, como veremos no lema 4.7 abaixo. Se M é uma
maquina probabilistica de tempo polinomial que aceita a linguagem L com probabilidade de erro g,
entao podemos escrever uma maquina N probabilistica e de tempo polinomial que aceita a mesma

linguagem L com probabilidade de erro 1/3.

LEMA 4.7 Para toda constante O < e < 1/2, todo polinomio p, toda linguagem L C {0, 1}" e todo algoritmo
probabilistico M de tempo polinomial que decide L com probabilidade de erro €, existe um algoritmo proba-
bilistico N de tempo polinomial e que decide L com probabilidade de erro 27P'") nas entradas de tamanho

n, para todo n.

DEMONSTRAGAO. Sejam ¢, p, L e M como no enunciado. Definimos

6:=4e(l-¢) e k(n):= {%}

e notemos que 0 < 1 pois e < 1/2.

Consideremos o algoritmo N que com entrada w € {0, 1}* simula M(w) um namero impar de vezes
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e decide pela resposta dada na maioria das simulagoes:

1 paraidelaté 2k+1 faga
2 ‘ m; «— M(w);

3 se ) ;m; > k entao responda 1;

4 senao responda O.

Certamente, N é uma algoritmo probabilistico de tempo polinomial. Seja S = S(w) € {0,1}2k*+!

uma sequéncia de respostas dadas na linha 2 em uma execu¢ao de N com entrada w. Sejam c = ¢(S)
e e = e(S) o numero de respostas certas e respostas erradas, respectivamente, em S, onde resposta
certa quer dizer que M decidiu corretamente a pertinéncia de w em L.

O algoritmo N responde errado se para a sequéncia S correspondente a uma execucgao de N ocorre
c < e. Queremos limitar a probabilidade desse evento. Como M tem probabilidade de erro limitada
por e < 1/2, a probabilidade de uma sequéncia S que faz N responder errado é no maximo £°(1—¢)¢ <
ekt1(1-¢)¥ pois e > k+1 e e<1—¢. Assim, a probabilidade de erro é

PIN(w) = L(w)] < ) ¥8H(1 - g)(8) 22K 1l (1 — ) = 26(22¢(1 — £))" < (4e(1 - €))* = 6"
S

em que a soma € sobre toda sequéncia S de respostas de M que faz N responder errado. Pela escolha
de k e de log5(1/6) = 1/logs(1/2) temos &K < 2P, O

Exemplo 4.8 (pir€BPP). Seja p € F[xy,...,x,] um polindmio dado por um circuito aritmético, como
definido na pagina 189. O piT é 0 problema da identidade polinomial: decidir se o polindomio p
definido pelo circuito (p) é identicamente nulo. E um problema importante na teoria sabermos se é
possivel determinar se conseguimos resolvé-lo em tempo polinomial no tamanho do circuito.

Comentamos na se¢ao 2.2.3 que, a principio, temos dois problemas computacionais: dado um
polinébmio p, Eze — Evaluates to Zero Everywhere — decidir se, como funcao, p vale zero em todo
elemento do corpo e riT que € decidir se p na forma canodnica tem todos os coeficientes nulos. EzE
estd em coNP. De fato é coNP-dificil, é possivel escrever uma férmula 3-CNF como um polinoémio
sobre .

Um circuito aritmético de tamanho m tem profundidade no maximo m, portanto realiza no ma-
ximo m multiplicag¢oes, logo define um polindmio de grau no maximo 2™. Nessa situacao, o al-
goritmo 14, pagina 73, sorteia n valores em {1,...,2™+2}, avalia o valor de p com esses valores si-
mulando o circuito aritmético em tempo polinomial em m e resolve piT com probabilidade de erro
1/4. Porém, a sequéncia sorteada (xq,...,x,) tem tamanho O(nm) bits enquanto que x2" calculado
em 2™M+2 resulta num nimero com O(m2™) bits, logo s6 para escrevé-lo o tempo consumido seria
exponencialmente grande, o que nao resulta num algoritmo de tempo polinomial para o problema.

Um modo de contornarmos esse problema ¢é calcularmos as operagdes aritméticas nas portas do

circuito médulo um inteiro positivo k apropriado, resultando, no final do computo, p(xy,..., x,,) mod
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k. Com isso o tempo de simulacao do circuito continua polinomial e os nimeros que ocorrem
nas operagoes tém tamanho controlado, mas aumenta a probabilidade de erro pois podemos ter
p(x1,...,Xxn) # 0 e p(xq,...,x,) mod k = 0, caso k divida p(xi,...,X,). Agora, devemos estimar essa
probabilidade de erro e fazé-la pequena usando rodadas independentes de escolhas para k.
Tomemos k € {1,2,...,22m}. A quantidade de nimeros primos nesse conjunto ¢é, pelo Teorema

dos Numeros Primos, maior que
22m

2m+2

se m> 2 (Rosser, 1941).

Assumamos que p := p(Xy,...,X,) #= 0. A quantidade de fatores primos distintos em p é (m+2)2™,
pois se p = p;' p5° .--pytentdo p > 2%, portanto t < lgp < lg(2m2)2™ = (m+2)2™. Assim, a quantidade
de primos em {1,2,...,22"} que nao é um dos t fatores primos de p é maior que

>2m 2m
5o —(m+2)2"> .

para todo m > 7, de modo que a probabilidade com que uma escolha aleatéria em {1,2,...,22m}

resulte num ntmero bom, isto é um primo que nao divide m, é maior que 1/8m. Em r sorteios para o
valor de k, basta um deles resultar num nimero bom para podermos responder que p(xy,...,X,) # 0.

A probabilidade com que nenhum dentre r := 16m sorteios resulte num ntimero bom é no maximo

gl (i) ) <o

para todo inteiro m > 0, pois (1 — 1/8m)8™ > e (veja (s.8)). Portanto, se (p) é nulo o algoritmo
sempre descobre, caso contrario o polindmio nao nulo é declarado nulo com probabilidade 0,15,

logo p1T € BPP. O

Da definigao das classes deduzimos que
RP, coRP,ZPP C BPP.

Notemos que P C BPP pois para todo algoritmo de tempo polinomial M podemos escrever um algo-
ritmo probabilistico de tempo polinomial M" que simula M e ignora os bits aleatérios. Nao sabemos

se a reciproca vale ou nao
Problema 8. BPP C P?
Também nao sabemos situar BPP com relacao a NP

Problema 9. BPP c NP?

nao sabemos se BPP C NP, se NP C BPP ou se nenhuma dessas duas relacoes valem. Também, nao
conhecemos nenhuma linguagem que é completa para BPP. Agora, é um exercicio facil, que deixamos

para o leitor, verificar que BPP = coBPP.
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Problema 10. Alguma(s) das inclusoes P C ZPP C RP C BPP sao préprias?

Os algoritmos que reconhecem linguagens em BPP sao chamados, em algumas referéncias biblio-
graficas, de Atlantic city, os de RP e coRP sao conhecidos como Monte-Carlo e os de ZPP sao os Las
Vegas.

Finalizamos essa se¢ao enunciado o seguinte resultado sem prova.

TEOREMA (ImpaGLIAZZO E WIGDERSON, 1999) Se existe uma linguagem L decidida em tempo 29" que

nas palavras de tamanho n requer circuito de tamanho 2°", para algum c > 0 e todo n, entdo P = BPP.

Exercicio 4.9. Prove que se L € BPP, entdo existe um algoritmo probabilistico que com entrada w
decide se w € L com probabilidade de erro menor que 1/(3m) e em tempo polinomial em |w|, em
que m = m(|w|) é o namero (polinomial) de bits aleatorios usados na computacgao (dica: ajuste a

quantidade de rodadas independentes de simulag¢des no algoritmo acima).

4.2.2 BPP c P/POLY

O proximo resultado mostra que toda linguagem decidida por algoritmo probabilistico de tempo
polinomial também ¢ decidida por circuitos de tamanho polinomial. Como circuito ¢ um modelo
nao-uniforme de computagao e como ha muitas sequéncias binarias aleatérias que testemunham
a favor da decisao correta, podemos escolher uma tal sequéncia para cada n e todo w € {0,1}" e
projetar os circuitos com as sequéncias escolhidas. Essa ideia esta formalizada no teorema a seguir. A
inclusao é propria porque ha problemas nao decidiveis por algoritmos que sao decididos por familia

de circuitos de tamanho polinomial, como ja dissemos acima (exercicio 4.25, pagina 234).

Teorema 4.10 (AbLEMAN, 1978) BPP S P/poly.

DeMoONsTRAGAO. Sejam L € BPP e M um algoritmo probabilistico de tempo polinomial que decide L
com probabilidade de erro exponencialmente pequena
P [M(w,B)=L(w)]<2™"
Ber{0,1}P("
nas entradas de tamanho n, para algum polindmio p. A existéncia desse algoritmo é garantido pelo
lema 4.7 acima.
Fixado um inteiro positivo n, podemos afirmar que existe uma sequéncia binaria b que é um

certificado de pertinéncia em L para toda entrada w de tamanho n. De fato,

P M(w,B) = L(w)| < 27"=1
e B L) MwB=Lw|< )

wel0,1)n wel0,1)n
logo, com probabilidade maior que O para pelo menos um B € {0, 1}P(" fixo o algoritmo M responde

corretamente para todo w € {0,1}", ou seja, existe (a0 menos) uma sequéncia b,, € {0,1}P("), com a
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qual M nao erra nas entradas de tamanho n. O algoritmo (deterministico) M" dado por
M’(w) := M(w, b,)

nao erra em entradas de tamanho n.
A partir de M’ construimos, para cada n, um circuito booleano C,, de tamanho polinomial, con-
forme construcao do exercicio 4.4 (pagina 188), tal que C,,(w) = M’(w), para todo w de tamanho n.

Dessa forma, a familia de circuitos (C,),-g decide L, portanto L € P/poly. O

4.2.3 BPP ESTA NA HIERARQUIA POLINOMIAL

A hierarquia polinomial é uma hierarquia formada por classes de problemas com complexidade
polinomial, as classes do nivel i sao denotadas por ¥ ; e '1;, para todo i € N. Essas classes generalizam
P e NP de um certo modo natural. Uma motivacao para essa hierarquia pode ser lida no capitulo
17 de Papadimitriou (1994), assim como outros resultados que estao fora do escopo deste texto pois
precisam de varios pré-requisitos da Complexidade Computacional. Nesta secao, falaremos breve-
mente sobre a hierarquia polinomial, sua relacao com as classes probabilisticas e daremos alguns
outros resultados sem prova para que o leitor possa ter alguma referéncia sobre a importancia de PH
e sua relacao com outras classes de complexidade.

Por enquanto vamos nos concentrar nos primeiros niveis da hierarquia e em seguida mostrar uma

relacao com a classe BPP. Comecamos declarando que
Yo=Ig:=P e >1:=NP elly:=coNP

ou seja, por defini¢ao ¥ € a classe das linguagens L para as quais existe um algoritmo M de tempo

polinomial tal que para todo w € {0,1}*
welLe Mw)=1,

Y, é a classe das linguagens L para as quais existe um algoritmo M de tempo polinomial e um po-

lindmio p tais que para todo w e {0,1}"

weleue{0, 1P, M(w,u)=1,

definimos ¥, como a classe das linguagens L para as quais existe um algoritmo M de tempo polino-

mial e polindmios p e g tais que para todo w e {0,1}"

welLedue{0,1}P" vye(0,1}90), M(w,u,v)=1. (4.3)
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Exemplo 4.11 (conjunto independente mdximo). Em um grafo G, um conjunto U C V(G) é dito indepen-
dente (ou estdvel) se |e N U| < 1 para toda aresta e € E(G), isto é, U nao contém os dois vértices de

qualquer aresta do grafo. Um conjunto independente é mdaximo se tem cardinalidade
a(G) == max{|U|: U c V(G) é independente}.

Decidir se um grafo G tem conjunto independente de cardinalidade (pelo menos) k esta em NP:
dados G e U é possivel verificarmos em tempo polinomial se U é um subconjunto com pelo menos k
vértices de G e independente e, se esse € o caso, entao uma codificagao de U tem tamanho polinomial
no tamanho de G. Agora, um tal conjunto independente ¢ maximo em G se o grafo nao tem conjunto
independente de cardinalidade k + 1. Decidir se um grafo G nao tem conjunto independente de
cardinalidade k+ 1 esta em coNP (por qué?).

Decidir “a(G) = k?” tem um certificado curto (tamanho polinomial) para uma parte do problema

e nao tem um certificado curto para a outra parte do problema. A linguagem
MAX-IND := {(G, k): G é um grafo com a(G) = k} (4.4)

esta em Y. De fato, escrevendo na forma (4.3), um par (G, k) esta na linguagem se e somente se
existe um conjunto independente U de cardinalidade k e todo subconjunto V de cardinalidade (pelo
menos) k + 1 nao ¢ independente. Deve ficar claro ao leitor que a codificagao dos subconjuntos tem
tamanho polinomial no tamanho do grafo. Ainda nao sabemos se a linguagem descrita em (4.4)

acima esta ou nao esta em NP = % ;. O

O préximo teorema € o principal resultado dessa secao. A demonstra¢ao do teorema é de Lau-
temann (1983). Usaremos a notagao a® u para denotar a operagao ou exclusivo (ou soma moédulo
2) coordenada-a-coordenada das sequéncias binarias a,u € {0,1}™. Também, usaremos o exercicio
1.43, pagina 41, que afirma que se X€g{0,1}" e Y&p{0,1}™ é uma variavel aleatéria com distribui¢ao
arbitraria sobre {0,1}™ entao X® Yer{0,1}™

TeOREMA 4.12 (SipSER—GACS-LAUTEMANN, 1983) BPP C Y.

A ideia da prova é que se w € L e L € BPP entao ha um algoritmo M para o qual quase toda
sequéncia de um conjunto {0,1}™ (m polinomial em |w|) é um certificado disso de modo que, dado
€ {0,1}™, é certo que alguma translacao de r tomada de um namero polinomial delas, digamos
réuy,..., r®u,, ¢ um certificado para w, ou seja, M(w, ré@ u;) = 1. Por outro lado, se w ¢ L, entao uma
fracao infima dos elementos de {0,1}™ certificaria erroneamente a pertinéncia de x em L de modo
que é possivel haver r € {0,1}™ tal que nenhuma das transla¢des r ® uy,...,r® u,, é um certificado,
ou seja, para todo i temos M(w, r® u;) = 0. Essa afirmagao é capturada na sentenca (4.5) abaixo que

caracteriza L como uma linguagem de ¥,

m
wel o du,u,...,u,€{0,1}"Vre{0,1}", \/ M(w,rdu;) =1 (4.5)
i=1

]
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em que \/ denota o operador ou logico dos m termos “M(w,r & u;) = 1”. Além disso, o predicado
ViZiM(w, r@u;) =1 é uma computagao de tempo polinomial, pois M é executada em tempo polino-

mial e um namero polinomial de vezes. Feito isso estabeleceremos que L € ¥ .

Demonstragdo do teorema 4.12. Sejam L € BPP e M um algoritmo probabilistico de tempo g(n), que nas
entradas de tamanho n usa m = m(n) bits aleatdrios e erra com probabilidade menor que 1/(3m), tal
algoritmo existe pelo exercicio 4.9, pagina 199. Vamos provar que vale a equacao (4.5). Suponhamos

que w € L. Entao

P dre{0,11"Vie{l,...,m}, M(w,U;®r)=0] <
Ul:---,UmeR{O,l}m[ r { } ! { } (w, U; r) ]
1 m
P Yie 1,..., y M ,U. =0 <2m( ) <1
Lo UmeR{ol}m[ i€ m}, M(w,U; @& r) ] :

portanto, qualquer que seja r € {0, 1}, existe uma sequéncia uy,..., Uy, € {0,1}™ tal que vale \/ "1 M(w, ré
U,‘) =1.

Agora, suponhamos que w € L. Fixada uma sequéncia uy,...,u, € {0,1}"

P [Hie{l,...m}, M(w,Ruy;)=1]<

RER{O,].}
i P [M(er|9u)—1]<mi—1
— ReR({0,1}™ y PO 3m 3
portanto, existe r € {0,1}™ tal que M(w,r® u;) = M(w,ré& uy) =--- = M(w, ré® u,,) = 0, 0 que prova a
equacao (4.5). O

A defini¢ao de BPP é simétrica, isto €, BPP = coBPP de modo que do teorema acima temos BPP C

coX . Definimos I, := coX; e, portanto, o teorema 4.12 garante que

BPPCZZHHZ

UMA VISAO GERAL DE PH A hierarquia polinomial é definida pela sequéncias de classes de comple-
xidade: Yg=Tllg=Pe

* paratodo i > 1, ¥; é a classe das linguagens L para as quais existe um algoritmo M de tempo

polinomial e polindmios p,, py,..., p; tais que para todo w € ¥*
wel e du, Yuy, dus, ..., Qu;, M(w,uq,uy,...,u;)=1

onde u; € {0,1}P"), para todo j, e Q é um quantificador V ou 3 dependendo da paridade do

indice i;
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* para todo i > 1, I1; é a classe das linguagens L para as quais existe um algoritmo M de tempo

polinomial e polindmios p;, p,..., p; tais que para todo w € ¥~
welL o Vuy, duy, Yus, ..., Qu;, M(w,uq,uy,...,u;)=1

onde u; € {0,1}P"), para todo j, e Q é um quantificador ¥ ou 3 dependendo da paridade do

indice i.

Nao é dificil notar que, para cada i > 1, temos que as classes definidas acima sao complementares,
isto é, I1; = coX;. Também vale, e nao é dificil provar, que ; UY; C ¥;,1 N [l;;1, em particular
NP U coNP C ¥, NT1,. Notemos que P, NP e BPP sao todos subconjuntos de ¥ .

Uma generalizacao do problema 5 (P = NP?) é a conjetura ¥; # ¥;,4,? E uma generalizacao do
problema 6 (NP # coNP?) é a conjectura que 1; # ¥; para todo i > 1?2 E possivel mostrar que, para

i>1,
sed;=1Il;entaoy; =%,,1
donde deduzimos
seY;=1I1;entdo ¥ ; =%, para todo j > i
e podemos por o problema abaixo.
Problema 11. ¥; G ¥ ;42

Se, para algum i, ¥; =%;,; entdo ¥; = [1; = ¥, para todo j > i. Nesse caso dizemos que a hierarquia
colapsa no i-ésimo nivel.

Definimos a classe PH — Polynomial Hierarchy — por
PH = UZ, - Ul—l,
i>0 i=0
O seguinte resultado pode ser estudado no livro de Papadimitriou, 1994.

TEOREMA Para todo i >1,se¥; =I1;entao ;1 =%;,1 =%; que implica em PH=1%;. Em particular, se
P = NP entao PH =P.

Vimos que P C P/poly, portanto, se P = NP entao NP C P/poly (o que nao é sabido, problema 7,
pagina 193). Uma questao interessante é saber se NP C P/poly poderia ocorrer somente se P = NP.

Um resultado nessa direcao, num nivel acima da hierarquia, é descrito a seguir, mostrando que

NP C P/poly pode ocorrer somente se PH colapsa para o segundo nivel.

TEOREMA (Karp e LipTon, 1980) Se NP C P/poly entdo ¥, =T1>.
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Como comentamos acima, se P = NP entao P = PH e como BPP C PH, obtemos BPP C P. Ja sabiamos

que P C BPP, portanto, se P = NP entao P = BPP.

CoRroLARIO 4.13 Se P = NP entao BPP = P.

Logo se nao ha problemas dificeis no sentido de que todo problema NP tem algoritmo eficiente,

entao as solugoes probabilisticas eficientes podem ser desaleatorizadas.

4.3 SISTEMAS PROBABILISTICOS DE PROVA

Num sistema de prova dois algoritmos interagem comunicando-se através de leitura e escrita
num espac¢o comum. Chamaremos esses algoritmos de Verificador, denotado V, e Provador, denotado
P. Ambos tém acesso a uma memoria somente de leitura contendo a entrada w que é o fato a ser pro-
vado. O sistema ainda tem mais duas outras memorias compartilhadas por P e por V, numa delas,
denotada Mp_,y, o Provador P pode escrever e V somente fazer leituras, na outra, denotada My_,p,
0s papéis sao trocados, ou seja, V pode escrever e P somente fazer leituras. As memorias comparti-
lhadas estao vazias (ha somente b) no comeco da computagao. O Verificador aceita (responde 1) ou
rejeita (responde 0) a prova dada pelo Provador e a resposta do Verificador é designada por (V, P)(w).
Ademais V é limitado, tem complexidade de tempo polinomial, enquanto que P nao tem limitacao. O
numero de rodadas de uma computagao do sistema de provas ¢ o numero de mensagens m € {0, 1}"
trocadas nas duas direcoes entre os algoritmos.

Uma linguagem L admite um sistema de prova se existe um verificador V de tempo polinomial e

um protocolo com k rodadas, com k polinomial no tamanho da entrada, tal que sao satisfeitos:
1. completude: se w € L entao em k rodadas (V,P)(w) = 1 para algum provador P;

2. consisténcia: se w € L entao em k rodadas (V,P)(w) = 0 qualquer que seja o provador P.

SISTEMA P DE PROVA A classe P pode ser definida em termos de sistemas de provas da seguinte
maneira: uma linguagem L estd em P se admite um sistema de provas tal que para todo w € {0,1}", se
w € L entao quando o algoritmo V termina ele responde 1 sem nunca ter consultado Mp_,y; se w & L

o algoritmo V, no término de sua computacao, responde O sem nunca ter consultado Mp_,y.

SISTEMA NP DE PROVA Podemos definir um sistema de provas para qualquer linguagem L € NP pois,
se w € L entao o Provador escreve um certificado ¢ de tamanho polinomial em Mp_,y e o Verificador
checa em tempo polinomial e com a ajuda da prova c, se w € L. Tal certificado existe se, e somente

se, we L.
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Exemplo 4.14. Denotamos por 3-cor a linguagem definida pelos grafos que admitem um 3-coloragao
propria dos seus vértices, ou seja, G esta nessa linguagem se e somente se todos os vértices de G
podem ser coloridos com trés cores distintas de modo que vértices adjacentes tém cores diferentes.
A linguagem 3-coL esta em NP.

Um sistema de provas para 3-coL consiste de uma instancia G conhecida por V e P; o Verificador
pergunta a cor de um determinado vértice de G ao Provador que responde com uma de trés cores. A
cada resposta, o Verificador verifica se a cor dada nao conflita com as cores que ja foram atribuidas.
Se o Provador responde uma cor que viola a propriedade entao o Verificador rejeita. Se, ao final,
todos os vértices estao coloridos propriamente entao o Verificador aceita.

Notemos que o Provador poderia, com seu poder computacional ilimitado, simplesmente com-

putar e responder de uma s6 vez uma coloragao. O

Agora, suponhamos que uma linguagem L admite um sistema de prova (V,P) de k (polinomial)
rodadas. Para w € L o contetido de Mp_,y, ao final da computagao é uma sequéncia (my, my,..., my) de
tamanho polinomial de mensagens enviada pelo Provador. A sequéncia de mensagens é um certifi-
cado para V (de tempo polinomial) aceitar a entrada w, portanto a classe das linguagens que admitem
tal sistema de provas coincide com NP.

O Provador s6 pode antecipar as respostas na estratégia acima se o comportamento do Verificador
é deterministico, caso o Verificador use bits aleatérios, o Provador teria que gerar um certificado
exponencialmente grande para cobrir todas as possibilidades. Portanto, esse cenario muda quando
permitimos um Verificador aleatorizado. A aleatorizacao é essencial para que a classe das linguagens
que admitem um sistema de prova va além de NP, como ilustra o seguinte exemplo pitoresco e classico
na literatura sobre provas interativas: Alice tem duas bolas de bilhar, uma é vermelha e a outra verde;
ambas parecem idénticas ao seu amigo Bob, que é daltonico e cético com respeito a diferenca das
bolas que lhe parecem iguais. Alice quer convencer Bob que, de fato, as bolas sao de cores diferentes
e para isso entrega as bolas ao Bob deixando uma em cada mao, sem dizer qual é a cor de cada uma
(fato que ela se recordara sempre que for necessario). Em seguida, Bob esconde as maos para tras
e, sem que Alice veja, lanca uma moeda e se o resultado for cara ele troca as bolas de maos, se der
coroa ele deixa as bolas como foi entregue por Alice. Feito isso, Bob questiona Alice sobre o seu ato,
isto €, se ele trocou ou nao as bolas. Se as bolas sao diferentes entao Alice acerta, sempre. Se as
bolas sao idénticas Alice acerta com probabilidade 1/2, e essa probabilidade reduz pela metade cada
repeticao do teste; Bob repete até estar seguro de que Alice esta certa ou nao, com 10 repetigoes e

bolas idénticas a Alice acerta todas as respostas com probabilidade menor que 0,001.
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4.3.1 A CLASSE IP

Um sistema interativo de prova é um sistema de prova como acima com a excecao de que o
Verificador € um algoritmo probabilistico de tempo polinomial e P ¢ um algoritmo probabilistico sem
restricoes de tempo. Esse conceito foi introduzido por Goldwasser, Micali e Rackoff (1985) e de modo
independente por Babai (1985). Uma interacao em k rodadas define uma sequéncia de mensagens

mq, my,..., My tal que

mq = V(w),

m> = P(w, my),

V(w, mq,...,m;_1) se i € impar menor ou igual a k
m; ==
P(w, mq,...,m;_1) se i é par e menor ou igual a k
e (V,P)(w)=V(w,mq,...,m) €{0,1}.
Uma linguagem L admite um sistema interativo de provas se existe um Verificador V probabilis-

tico de tempo polinomial tal que com entrada w

1. completude: se w € L entao existe P tal que
2
PV.P)w)=1]> 3;
2. consisténcia: se w € L entao qualquer que seja o Provador P
1

além disso, os algoritmos trocam no maximo um numero polinomial em |w| de mensagens e a aleato-
riedade é privada, ou seja, P nao tem acesso aos bits aleatdrios de V e vice-versa.

IP — Interactive Proof — é a classe de linguagens que admitem um sistema interativo de prova.

IP(k) é a subclasse de linguagens em IP que admitem um sistema interativo de prova em k roda-
das.

A classe IP é invariante com respeito as seguintes modifica¢cdes na definicao: a probabilidade
de erro € arbitraria e poderia ser qualquer constante positiva, na completude, assumir erro com
probabilidade zero. Nao provaremos esses fatos aqui, o leitor pode consultar Arora e Barak (2009,
secao 8.3). Ademais, o Provador probabilistico nao acrescenta poder ao modelo com respeito ao
reconhecimento de linguagens, poderiamos assumir P deterministico e de complexidade de espaco*

polinomial.

4Um maquina de Turing tem complexidade de espaco S(n) se S(n) é um limitante superior para a posi¢do mais a

direita na fita que é lida ou escrita em qualquer computagao com instancia de tamanho n.
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Convencionamos que um protocolo interativo é escrito como

Entrada: aqui descrevemos a entrada comum as duas partes.

V: aqui estao as computacdes de V;
V—P: aqui estao as mensagens enviadas de V para P;
P: aqui, sdo as computacgdes de P;

P—V: aqui, sdo as mensagens enviadas de P paraV;

O exemplo abaixo mostra um problema computacional que esta na classe IP mas nao se sabe se

esta na classe NP, o que é um indicio de que com a aleatoriedade o modelo interativo vai além de NP.

Exemplo 4.15 (Noniso € IP). Os grafos a seguir sao sobre o mesmo conjunto V de vértices, fixamos
V={1,2,...,n} e um isomorfismo é uma permutacao o do conjunto S,, de todas as permutagoes de
{1,2,...,n} de modo que se G é um grafo entao o(G) é o grafo com arestas {{o(u),o(v)}: {u,v} € E(G)}.

Definimos a linguagem formada por pares de grafos nao isomorfos
Noniso = {(G,H): G e Hnao sao grafos isomorfos }.

Nao é sabido se Noniso esta em NP, de modo que um provador nao conhece um certificado efetivo

que possa ser enviado a um verificador.

Problema 12. NnonNiso € NP?

Apesar disso, em 2 rodadas um Provador consegue convencer um Verificador probabilistico desse
fato. O Verificador escolhe ao acaso um dos dois grafos e envia ao Provador um cépia isomorfa
do grafo escolhido, o Provador tem que descobrir qual foi o grafo escolhido, o que s6 é possivel
se os grafos da entrada nao forem isomorfos. O protocolo é: com entrada Gy e Gq; V sorteia i €
{0,1} e sorteia uma permutacao 7, envia 1(G;); o poderoso P testa se T(G;) é isomorfo a Gg ou a
G; e envia o que descobriu j € {0,1}; se i = j entao V aceita, senao rejeita. Se Gy nao é isomorfo
a G; (a entrada pertence a linguagem), entao existe um Provador que descobre qual isomorfismo
o Verificador construiu, por exemplo testando todas as permutacdes sobre os n vértices, e envia
o bit correto para o Verificado, que aceita. Agora se Gg é isomorfo a G; (a entrada nao pertence
a linguagem) o Provador nao consegue descobrir qual gerou 71(G;) de modo que o melhor que ele
pode fazer é chutar um valor. Nesse caso, o Verificador aceita ou ndo com probabilidade 1/2. Esse

protocolo executado duas vezes (“em paralelo”) diminui a probabilidade de erro:
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Entrada: os grafos Gg e Gj.

V: i—r{0,1};j<gr {01}
chn;Tchn;

H <« o(G;); J < 1(G));
V-P: H, J;

P: se Gy nao é isomorfo a H, entao d « 1, sendo
se G nao é isomorfo a H, entao d « 0, senao
R
d—{0,1};

se Gp nao é isomorfo a J, entao e < 1, senao
se G; nao é isomorfo a J, entao e « 0, senao
R
e—{0,1};

P—-V: d, e

V: se (i,j) = (d, e) entao responda 1, senao responde O.

Se os grafos Gg e G; nao sao isomorfos, entao o Provador pode sempre distinguir o caso em que H
é isomorfo a Gy do caso em que H é isomorfo a G;, 0o mesmo vale para J, e sempre acertar os valores
de d e e. Nesse caso o verificador responde 1 (completude sem erro).

Se os grafos sao isomorfos entao mesmo com um grande poder computacional o Provador nao
sabe distinguir H e J de Gg ou G; de modo que d e e sao sorteados pelo Provador. O Verificador
respondera errado se d =i e e = j, 0 que ocorre com probabilidade no maximo 1/4.

Notemos que a tarefa do Provador durante a execugao é testar isomorfismo entre grafos, o que
nao sabemos fazer de forma eficiente, entretanto, P nao tem restri¢ao de tempo, ele pode testar todas

as n! permutagoes possiveis para descobrir o isomorfismo. O

O exemplo acima nos mostra que NoN1so € IP mas, como ja dissemos, ainda nao sabemos respon-

der se Noniso € NP, mais que isso, ndo sabemos se a inclusao NP C IP é propria.
Problema 13. NP G IP?

A linguagem

150 := {(G,H): G e Hsao grafos isomorfos }

por sua vez, esta em NP pois um isomorfismo é um certificado curto que atesta pertinéncia na lin-
guagem. Nao ¢é sabido se 1so é uma linguagem NP-completa. Se 1so for NP-completa, entdao NoNiso

sera coNP-completa e chegariamos a uma resposta afirmativa para o problema
Problema 14. coNP C IP(2)?
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E sabido (Boppana, Héstad e Zachos, 1987) que se o problema 14 for respondido com sim, coNP C
IP(2), entao a Hierarquia Polinomial colapsa no segundo nivel.

A classe IP contém a hierarquia polinomial (Lund et al., 1992) e o que foi surpresa para os pesqui-
sadores é o fato de que IP é igual a classe PSPACE — Polynomial Space — a classe das linguagens que
podem ser decididas por algoritmos com complexidade de espaco polinomial (Shamir, 1992; Shen,

1992). Assim o que sabemos é que
P Cc NP Cc PH c IP = PSPACE.

Exemplo 4.16 (nao-residuo quadrdtico estd em IP). Seja p um primo. Lembremos que a € um residuo
quadratico modulo p se para algum inteiro x temos x> = a (mod p). A linguagem definida pelos
pares (a,p) tais que p é primo e a é um residuo quadratico modulo p estd em NP pois uma raiz
quadrada de a é um certificado que pode ser verificado de modo eficiente, assim como a primalidade
de p. Por outro lado, a linguagem definida pelos pares (a, p) tais que p é primo e a ndo é um residuo
quadratico modulo pnao se sabe se esta em NP, mas tem uma prova interativa como mostra o seguinte

protocolo:

Entrada: um par de inteiros (a, p), p primo.

V: rgx{1,...,p—1};
by < {0,1}; bo «<r {0,1};
Para cada i € {1, 2},

se b; =0, entdo w; « r°

mod p,

senao w; <— ar?

mod p;
V-P: wy, wy;

P: Paracadaie{l,2},
se w; é residuo quadratico, entao c; < O,

senao c; <« 1;
P—>V: cq, ¢

V: se (cy,cy) = (b, by), entao responde 1, senao responde O.

Se a é residuo quadratico entao ar’ também é um residuo quadratico entdo w; e w; serdo residuos
quadraticos, portanto c¢; = ¢, = 0. Como o Provador nao conhece os bits b; e b, a probabilidade de
que (c1, c3) = (b1, by) é 1/4. Agora, se a nao é residuo quadratico entio ar? também nao ¢, enquanto
que r? é residuo quadrético, portanto o Provador consegue distinguir corretamente o bit sorteado

pelo Verificador e a resposta, nesse caso, é sempre 1. O
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4.3.2 SISTEMAS DE PROVA COM BITS ALEATORIOS PUBLICOS

Um fato crucial para o sucesso dos protocolos de comunica¢ao nos dois sistemas de prova dos
exemplos acima é que o Provador ndo conhece os bits sorteados pelo Verificador. Se permitimos que
o Verificador envie ao Provador os bits aleatorios, entao temos um sistemas de provas de bits puiblicos
de k rodadas que da origem a hierarquia de classes de complexidade AM(k) — Arthur—Merlin proofs
— e MA(k) — Merlin—-Arthur proofs.

O protocolo AM foi apresentado em Babai (1985) com o objetivo de construir uma versao alea-
torizada de NP, e que estivesse “logo acima” de NP, para acomodar certas linguagens. Arthur, um
ser humano com suas limitacdes, refere-se ao Verificador e Merlin, um mago poderoso, ao Provador.
Ambeas as classes sao subclasses de IP obtidas quando restringimos as mensagens que o Verificador
envia: todos, e somente os, bits aleatorios que ele usa. Qualquer outra informacao que o Verificador
precise enviar pode ser computada pelo poderoso Provador.

A diferenca entre essas classes AM e MA reside em quem manda a primeira mensagem, o Verifica-
dor (Arthur) na classe AM(k), ou o Provador (Merlin) na classe MA(k). Em particular, em MA(1) Merlin
envia a mensagem inicial (um certificado) e como nao ha mais mensagens Arthur toma sua decisao
sem sorteio de bits, logo MA(1) = NP; em AM(1) Arthur sorteia bits, os envia ao Merlin que nao co-
munica nada, e toma a sua decisao usando esses bits sorteados, logo AM(1) = BPP; em MA(2) o Merlin
manda uma mensagem inicial, Arthur sorteia seus bits, os manda para Merlin que nao tomara outra
providéncia e usa esses bits para tomar sua decisao de aceite ou nao.

Seguindo a tradicao bibliografica
AM := AM(2) e MA :=MA(2)

logo AM ¢ a classe das linguagens com prova interativa onde o Verificador manda uma mensagem
com bits aleatérios e o Provador responde. Para p(n) uma func¢ao limitada polinomialmente, com
p(n) > 2, Babai (1985) mostrou que AM(p(n)) = AM(p(n) + 1) = MA(p(n) + 1)em particular, AM = AM(k) =
MA(k + 1) para qualquer k > 2 fixo. Ainda, Goldwasser e Sipser (1986) mostram a segunda inclusao
de AM(p(n)) C IP(p(n)) € AM(p(n) + 2)logo, reunindo varias informag¢oes que temos até aqui, podemos
escrever

NP UBPP Cc MA C AM C AM(poly) = IP = PSPACE

em que

AM(poly) =MA(poly) := UAM(nk).
k>0

PROTOCOLO COM BITS ALEATORIOS PUBLICOS PARA NONISO Fixamos o conjunto de vértices dos

grafosem V={1,2,...,n}. Sejam Gg e G; dois grafos. A quantidade de grafos isomorfos a G; é

(G = —

= Al (4.6)
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em que Aut(G;) é o conjunto de todas as permutagoes 1: V — V que definem um isomorfismo de G;
em G;. Esse conjunto munido da composi¢oes de fun¢des define um grupo chamado de grupo dos
automorfismos de G; (o qual é subgrupo do grupo de todas as permutagoes, logo (4.6) é inteiro, pelo
Teorema de Lagrange).

Por exemplo, no caso do grafo G := ({1,2,3},{12}) com trés vértices e uma aresta, se 1(1) = 2,
1(2) = 1, m(3) = 3, entdo © é um isomorfismo de G em G. Agora se se /(1) =3, ©/(3) = 1, (2) =
2, entao 1" é um isomorfismo de G em 7'(G) := ({1,2,3},{13}) que é diferente de G. No caso do
triangulo, denotado Cj, toda bijecao define um isomorfismo de C3 em Cs, portanto |Aut(Cs)| = 6.
No caso do circuito com 4 vértices, 0 C4 :=({1,2,3,4},{12,23,34,14}), das 24 permutacoes apenas 8
definem automorfismos de C,4, portanto ha 3 grafos distintos sobre {1, 2, 3,4} isomorfos ao C4. Agora,
cada grafo em I(G;) := {1(G;): 7 permutacao} ocorre |Aut(G;)| vezes dentre todas n! permutagoes,
logo [I(G;)| é dado pela equagao (4.6).

Seja S o conjunto dos grafos sobre V que sao isomorfos a algum G;, para i=0,1,
S={(Hmn): H=GgouH=G; emeAut(H)}.

A ideia do protocolo é separar (com probabilidade razoavelmente grande) o caso em que Gy e G; nao

sao isomorfos do caso que sao isomorfos usando o tamanho de S pois

se Gg z G, entao |S| = 2n! (4.7)
se Gg = Gy entao |S| = n! (4.8)

a afirmacao (4.8) segue imediatamente de (4.6) pois |Aut(H)| = [Aut(G;)|. Para a afirmacao (4.7), cada
H = G; contribui com |Aut(G;)| pares e sao n!/|Aut(G;)| tais H’s, no outro caso, como os grafos Gy e G;
nao sao isomorfos, sao 2n! pares.

Se o Verificador gerar um grafo H entdao o Provador pode verificar se esse grafo é isomorfo a
Gp ou a G; e quando for o caso enviar o isomorfismo para o Verificador conferir. Repetindo esse
procedimento nds observariamos que no caso (4.7) o Verificador atesta isomorfismo duas vezes mais
que no caso (4.8), permitindo uma conclusao a respeito do grafos de entrada. O problema desse
protocolo € que para termos uma probabilidade de erro limitada por uma constante o nimero de
repeti¢oes tem que ser exponencial, pois o namero total de grafos sobre {1,2,...,n} é 2(2) e |S|/2(5) é
exponencialmente pequeno.

Uma solugao é usar uma ferramenta introduzida no exemplo 3.49, que estudaremos com mais
profundidade na secao 6.2.2. Lembremos do exemplo 3.49, pagina 164, ao sortear uma funcao de
hash de uma familia de fun¢des de hash H c MY 2-a-2 independentes a probabilidade p com que
exista xe S c U tal que h(x)=0¢ s

Sl _
S|+ m m
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Fixado um inteiro K, tome m a maior poténcia de 2 menor ou igual a K/2, e seja h: U — {0,...,m—-1}
escolhida uniformemente de uma familia de fun¢des hash 2-a-2 independente. Entdo a probabili-
dade p de existir x € S tal que h(x) = 0 satisfaz p > 2/3,se |S| > K, e p< 1/4 se |S| < K/16.

Com isso, temos o conjunto S cujo tamanho difere por um fator 1/2 dependendo de se os grafos
sao isomorfos ou nao, equagoes (4.8) e (4.7) respectivamente, e para usar o resultado estabelecido no
paragrafo anterior temos que amplificar este fator para 1/16. Nds podemos fazer isso usando uma

quadrupla S’=SxSxS xS de modo que

Com isso, o Provador afirma que |S| > 16(n!)4; o Verificador escolhe uma funcao hash aleatéria h
de uma familia independente aos pares e pede ao Provador um x € S tal que h(x) = 0. O Provador
convence com probabilidade pelo menos 2/3 se Gy Z G;, e no maximo 1/4 se Gy = G;.

Vejamos, agora, um protocolo de troca de mensagens com bits aleatérios publicos, devido a
Goldwasser e Sipser, em que o objetivo do Provador é convencer o Verificador de que |S| > K e
caso |S| < K/16 o Verificador deve rejeitar com probabilidade de erro positiva. Notemos que se existe
x € S tal que h(x) = y entao o Provador consegue determinar x e convencer o Verificador de que sua
imagem € y. A Unica restricdo em S é que a pertinéncia tem que ser determinada de forma efici-
ente. Essa estratégia do Provador convencer o Verificador de um limitante inferior no tamanho de
um conjunto pode ser usada substituir moedas privadas por publicas em qualquer prova interativa.
No exercicio 6.34, pagina 329, é apresentada uma familia de fungdes de hash que podem ser usadas

nesse protocolo.

Entrada: S ¢ U e um natural K.

V: h & {f: U—{0,1}Moe]1; fsatisfaz (3.34)};

V—-P: h,y;
P: determina, se possivel, x € S tal que h(x) = y;
P—V: xeum certificado de que x € S;

V: se h(x) = y e o certificado valida a pertinéncia x € S entao responde 1,

senao responde O.

Como 150, o problema de isomorfismo de grafos, esta em NP, concluimos que 1so € NP N coAM.

Acredita-se que AM seja uma classe que inclua propriamente NP e também que NP-completos nao
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estejam em coAM. Pode-se provar que se NP C coAM entdo a hierarquia polinomial colapsa. Por esta

razao, acreditas-se que 1so nao seja NP-completo.

4.4 CRIPTOGRAFIA

A Criptografia moderna talvez seja a disciplina que mais se beneficia das técnicas probabilisticas
e dos algoritmos aleatorizados e mesmo que venhamos a saber que aleatoriedade nao acrescenta
poder de computacao aos algoritmos a nogao atual de seguranga criptografica assegura um papel
importante para a aleatoriedade no projeto de sistemas de criptografia seguros.

Vimos na se¢ao 1.2.1 que um sistema de codificagao (P,C,K, &, D) tem sigilo perfeito se as varia-
veis aleatdrias E¢(P) e Ex(P’), com sorteio nas chaves K eg K, sdo identicamente distribuidas para
quaisquer textos P e P’. Nos requisitos atuais de seguranca, dito seguranga semdntica, as distribui¢des
devem ser indistinguiveis para algoritmos eficientes, ou seja, a abordagem moderna para a constru-
cao de sistemas de criptografia é baseada na efetividade computacional de se extrair informacao, ao
invés de possibilidade de se extrair informacgao. Nesse sentido, um algoritmo deterministico de crip-
tografia nao é seguro (Goldwasser e Micali, 1984). Sistemas probabilisticos foram introduzidos por
Goldwasser e Micali (1984), que mostraram que, assumindo a hipotese de existir problema compu-
tacionalmente dificil, adversario polinomialmente limitado nao obtém informagao sobre o texto a
partir do texto cifrado para qualquer que seja a distribuicao sobre o espaco de textos.

A hipétese da existéncia de problemas computacionalmente dificeis, em NP ¢ BPP por exemplo,
€ um principio importante em Criptografia. Uma linguagem em NP ¢ BPP significa que temos um
problema para o qual nao é conhecido um algoritmo eficiente mas, conhecido um fato adicional
(certificado), o problema tem um Verificador eficiente. A dificuldade de se resolver computacional-
mente tal problema é usado como principio para garantir a seguranca de protocolos criptograficos
(no sentido de que quebrar a codificagao é computacionalmente equivalente a resolver o problema)
e a decodificagao é viavel somente de posse de um segredo (o certificado). Notemos que NP ¢ BPP,
implica em P # NP, entretanto esse ultimo resultado de pior caso (P # NP) nao é suficiente para os
propositos da Criptografia pois nao garante que o problema computacional no qual se baseia um
sistema criptografico seja dificil na maioria das instancias, mais ainda, o pior caso pode ocorrer em
instancias raras do problema e na maioria da outras instancias o problema pode ser facil.

Uma primitiva da Criptografia moderna para implementar o principio descrito acima é chamada
de funcao unidirecional (one-way function, em inglés). Uma funcao unidirecional pode ser compu-
tada por algoritmo eficiente porém quase sempre nao pode ser invertida por algoritmo eficiente,
isto é, qualquer algoritmo probabilistico de tempo polinomial que dado f(x) busca por y tal que

f(y) = f(x) tera sucesso apenas com probabilidade insignificante. Especialmente util é a classe dessas
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func¢des que podem ser invertidas facilmente quando temos posse de algum segredo, essas fungoes
sao conhecidas por algapdo (em inglés trapdoor function).

Outra primitiva da Criptografia moderna sao os geradores pseudoaleatdrios. Se o uso de alea-
toriedade no projeto de sistemas criptograficos é indispensavel, a questao importante que surge é
“quanto aleatério” devem ser esses bits. Um gerador pseudoaleatério é um algoritmo que a partir
de uma sequéncia binaria genuinamente aleatdria produz outra sequéncia binaria, geralmente maior,
que tenta imitar uma sequéncia aleatoria. O modo tradicional de apresentar alguma garantia da qua-
lidade de um gerador pseudoaleatorio € em fungao desse ser aceito por testes estatisticos ad-hoc (veja
e.g., Knuth, 1981, o vol. 2 do TAOCP). O uso de geradores pseudoaleatdrios em criptografia levou
os pesquisadores a procurarem uma defini¢ao robusta para geradores, que garantam que a utilizagao
deles mantenha a seguranca dos sistemas de criptografia contra quaisquer testes computacionalmente

vidveis.

4.4.1 FUNCAO UNIDIRECIONAL

Uma fungao f é chamada unidirecional se entre ela e sua inversa s6 uma é computacional-
mente facil, isto é, existe um algoritmo eficiente que com entrada x computa f(x), porém, dado
f(x), para x uniformemente sorteado, é computacionalmente inviavel encontrar, com probabilidade
nao desprezivel, uma pré-imagem de f(x). Formalmente, uma fun¢ao unidirecional é uma funcao
f: {0,1}» > {0,1}* tal que

* |f(x)| e |x| sdo polinomialmente relacionados’;
* existe um algoritmo de tempo polinomial que computa f(x) para todo x;

* para todo algoritmo probabilistico de tempo polinomial M, para todo inteiro d > 0
P[M(F(X) € FH(F(X))] < £
nd
para todo nsuficientemente grande, em que a probabilidade é sobre a escolha aleatoria Xeg{0,1}"
e sobre os bits aleatorios usados por M.
Nao sabemos se tais func¢oes existem.
Problema 15. Funcoes unidirecionais existem?

Uma resposta afirmativa para o problema tem consequéncias profundas como (i) NP ¢ BPP e, con-

sequentemente, NP ¢ P/poly e P = NP, (ii) a existéncia de geradores pseudoaleatodrios (secao 4.4.2),

>Isso é uma exigéncia técnica para garantir que inversio nao seja inviavel por razdes triviais, como é o caso de |x| ser

exponencialmente maior que |f(x)|.
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(iii) a existéncia de provas com conhecimento zero (secao 4.4.4) para todo problema em NP, (iv) a
existéncia de sistemas criptograficos de chave privada e de assinatura digital seguros, (v) a existén-
cia de esquemas de empenho de bits (pag. 231), e (vi) a nao existéncia de provas naturais para P = NP
(secao 4.5).
Vejamos alguns candidatos a fungao unidirecional. A funcao
x-y sexy=#l
MULT(X, y) =

1 caso contrario,
podemos computar de modo eficiente e nem sempre é dificil de inverter, embora possa ser em alguns
casos. Notemos que (1,xy) & f~1(f(x,y)). O algoritmo M que computa

(2,z/2) sezépar

Z)=
(0,0) caso contrario

tem probabilidade de sucesso é pelo menos 3/4 se z = xy com x,y€gr{0,1}". Agora, se definimos

MULTP (X, y) como o produto de dois primos de tamanho n/2 temos uma familia unidirecional sob a

hipotese de fatoragdao ser um problema dificil.

Observagao 4.17 (hipotese de fatoragcdo). A hipdtese que assumimos é que para qualquer algoritmo
probabilistico de tempo polinomial A vale que se p e g sao dois primos aleatérios de comprimento n
e N = pg entao
PIAN) < p.a)] <

para toda constante d > 0, onde a probabilidade é sobre p, g e as escolhas aleatérias do algoritmo
A. E possivel mostrar que o problema de fatorar o produto de dois primos aleatérios é equivalente a
computar todos os fatores primos de inteiros aleatorios

Problema 16 (FatroragAo). Dado N € N, existe algoritmo de tempo po-

linomial em logN que determina todos os divisores primos de N?
e equivalente a determinar uma representacao do produto de dois inteiros aleatérios usando dois
numeros de comprimento no maximo n/2. Com isso, podemos definir MuLT(Xx) como a multipli-
cacao dos numeros representados pela metade mais significativa dos bits de x pela metade menos

significativa dos bits de x, como possivel candidata a func¢ao unidirecional.

O problema de extrair raizes também é dificil.
Problema 17 (Ra1z Qquaprapa modulo n). Dados um inteiro n composto e a um

quadrado médulo n, determinar de modo eficiente x tal que x° = a (mod n).

E possivel calcular f(x, k,N) = x¥ mod N de modo eficiente (algoritmo 7, pagina 59) mas sob certas

hipo6teses nos parametros k e N é dificil inverter f. Por exemplo, é candidata a unidirecional

Rabiny(x) := x° mod N, paratodo x€{1,2,...,N}
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que sabemos que inverter dada a fatoracao de N, conhecido os fatores primos podemos usar o Te-
orema do Resto Chinés para reduzir o problema de obter uma raiz quadrada médulo N para obter
raizes quadradas modulo cada fator primo (exercicio 2.75, pagina 111). Se N=p-qg com p,g > 2
primos Rabiny(x) € uma funcao 4-para-1 no Zy. Pode-se provar que extrair raiz quadrada modulo
N é computacionalmente equivalente a fatorar N (veja o exercicio 4.35 no final do capitulo). Assu-
mindo que a fatoragao é dificil fica inviavel, dados N e Rabiny(x) encontrar um pré-imagem. Por
outro lado, dada a fatoragao de N, é factivel encontrar todas as 4 pré-imagens de Rabiny(x) (exercicio
2.76, pagina 113). Portanto, supondo que a fatoragao seja intratavel, o acima produz uma colegao de

funcoes unidirecionais de alcapao. A funcao Rabin definida acima pode ser generalizada por
RSANe(X) :=x° mod N, paratodo xe{1,2,...,N}

e ambas sao fungoes unidirecionais algcapdo pois podem ser invertidas de modo eficiente se € conhe-

cida a fatoragao de N.

*

Exemplo 4.18 (logaritmo discreto). Em geral, o grupo multiplicativo (Z7,-,) dos residuos invertiveis
com respeito a multiplicagado mdédulo n nao é ciclico, isto €, nao existe a € Z;, tal que para todo

B € Z:, B = ak para algum k € N. Nos casos em que Z}, é ciclico® temos’

um isomorfismo de grupos
v (Zy n) = (Zg(n), +n), conhecido como logaritmo discreto, definindo 1(ak) = k para qualquer gerador
a de Z;, conhecido como raiz primitiva mdédulo n, como vimos na se¢ao 2.2.4. Por exemplo, a fungao

\: Z3, — Z10 dada na tabela 4.1 (usando s6 os representantes das classes dos residuos) satisfaz i(a -,

o
N
o

O 0N O U K WN P
I
N
=

Il
N
Yo}
~
O & W NN O = N o — O

-
o
Il
N
Ul

Tabela 4.1: funcao logaritmo discreto para a raiz primitiva 2.

b) =i(a)+, 1(b). Todas as raizes primitivas modulo 11 estao descritas no exemplo 2.26, pagina 76.

6(Z’;,, -n) € ciclico se e somente se n = 2,4, pt, ou 2pt, onde p> 2 é primo e t > 0 inteiro (Ireland e Rosen, 1990, cap. 4).

7cp(n)::){a€Z: O0<a<nemdc(an)=1}

=n- I_[fle(l - %), onde n=pj*---pi¥, é a funcio de Euler (pag. 78).
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A funcao f(p,a, x) = (p,a, 0 mod p), com p primo, o uma raiz primitiva modulo pe 1 < x <
p—1 pode ser calculada eficientemente mas nao se sabe inverter eficientemente, nao é conhecido

algoritmo eficiente que dados p, @ e a* mod p, determina x.

Problema 18 (LoGARITMO DISCRETO). Existe um algoritmo que com entradas p
primo, o um gerador médulo pe 1 < b < p—1, compute em tempo polinomial

<
em log p o menor inteiro positivo 0 < x < p— 2 tal que b = a* mod p?

Por exemplo, a classe do 3 é um gerador do Zj999*. Sabemos computar rapidamente 378° mod 1999
porém nao sabemos resolver eficientemente a equagao 3* = 1452 (mod 1999). Portanto, é candidata

a func¢ao unidirecional. O

Um papel chave das fun¢oes unidirecionais é dado no seguinte resultado cuja demonstragao pode
ser encontrada em Arora e Barak (2009, teo. 9.6, cap. 9). A definicao de sistema criptogrdfico compu-

tacionalmente seguro e dada no exercicio 4.19 abaixo, na pagina 218.

TEOREMA Se existe fungao unidirecional entdo para todo d > O existe um sistema criptogrifico compu-

tacionalmente seguro que usa chaves de tamanho n para codificar mensagens de tamanho n¢.

4.4.2 GERADORES PSEUDOALEATORIOS SEGUROS

Geradores pseudoaleatorios sao algoritmos deterministicos eficientes que tomam uma sequéncia
aleatoria curta, usualmente chamada de semente, e a estica, isto é, devolve um sequéncia mais longa
e que deve se comportar como uma sequéncia aleatéria. Uma formulagao genérica de geradores
pseudoaleatorios especifica trés aspectos fundamentais: (1) a medida de estiramento do gerador;
(2) a classe dos algoritmos que nao distinguem a sequéncia longa gerada de uma genuinamente
aleatoria, isto é, a complexidade dos algoritmos que o gerador supostamente engana; (3) a sua propria
complexidade computacional.

Seja puma fungao polinomial. As distribuicdes de X, €p{0,1}P(™ e Y, €¢ {0, 1}P(M s3o ditas com-
putacionalmente (eficientemente) indistinguiveis se para toda constante d > O e todo algoritmo

probabilistico A de tempo polinomial em m

P [A(Xm) = 1] - P [A(Ym) = 1] <
Xm€p{0,1}P(m) Y, €£{0,1}P(m)

1
md
para todo m suficientemente grande, em que a medida de probabilidade é sobre as distribui¢oes das
sequéncias e as escolhas internas do algoritmo probabilistico A. Como a diferenga de probabilidades
na resposta 1 é quantidade superpolinomialmente pequena, seria necessario um numero superpoli-
nomial de rodadas para distinguir os bits gerados por G dos verdadeiramente aleatorios.

Seja £: N — N uma fun¢do com €(n) > n e £ computavel em tempo polinomial. Um gerador
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pseudoaleatorio seguro contra algoritmos eficientes e medida de estiramento ¢ é um algoritmo (de-

terministico) de tempo polinomial que computa G: {0,1}* — {0,1}* de modo que
L |G(w)| = £(wl)
2. G(Xp), para X, €r{0,1}™, € computacionalmente indistinguivel de Xg(m) €r{0, 1 Je(m),

Notemos que na defini¢cao permitimos que os geradores pseudoaleatdrios sejam seguros mesmo con-
tra adversarios com poder computacional ligeiramente maior quando comparado aos geradores.

O algoritmo A na defini¢ao pode ser um algoritmo que decide a aleatoriedade de uma sequéncia.
Pode, por exemplo, ser um teste estatistico como A(x) = 1 se e s6 se o numero de ocorréncias do
padrao 11 é no maximo 6 desvios padrao da média ou, A(x) = 1 se e s6 se a maior subsequéncia
de 1 consecutivos é no maximo 6log>(n), ou ambos os testes. Pode ainda usar alguma informacao
conhecida a respeito do gerador, por exemplo, se G é um gerador tal que para 3/4 das entradas o
primeiro bit da saida é 1, entao definimos o teste A que com entrada x responde 1 se, e so se, o

primeiro bitde xé 1l e

3 1
P A(G(X)=1]- P AY)=1 :'———‘:
o B AG=1]= B (A 1‘ -3

1
7

Geradores pseudoaleatdrios seguros nao podem existir incondicionalmente e uma condigao que
garante a existéncia de geradores é a existéncia de fun¢des unidirecionais. Nao provaremos o se-

guinte resultado (Hastad et al., 1999).

TEOREMA As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
1. existe fungdo unidirecional;
2. existe gerador pseudoaleatorio seguro com €(n)=n+1;
3. para toda constante c > 0, existe gerador pseudoaleatorio seguro com €(n) = n°.

Exercicio 4.19. Um sistema criptografico definido pelas func¢des de codificacao/decodificacao (E, D)
que usa chaves de n bits para codificar mensagens de comprimento €(n) é computacionalmente seguro
se para quaisquer textos to, t; € {0,1}%" vale que E,(ty) é computacionalmente indistinguivel de
E(t1) para as chaves k escolhidas uniformemente em {0, 1}".

Prove que se existe gerador pseudoaleatério seguro com estiramento ¢ entao existe um sistema
criptografico computacionalmente seguro que usa chaves de tamanho n para codificar mensagens
de tamanho €(n). (Dica: a ideia é imitar o one-time pad E,(x) = x® G(k) e Di(y) = y ® G(k). Prove que

Ex, (x), para X, uniforme, € computacionalmente indistinguivel de Xy, também uniforme).
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IMPREVISIBILIDADE Se x é uma sequéncia de bits entao denotamos por x[; a restricao de x aos seus pri-
meiros i bits, isto €, se x = (xq, X2,..., X,) entao x[;= (x1, X2,..., x;). Um vetor aleatério Z = (Z4,...,2Z,,) €
{0,1}" é imprevisivel para o proximo bit se para qualquer algoritmo A probabilistico de tempo po-
linomial
P A(Zq,...,2;1)=2;|< =+—
ieR{l,Z,...,n}[ (21 1) =2l < 2 nd
para todo d > 0.
E natural esperarmos de um gerador pseudoaleatério seguro que os bits gerados nao possam ser
previstos, caso contrario o algoritmo previsor pode ser usado como um teste de aleatoriedade. De
fato, se G é um gerador pseudoaleatério e existe um algoritmo probabilistico de tempo polinomial A

tal que

e
>
o
Z
—

XER ,].}m ....

para algum d > 0 e todo m suficientemente grande, entao podemos projetar o algoritmo B que com

entrada x decide se A prevé o préoximo ésimo bit, isto é, computa

1, seA(x[1. i_1)=X
B(X) _ ( yoenyl i
0, caso contrario

e temos que se Y eg{0,1}¢!™ entao B(Y) = 1 com probabilidade 1/2 e para X eg{0, 1}™ a probabilidade
de B(G(X)) = 1 é maior que 1/2+1/m¢9, logo

P B(Y)=1]- P [B(G(X))=1]|>—
YeR{O,l}f’(m)[ ] XeR{O,l}m[ ) ] md
contrariando o fato de G(X) ser computacionalmente indistinguivel de Y.

Yao (1982) mostrou a reciproca desse fato, concluindo que um algoritmo que gera uma sequén-
cia de bits é um gerador pseudoaleatodrio se e somente se a sequéncia gerada é imprevisivel para o
proximo bit. Para a reciproca, suponhamos, agora, que A seja um algoritmo probabilistico de tempo
polinomial que prova que a sequéncia G(X) nao é pseudoaleatoria, ele responde 1 com mais frequén-
cia para sequéncias G(X) do que para sequéncias X com distribui¢ao uniforme. Vamos provar a
previsibilidade. Para € > O pequeno, assumimos que

P [A(G(X)=1]- P [AY)=1]>= (4.9)
Xer{0,1}™ Yegr{0,1}¢m)
Vamos usar A para prever bits de sequéncias geradas por G da seguinte maneira.
Consideremos o algoritmo C que recebe os bits y;,...,y; 1, sorteia os bits Zjy.-+» Zg(m), cOmputa

a:=A(Y1,--,Yi-1,Zjs---» Zg(m))- S€ @ = 1, o algoritmo pressupoe que seu chute para z; esta correto e
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entao responde z;, senao responde esse bit invertido

z;, sea=1
Cyr,--rYic1) =
1-z, sea=0.

Vamos provar que segue de (4.9) que

1 3
P C(G(X ,B)=G(X = ,
XER{O,l}m ( ( )rl ..... i-1 ) ( )I]> 2 +€(m)
ieg{L,...e(m)}
BER{O,I})e

portanto, nao vale a imprevisibilidade.
Analisaremos o comportamento do algoritmo C descrito acima a partir das seguintes distribuigoes
sobre {0,11™) Para cada je{1,...,4(m)}, Z;er{0,1}, e Xer{0,1}™e

DO = (ZI:ZZ:---:Zf(m))
Dl = (G(X)l,ZZ,...,Zg(m))
D= (G(X)l,G(X)z,...,Zg(m))

Se p; :=P[A(D;) = 1], para todo i, entdo por (4.9) temos
¢(m)-1

€<Pm—Po= Z (Pj+1 = Pj)-
j=0

Portanto, existe um indice i € {1,..., m} tal que

€
pi—Ppi-1 > m

Para estimar P[C(G(X) [, ;-1) = G(X);], que é a probabilidade de C acertar na previsao de G(X);,

analisamos C(G(X)[1,_ ;1) e, pela construcao do algoritmo C essa probabilidade é

.....

SPla=112,=G(X)]+3Pla=0Z,=1-GX)]=

1 1 1
EP[a—l|Z,—G(X),]+§—§P[a—l|Z,-—1—G(X),-]

entretanto, condicionado em Z; = G(X);, C invoca A com a distribuicao D;,logoP[a=1 | Z; = G(X); | =

pi, € nao condicionando invoca A com a distribuicao D;_;, logo

%P[a:l | Zizl_G(x)i]""%P[a:l | Zi=G(X); |=Pla=1]=P[A(D;_1)=1]=pi1
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substituindo essas igualdades na dedugao anterior

PIC(GO)1s,..i1) = G(X), )= 3P[a=112,=G(X), 1 +3 - 5Pla=11Z,=1-G(X),]
1 1 1
= Epi+§_pi—l+§pi
> %+Pi—Pi—1
Sl e
2 ¢(m)

portanto, C prevé o proximo bit com boa probabilidade.

4.4.3 CRIPTOGRAFIA DE CHAVE PUBLICA

Os sistemas criptograficos se encaixam em duas grandes classes, os simétricos, como o one-time
pad e os assimétricos. Criptossistemas simétricos tém as chaves de codificagao e decodificagao tri-
vialmente relacionadas (podem ser iguais) e supoem-se secretas. Criptossistemas assimétricos tém
as chaves de codificacao e decodificacao diferentes, a chave de codificagao e pode ser feita publica
mas a chave d = d(e) de decodificacao é secreta e nao pode ser computada eficientemente a partir das
informagoes publicas.

Nessa secao veremos dois sistemas assimétricos conhecidos. A ideia aqui é mostrar como alea-
torizacao faz parte desses sistemas, nao abordaremos aspectos de eficiéncia de modo aprofundado
e tampouco abordaremos os aspectos de seguranca desses sistemas. Uma boa referéncia para esses

temas e aspectos praticos € Menezes, Oorschot e Vanstone (1997).

TROCA DE CHAVES O protocolo Diffie-Hellman-Merkle (Diffie e Hellman, 1976) permite que duas
partes entrem em acordo sobre uma chave secreta usando um canal de comunicagao nao seguro. Esse
protocolo, publicado em 1976, foi um trabalho pioneiro que langou as bases para a criptografia de
chave publica. Suponha que sejam de conhecimento publico um primo p e um gerador y de Z}, o
grupo multiplicativo dos residuos modulo p. Alice e Bob estabelecem um chave (secreta) comum da

seguinte forma
* Alice sorteia uniformemente a€{2,3,...,p— 2}, computa A = Y mod p e manda-o para Bob;

* Bob, por sua vez, sorteia uniformemente b € {2,3,...,p— 2}, computa B = yb mod p e manda-o

para Alice;

e Alice computa B? e Bob computa AP e a chave secreta comum entre eles é

k = AP mod p=B? mod p =" mod p.
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Todas as computagoes podem ser feitas com algoritmos de tempo polinomial em logp. Se um espiao,
conhecendo y e p, intercepta A e B entdo o problema é determinar a tal que y? mod p = A, determinar
b tal que y® mod p = B, e com isso feito basta computar k = 3 mod p. A parte dificil aqui, que
garante a seguranga do protocolo, é que determinar a e b é o problema de computar o logaritmo
discreto, ou seja, como vimos acima o problema é computar a inversa de uma fun¢ao unidirecional.
Um problema nesse protocolo é que um observador malicioso pode assumir o papel de Alice para
Bob e o de Bob para Alice e assim conhecer a chave para decodificar alguma mensagem. Isso pode

ser evitado usando um protocolo de assinatura digital (descrito abaixo).
O SISTEMA ASSIMETRICO ELGAMAL Esse sistema foi proposto pelo egipcio Taher Elgamal (ElGamal,
1985). O protocolo usado para criar as chaves pubica e privada é o seguinte:

* sorteie um primo grande p e determine um gerador o de Z;;

e sorteie uniformemente d €{2,3,...,p—2} e compute A = a? mod p;

* a chave publica, a ser divulgada, é a tripla (p,a, A) e a chave privada correspondente, que deve

ser mantida em segredo, é d, ou seja, o logaritmo discreto de A com base «.

Para simplificar, vamos assumir que o universo dos textos € o Z, e o espaco das cifras (textos

codificados) € Z, x Z,. A codificacao (ou cifragem) é feita da seguinte maneira
* dado o texto P e chave publica (p, o, A);
* sorteie uniformemente be {1,...,p-2};
* compute E(,, 4)(b,P) := (ocb mod p, AP-P mod p).

Esse é um protocolo probabilistico por causa do parametro b na funcao de codificacao, o que
acredita-se dificulta muito a criptoanalise. A decodificacao que inverte essa codificacao é feita do

seguinte modo
* dado o texto cifrado (B, C) e considerando a chave privada d;
 compute Dy(B,C) =BP179.C mod p.
Dessa forma recupera-se o texto original
Dd(E(p,a,A)(b, P)) = D(J,(ocb mod p, AP - P mod p)

= (a® mod p)P179. (a? mod p)?- P mod p

=aP . P mod p=P.
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Essas fung¢oes sao computadas eficientemente.
Por exemplo, seja (23,7,4) a chave publica, e 6 a chave privada. Para codificar o texto 7, sorteamos
b =3 e enviamos (21,11). O receptor computa 21237176.11 mod 23 = 7.

A seguranca do Elgamal é baseada na dificuldade computacional do Problema de Diffie—Hellman:

Problema 19 (Dirrie—-HEerLMAN). Existe um algoritmo eficiente que, dados

p um primo, a uma raiz primitiva médulo p e os elementos a® mod p e

aP mod p, compute a?® mod p?

Conhecidos um texto cifrado (ocb mod p,(ad)b -P mod p) e a chave publica (p, oc,ocd)

db

um algoritmo

eficiente que resolve o problema acima pode ser usado para calcular a9 mod p e resolver (a9)® -

P mod p para P.

Problema 20. Um algoritmo eficiente para o Problema de Diffie-Hellman

implica num algoritmo eficiente para o problema do logaritmo discreto?

ASSINATURA DIGITAL ELGAMAL Alice quer enviar um documento P com uma assinatura ass(P) =
(r,s) para Bob. Sejam (p,a,A) e d as chaves publica e privada, respectivamente, geradas pelo proto-

colo do sistema Elgamal de Alice. A Alice
* sorteia uniformemente k €{2,3,...,p—2},
 computa r = af mod pe s =(P—dr)(k~! mod p—1) mod p— 1 usando sua chave privada,
e envia (P, (r, s)) para Bob. Para a verificacao da assinatura o Bob, de posse da chave publica de Alice,

verifica se af = A"rS mod p.

O CRIPTOSSISTEMA ASSIMETRICO RSA Esse é provavelmente o mais famoso sistema criptografico
assimétrico, deve o seu nome aos trés professores do MIT responsaveis pela sua criagao: Ron Rivest,
Adi Shamir e Len Adleman (Rivest, Shamir e Adleman, 1978), os quais receberam o prestigiado pre-
mio Alan Turing em 2002 por “sua engenhosa contribuicao que fez a criptografia de chaves publicas
uteis na pratica”.

Para simplificar, vamos assumir que o universo dos textos é o Z,,, onde n é um parametro do

protocolo. A determinagao das chaves é da seguinte maneira
* sorteie dois primo p e g grandes, aproximadamente do mesmo tamanho;
* compute n = pqge a funcao de Euler ¢(n) = (p—-1)(g—1);
* sorteie uniformemente e€{2,3,...,¢(n)— 1} com mdc(e, @(n)) =1;
* compute o tnico d € {2,3,...,9(n)—1} tal que ed =1 (mod ¢(n));
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* a chave publica, a ser divulgada, é (e, n) e a chave privada correspondente, que deve ser mantida

em segredo, € d, o inverso multiplicativo de e médulo @(n).

Dado um texto P, a codificacao com a chave (e, n) € dada por E.(P) := P® mod n. A chave de deco-
dificacao correspondente € d, o inverso multiplicativo de e médulo ¢(n). Dado um texto cifrado C,
a decodificagdo é realizada por D4(C) := CY mod n. Essas fun¢des podem ser computadas eficiente-
mente.

Por exemplo, tome os primos p =61 e g = 53, de modo que n = pq = 3233. A funcao de Euler
é @(n) = (p—1)(g—1) = 3120. Escolhemos e = 17 (chave publica) e obtemos d = 2753 (chave
privada). Se o texto é m = 123 entao o texto cifrado é c = m!’ mod 3233 = 855, que é decifrado por
c?’33 mod 3233 = 855273 mod 3233 = 123.

Agora, vamos verificar que se P € Z, entdao D4(E.(P)) = P. Temos que D4(E.(P)) é P°? mod n com

ed=1 (mod @(n)), ou seja, ed = 1 + re(n) para algum r € Z. Assim,

ped _ P1+r(p(n) — P(Pp—l)(q—l)r

e pelo Pequeno Teorema de Fermat pr-l=1 (mod p), se pnao divide P, logo
-1
P(Pp_l)(q "2 P (mod p). (4.10)

A equacio (4.10) também vale quando p divide P. Portanto, P°® = P (mod p). Analogamente, vale
que P®9 = P (mod q) e dessas duas congruéncias temos que pg|P¢? — P, ou seja, P®? = P (mod n),
assim

Dy(Ee(P)) =P/ =P (mod n).

Um algoritmo eficiente para FATORAGAO (problema 16 na pagina 215) implica que a partir de (e, n)
é possivel computar ¢(n), pelo algoritmo de Euclides estendido, e depois computar a chave privada
d, quebrando a codificagao. Entao fatoracao eficiente é suficiente para a quebra do RSA, mas nao se
sabe se é necessaria. Pode haver, por exemplo, um algoritmo para computar ¢(n) sem que se recorra
a fatoracao de n e que seja eficiente. Porém, a existéncia desse algoritmo implicaria num algoritmo
eficiente que determina pe g.

De fato, a seguranca do RSA ¢é baseada na dificuldade computacional do Problema RSA, ou seja,

inverter uma func¢ao candidata a unidirecional.

Problema 21 (proBLEMA RSA). Existe um algoritmo eficiente que, dada uma
chave publica (e, n) e um inteiro C, determine um inteiro P tal que P¢ =

C mod n?

Acredita-se que esse problema seja equivalente ao problema da fatoracgao.

CoNJECTURA 4.20 (RIVEST, SHAMIR E ADLEMAN) Um algoritmo eficiente para o problema RSA implica num

algoritmo eficiente para o problema da Fatoragao.
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Sabemos que a partir de (e, n) e d é possivel determinar p e g em tempo polinomial (Coron e May,
2007).

ASSINATURA DIGITAL RSA Alice quer enviar um documento P com uma assinatura ass(P) para Bob.
Sejam (e, n) e d = d(e) um par de chaves RSA, publica e privada respectivamente, de Alice. Alice usa
sua chave privada e computa s = P9 mod n e envia (P, s) para Bob. Para a verificagio da assinatura

Bob obtém a chave publica de Alice e verifica se P = s® mod n.

4.4.4 PROVAS COM CONHECIMENTO ZERO

Conhecimento zero em um sistema de prova ¢ uma caracteristica de certos Provadores de que
somente a validade da prova é transmitida ao Verificador no processo de interagao, ou seja, o Verifi-
cador nao ganha informacao no processo e mesmo assim convence-se da validade da prova no final
do processo (Goldwasser, Micali e Rackoff, 1985). Por exemplo, no caso das bolas de bilhar, pagina
205, Bob fica convencido de que as bolas tém cor diferente mas nao sabe a cor de cada bola individu-
almente. Essa propriedade é bastante interessante para projetos de protocolos em Criptografia pois
ela permite que a prova de um fato sem revelar segredos.

O fato do Verificador nao ganhar informacao significa que num sistema de prova (V,P) com en-
trada w tudo aquilo que o Verificador V puder computar ao interagir com P a partir da entrada w ¢é
igual a tudo aquilo que um algoritmo da classe do Verificador (com o mesmo poder de computacao)
consegue computar com a entrada w por ele mesmo, isto é, ndo interagindo com um Provador P.
Por exemplo, no sistema para 3-cor, exemplo 4.14 na pagina 205, o Verificador recebe do Provador
uma 3-coloragao, informacao que um algoritmo de tempo polinomial ndo consegue computar. Nesse
exemplo o Verificador ganha informacao a partir da interacao.

Um sistema de prova tem conhecimento zero se para todo Verificador V existe um algoritmo
eficiente M, chamado simulador, tal que a distribui¢ao da resposta de V quando interage com P, que
denotamos por (V,P)(w), e a distribuicao M(w) sao idénticas. Formalmente, relaxamos um pouco a
exigéncia sobre o tempo do simulador, permitindo que seja polinomial em média. Dizemos que um
Provador de um sistema de prova interativo para a linguagem L tem conhecimento-zero perfeito se
para todo Verificador V existe um algoritmo probabilistico M de tempo esperado polinomial, tal que
para todo w € L, as variaveis aleatodrias (V, P)(w) e M(w) sao identicamente distribuidas.

Para propdsitos praticos podemos exigir menos da relacao entre as distribuigoes (V,P)(x) e M(x),
por exemplo, que sejam indistinguiveis estatisticamente ou por algoritmos eficientes. De acordo com
alguma definicao de distancia entre essas distribui¢oes, temos a seguinte hierarquia de conhecimento

Zero

perfeito — as distribui¢oes sao idénticas, como foi discutido acima;
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estatistico — as distribuigdes sdo estatisticamente préximas®;

computacional - as distribui¢des sao computacionalmente indistinguiveis por algoritmos eficientes,

claramente, os requisitos de conhecimento zero perfeito sao mais exigentes que o estatistico que, por
sua vez, sao mais exigentes que o computacional, que é o mais pratico. Essas defini¢cdes dao origem as
classes de linguagens com conhecimento-zero computacional CSK — Computational Zero-knowledge

— e conhecimento-zero estatistico SZK — Statistical Zero-knowledge. E sabido que

BPP c PZK c SZK c CZK C IP.

Com a hipdtese de existirem fun¢des unidirecionais temos que CZK = IP (Ben-Or et al., 1990) e
que NP c CZK (Goldreich, Micali e Wigderson, 1991). Por outro lado, € improvavel que NP c SZK
(Fortnow, 1987); apesar disso varios problemas dificeis estao em SZK, como residuo e nao-residuo
quadratico, isomorfismo e nao-isomorfismo de grafos, logaritmo discreto. Fortnow (1987) provou
que a existéncia de um problema NP-completo em SZK implica no colapso de PH no nivel 2. Sob a

hipotese de existir fun¢ao unidirecional e de nao haver colapso em PH temos CZK = SZK.

CONJECTURA 4.21 BPP ;Cé PZK e SZK ; CZK e CZK = IP.

LOGARITMO DISCRETO € PZK Um provador deseja convencer qualquer verificador de que ele co-
nhece k, o logaritmo discreto de p com relagao a base (raiz primitiva) « e um primo p grande. Os

parametros a, f e p sao publicos.

Entrada: p primo, a raiz primitiva médulo p e f um residuo médulo p.

P: rg{O,...,p—l};

h <« a" mod p;

P-V: h;

V—-P: b;
P: a< r+bk modp
P-V: a

V: se a? = hpP (mod p) entdo responde 1,

senao responde 0.

8segundo a métrica maxscq )IP’[X eS]|-P[YeS ]|
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Notemos que V executa em tempo polinomial. Ademais, dado que P conhece k, o logaritmo
discreto de B, o verificador fica convencido (sem erro) desse fato pois a? = arak? = hp®, logo, o
sistema interativo é completo.

Para provar a consisténcia suponhamos que nao haja provador que conheca k. Fixemos um deles.
No protocolo P deve enviar um h na primeira mensagem, suponhamos que P sorteia r e envia h. Se
V sorteia O, entao o provador pode enviar a = r e V aceita, senao V sorteia 1 e o provador precisa
descobrir o logaritmo discreto de hf, que é o logaritmo discreto de h mais o de B, ou seja, r+ k. O
melhor que ele pode fazer é chutar e acertar com probabilidade 1/(p—1). A probabilidade de um

aceite nesse caso é
1 11

2" 2p-1
Agora, vamos considerar que P envia h sem conhecer r. Se V sorteia 0, o provador precisa descobrir
o logaritmo discreto de h, entao ele chuta. Se V sorteia 1, entao um provador esperto poderia ter
enviado h = a'p~! pois, com isso, agora basta enviar a = r que V aceita pois a? = a" = (a'p~1)B = hp.

Agora, a probabilidade de aceite € no maximo

Se p é primo impar entao %ﬁ +% < 1 e a repeticao do protocolo faz a probabilidade de erro pequena
suficiente para valer a consisténcia.

Para verificar o conhecimento-zero do protocolo nds precisamos provar que nenhum verificador
recebe informacao adicional aquelas transmitidas nas mensagens do protocolo. Nesse protocolo,
podemos ver a computagao do verificador em duas etapas: (1) Vi(h) que recebe a informacao h do
Provador e responde com um bit b e (2) Vo(h,a) que é a computagao com as informagodes h e a
recebidas do Provador. Essa duas etapas sao de tempo polinomial. Fixado um verificador V que

interage com P dado acima, escrevemos o seguinte simulador que denominamos M.

Entrada: p primo, a raiz primitiva médulo p e p um residuo moédulo p.

1. sorteia b’eg{0,1} e r'eg{0,...,p—1};

2. [Vq(h)] simula V com h := a” B?" na memoéria Fp_,y para obter b € {0,1} apds um

numero polinomial de passos;

3. se b=b’"entao [V»(h, a)] simula V com o envio de a := r’ por P e devolve a resposta da

simulacao; caso contrario, recomeca no passo 1.

Para provar que a resposta do simulador M tem a mesma distribui¢ao da resposta de V na intera-
¢ao basta provar que nas respostas parciais a distribuicao é a mesma.

Primeiro, a distribui¢ao de h computado por M é idéntica a de h escolhida pelo provador: em ambos os
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casos h é uma poténcia de o« com expoente aleatério com distribuicao uniforme. Quando o simulador
atribui h := a” ® temos h = a” P’k e 0 expoente tem distribuicio uniforme.

Segundo, b = b’ com probabilidade pelo menos 1/2: segue do fato no paragrafo anterior que as
distribuicoes dos h’s sao idénticas, portanto, o comportamento do verificador nao muda, de modo
que b = b’ com probabilidade 1/2. Portanto, o nimero esperado de execu¢des do simulador é no
maximo 2, o que resulta num tempo esperado de execugao que € polinomial no tamanho da entrada.

Finalmente, para concluir que as respostas tém a mesma distribuicao, condicionado a b’ = b e ao
valor de h, o valor a computado por M é o mesmo que P envia quando a primeira mensagem foi h e a

resposta de V foi b: o valor enviado de a por P é

log discretode h  seb=0
a=

log discretode hp seb=1
e no caso de M, como a = h[&b’ ea=r

log discretode h  se b’=0
a=

log discreto de hp se b’ =1
Nessa condigoes a resposta de V, é a mesma resposta que V daria. Assim toda escrita de V na fita
ocorre com as mesma distribui¢oes de V; e V, donde concluimos que M e o sistema (V, P) respondem

com a mesma distribuicao.

ISO € PZK Vejamos um sistema de prova interativa com conhecimento zero para a linguagem 1so a
qual nao sabemos se pertence a BPP.

Sejam Gg e Gy grafos isomorfos sobre o mesmo conjunto de vértices, sem perda de generalidade
V:=1{1,2,...,n}. Consideremos uma permutagao dos vértices meg S, e (Gx) o grafo isomorfo a Gy
pela permutagao 1. Entao as variaveis aleatdrias Xeg{0,1} e 1(Gy) sao independentes se X e Tt sao
independentes.

De fato, sejam Gg e G; grafos isomorfos e Xeg{0,1} e egS, variaveis aleatdorias independentes.
Os conjuntos de permutagoes g = {o: 0(Gg) =H}ell; ={0: 0(G;) = H} tétm a mesma cardinalidade,
portanto, P[t € My ] = Pt € MNg]. Como P[1(CGx) =H | X=1]=P[n(Gy) =H]=P[YeTll]e,
analogamente, P[Tt e Ny] =P[ 1(Gx) =H | X =0 ] temos, pelo Teorema de Bayes, que

P[t(CGx)=H | X=1]P[X=1]
P[1(Cx)=H | X=1]P[X=1]+P[(Cx)=H | X=0]P[X=0]
~ P[1(Gy)=H | X=1]P[X=1]
CP[m(Gx)=H|X=1](P[X=1]+P[X=0])
P[r(Gy)=H|X=1]P[X=1] 1

P[X=1]|m(Gx)=H]=

P[1(Gyx)=H|X=1] 2
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e P[X=0| n(Gx) =H]=1/2 pela mesma razao, assim, para todo grafo H isomorfo a Gy e G;

1
P[X=1|1(Gx)=H]=P[X=0| n(GX):H]:izP[le]:P[X:O]
ou seja, conhecer a copia isomorfa nao da nenhuma pista sobre o bit sorteado.
Suponha agora que um Provador queira provar que dois grafos dados, Gg e G4, sao isomorfos, e
que ele de fato conhece um isomorfismo. Vamos apresentar um protocolo para este problema em que

tanto o provador quanto o verificador sao eficientes.

Entrada: Gy e G, grafos.

P: ngSn;

H«— 1(Gq);

P—-V: H;

V-P: i;

P: escolhe uma permutagao ¢, se possivel com @(Gg) = G1;
se i=1entao o « 1;

se i =0, entao o < 1o P;
P-V: o;

V: se H=0(G;) entao responde 1,

senao responde O.

Se os dois grafos de entrada sao isomorfos, P conhece um isomorfismo e o usa em ¢ e entao
o Verificador sempre ira responder 1. Suponha que os grafos da entrada nao sao isomorfos. Nao
importa como é construido o grafo H que o Provador envia ao Verificador, sempre havera i € {0,1}
tal que H e G; nao sao isomorfos, portanto, se o Verificador cumpre seu papel entao aceita a entrada
somente no caso de sortear o i correto com probabilidade 1/2. Repetindo o protocolo obtemos que a
probabilidade de erro no maximo 1/4.

Resta verificarmos que vale o conhecimento zero no protocolo. Precisamos mostrar que o Prova-
dor nao transmite conhecimento qualquer que seja o verificador, mesmo que esse trapaceie com o
objetivo de extrair informacao do Provador. Seja V um programa fixo e arbitrario de um algoritmo
probabilistico de tempo polinomial interagindo com P de acordo com o protocolo. Vamos projetar
um algoritmo M de tempo polinomial que gera uma distribui¢ao de probabilidade que é idéntica a
distribuicao de probabilidade induzida nas memorias de bits aleatorio e de comunicagao de V du-

rante sua interacao. A estratégia de V pode ser vista como duas fungoes: (1) a computagao de V com
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H (a primeira mensagem passada por P) que responde com um bit i sorteado por V e (2) a compu-
tacao de V com H e o (a duas mensagens passadas por P) é qualquer coisa que V computa depois da

resposta de P ao bit i.

Entrada: Gy e G, grafos.

1. escolhe i’er{0,1} e escolhe meRS,;

2. simula V com entrada Gg e G; e com H := 1t(G;/) na memoria Fp_,y para obter i € {0, 1}

ap6s um numero polinomial de passos;

3. se i = i’ entdao simula V com o envio de 1 por P e devolve a mesma resposta; caso

contrario, recomega a simulagao.

Reparemos, e isso é um ponto importante, que se Gg e G; sao isomorfos entao o grafo H gerado
nao revela a escolha de i’, portanto i = i’ com probabilidade 1/2; o seguinte resultado, de que 1(G;/)
nao da informacao sobre i’ serd provado adiante nessa secao.

O simulador escolhe i’ uniformemente na esperanga de que, a frente, o Verificador escolha i = i’.

Agora, para qualquer algoritmo aleatorizado A que com entrada H = 7t(G;/) tenta computar i’ vale

P[A(rc —:]—ZP[A =" | 7(Gy) = G JP[(G;) = G]

ZZP b (1" = b] | (Gy) = G JP[n(Gy) = G]

ZEZEE:P bIP[ i’ = b | 7(G;)) = G [P[1(G;)) = G]
- ZZIP’[A(G) = b]E]ID[Tc(Gi/) =H]= %

G b

Sendo assim, P[i = i"] = 1/2 e dado que i = i’ o Verificador responde com a distribui¢ao correta e,
além disso, M reinicia no passo 3 com probabilidade 1/2, portanto o nimero esperado de rodadas
antes de terminar é 2 e como cada rodada é de tempo polinomial, concluimos que o simulador é de
tempo esperado polinomial.

Para finalizar, notemos que o Verificador do protocolo dado acima, no inicio desse exemplo, exe-
cuta em tempo polinomial (probabilistico) e o mesmo vale para o Provador quando um isomorfismo
¢ é dado como entrada auxiliar. Também, a rigor, precisamos mostrar que vale a propriedade de
conhecimento zero para qualquer verificador que interage com P, isto ¢, a analise acima aplica-se no
caso em que V segue o protocolo mas esse nao é sempre o caso, s6 o protocolo de P é fixo. Uma prova
detalhada dessa analise pode ser vista em Goldreich (2001) ou em Goldreich, Micali e Wigderson
(1991).
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4.4.5 NP c CZK SE FUNCOES UNIDIRECIONAIS EXISTEM

Lembremos que uma linguagem L é NP-completa se esta em NP e para todo | € NP existe um
algoritmo de tempo polinomial R tal que x € | se e s6 se R(x) € L. Nessa secao mostramos exemplos
de sistema de prova com conhecimento zero computacional para as linguagens NP-completas cu
(caixeiro viajante) e 3-coL (3-coloracao de grafos); disso temos NP C CZK. Esse resultado depende da
existéncia de funcao unidirecional. A discussao nessa secao vai ser informal.

Se G é um grafo sobre o conjunto de vértices V := {1,2,...,n}, entao dizemos que G é hamilto-
niano se existe uma permutacao 7 de V tal que {m(1),(n)} e {m(i), (i + 1)} sao arestas para todo
ie€{l,2,...,n—1}. Em outras palavras, um grafo é hamiltoniano se seus vértices podem ser orde-
nados de modo que vértices consecutivos com respeito a tal ordem sao adjacentes e também sao
adjacentes o primeiro e ultimo vértices da sequéncia. Essa sequéncia de vértices de G é um circuito
hamiltoniano. A linguagem cu formada pelos grafos hamiltonianos admite um sistema de provas
com conhecimento zero computacional caso exista funcao unidirecional (Blum, 1986). Como essa
linguagem é NP-completa temos NP C CZK.

Vamos comecar com um protocolo: o Provador e o Verificador conhecem um grafo G. O Provador
afirma conhecer um um circuito hamiltoniano C. P escolhe uma permutacao oe€RS,, criptografa
separadamente cada posi¢ao da matriz de adjacéncias do grafo o(G) e envia a matriz para o Verifica-
dor; V escolhe b €g {0,1} e envia o bit para o Provador. P testa se b =0, nesse caso decodifica toda a
matriz e a revela junto com o; no caso b = 1 revela somente as n entradas da matriz que correspon-
dem as arestas de o(C); finalmente, envia ao Verificador o que foi revelado; V, caso b = 0, verifica se
G = 0(G), caso contrario verifica se recebeu um circuito, nesses casos aceita, senao rejeita.

O protocolo acima é baseado no fato de que o Provador entrega ao Verificador um grafo antes
do Verificador decidir o que quer, caso b = 0 o Verificador quer verificar se a matriz criptografada ¢
legitima e no caso b = 1 verificar se o circuito hamiltoniano é legitimo. Como a escolha do Verificador
é aleatoria o Provador convence o Verificador com probabilidade 1/2, no caso em que ele (o Provador)
nao conhece um circuito hamiltoniano. O fato do Verificador ser limitado nao permite-o conhecer
nada a respeito do que foi criptografado pelo Provador. O fato de usar criptografia torna o protocolo
de conhecimento zero computacional. De fato, nesses casos é usado uma técnica chamada de esquema
de empenho de bits (Goldreich, Micali e Wigderson, 1991).

Um esquema de empenho de bits (bit commitment) é um sistema interativo composto por dois
algoritmos probabilisticos de tempo polinomial e de duas fases entre as duas partes: um Remetente
que compromete-se com um valor b € {0,1} perante um Receptor. A primeira fase é chamada a fase
de comprometimento — o Remetente guarda um valor b numa caixa inviolavel — e a segunda ¢ a fase

de revelagdo — o Remetente abre a caixa e revela o valor guardado — de modo que sao satisfeitos:

1. sigilo: no final da primeira fase o Receptor nao ganhou nenhum conhecimento do valor guar-
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dado, mesmo no caso de um Receptor desonesto;

2. vinculo: dada a transcri¢ao da interacao na primeira fase, ha no maximo um valor que o Recep-
tor possa mais tarde aceitar como um valor legal guardado, mesmo no caso do Remetente ser

desonesto.

Se ambas as partes seguem o protocolo, entao no final da segunda fase o Receptor obtém o valor
empenhado pelo Remetente. Exigimos que a fase de comprometimento nao produza conhecimento
para o Receptor do valor empenhado, enquanto que a fase de revelagao vincula ao Remetente um

valor Gnico, no sentido de que na fase de revelagao o Receptor s6 pode aceitar esse valor.

Exercicio 4.22 (predicado hard-core). (Goldreich e Levin, 1989) Um predicado b: {0,1}* — {0,1} com-
putavel em tempo polinomial é dito hard-core da fungao f: {0,1}* — {0,1}" se para todo algoritmo
probabilistico de tempo polinomial A e todo inteiro d >0
P IA(F(X) = b)) < 3+
Xer{0,1}7 2 nd
para todo n suficientemente grande, ou seja, Um algoritmo probabilistico de tempo polinomial A
com entrada f(x) consegue prever b(x) com probabilidade no maximo préxima a 1/2, um pouco
melhor do que responder jogando uma moeda justa. Suponha f unidirecional e defina g por g(x, r) :=
(f(x),r) com |x| = |r| e tome b(x,r) := ) ;x;r; (mod 2). Prove que g é unidirecional e que b é um

predicado hard-core de g.

Para um exemplo de empenho, tomemos f: {0,1}* — {0,1}* uma funcao injetiva unidirecional e

b: {0,1}* — {0,1} um predicado hard-core de f (definido no exercicio 4.22 acima).

1. Fase de comprometimento: para empenhar v € {0,1} o Remetente escolhe xeg{0,1}" (n é o para-

metro de seguranca) e envia (f(x), b(x) ® v).

Apos essa fase, por causa do predicado hard-core, temos que a probabilidade de um Receptor

limitado qualquer prever o valor empenhado v é no maximo (1/2) + (1/p(n)).

2. Fase da revelagdo: o Remetente revela v e x e o Receptor verifica se a mensagem recebida (o, )

corresponde a a = f(x) e p = b(x)® v.

E possivel provar que se f é unidirecional e b um predicado hard-core de f entdo o protocolo acima
¢ um esquema de empenho. O sigilo segue da defini¢ao de hard-core e o vinculo segue da injetividade
de f. Para cada mensagem (o, 0) para o Receptor existe um unico s tal que f(s) = a e entdo um tnico
ve{0,1}tal que b(s)®dv=o0.

Exemplo 4.23 (3-cor € CZK). o problema de determinar se ha uma 3-coloracao propria dos vértices
de um grafo também é NP-completo. Suponhamos existir uma fungao unidirecional ou, mais espe-

cificamente, de um esquema de empenho de bits. Uma repeticao de nl|E| vezes o protocolo abaixo
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resulta numa prova de conhecimento-zero para 3-cor com probabilidade de erro exponencialmente
pequena em n para a consisténcia.

Entrada: Um grafo G = (V,E);

P: 03 Ss;

¢ —moP,com P: V—{1,2,3}, uma 3-coloracao propria de G;
P—V: {c,},v onde c, é um empenho do valor ¢(v).
V: {u,v} <R E;
V-P: {u,v};
P—>V: c,ecy,

V: Se os valores revelados ¢(u) e ¢(v) sao distintos, responde 1,

senao responde 0.

Se o Provador conhece uma 3-coloracgao do grafo entdao, com probabilidade 1, ele convence o Ve-
rificador desse fato; se o grafo nao admite uma 3-coloracao entao o Verificador rejeita com probabi-
lidade pelo menos 1/|E|. A probabilidade de nao haver erro nas nl|E| rodadas é (1 —[E|"1)"El x~ exp(-n)
(veja (s.8)). O Verificador executa em tempo polinomial e também o Provador assumindo que ele
receba 1 como entrada auxiliar.

O conhecimento-zero é mais dificil de provar. Intuitivamente, as Gnicas informacoes reveladas
para o Verificador numa interacao sao 7({(u)) e ({(v)), ou seja, um par de cores escolhido aleatori-
amente em {1,2,3} a partir de 1; qualquer simulador que devolva um par de cores (i,j)er{1,2,3}?,
i # j, é computacionalmente indistinguivel da informacao equivalente que surge na interacao do
protocolo.

Um simulador comeca com uma 3-coloragao aleatdria peg{1,2,3}" e simula o verificador com
um empenho dessas cores. Notemos que essa entrada para a simulagao do Verificador tem distribui-
cao diferente da entrada na execugao do protocolo interativo, entretanto, pela seguranga envolvida
no esquema de empenho, essas distribuicoes sao indistinguiveis. Nesse momento, se o Verificador
pede para examinar se uma aresta sorteada esta propriamente colorida o simulador revela as cores

empenhadas dos vértices.

1. escolhe aleatoriamente {i’,j’} € E e ¢;,c; € {1,2,3}, ¢; # ¢;; todos o0s outros vértices

recebem cor arbitraria; empenha essas cores;

2. simula V e se o Verificador pede para ver as cores de {i’,j’}, entao revela as cores e

responde 1; caso contraria reinicia a simulacao. Apds n|E| repeti¢cdes responde O.

Uma demonstracao detalhada pode ser lida em Goldreich, Micali e Wigderson (1991). O
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4.5 PROVAS NATURAIS

=/ =P/POLY:

4.5.1 GERADORES DE FUNCOES PSEUDOALEATORIAS

4.5.2 UMA PROVA NATURAL
4.6 EXERCICIOS

Exercicio 4.24 (Arora e Barak, 2009). Prove que toda funcao f: {0,1}* — {0,1} computavel por uma
Maéquina de Turing com alfabeto I' em tempo t(n) também é computavel por uma Maquina de Turing
com alfabeto {0,1,b} em tempo O(log(|l'|)t(n)).

Exercicio 4.25. Seja | € {0,1}" uma linguagem indecidivel por maquina de Turing (por exemplo, a

linguagem definida pelo Problema da Parada, definido na pagina 183). Defina
L={1": nem base 2 pertence a |}.

Prove que L é indecidivel. Exiba uma familia de circuitos (C,,: n € N) com nimero de vértices poli-

nomial em n e que decide pertinéncia em L.

Exercicio 4.26 (Problema de busca NP). Um problema de busca definido pela relacao R é um problema
de busca NP se dados x e y, decidir (x,y) € R pode ser feito em tempo polinomial e existe um po-
linomio p tal que se (x,y) € R entdo |y| < p(|x|). Prove que para todo problema de busca NP, existe
um problema de decisao NP tal que se o problema de decisao tem solu¢ao em tempo T(n), entao o
problema de busca tem solugao em tempo O(n“! - T(n2)), para constantes positivas c; e c,. Conclua

que P = NP se, e sO se, todo problema de busca NP tem solu¢ao em tempo polinomial.

Exercicio 4.27. (Adleman, 1978) Defina circuito booleano aleatorizado como um circuito booleano que
além das n portas da entrada contém portas que recebem um bit aleatério uniformemente; esse
circuito computa f: {0,1}" — {0,1} se quando f(xy,...,x,) = 0 o circuito com (xy,..., x,) responde O
e quando f(xy,...,x,) = 1 o circuito com (x1,...,x,) responde 1 com probabilidade pelo menos 1/2.
Prove que se f: {0,1}* — {0,1} é computada por uma familia de circuitos booleanos aleatorizados
de tamanho polinomial entao f é computada por uma familia de circuitos booleanos de tamanho

polinomial (que nao usa bits aleatodrios).
Exercicio 4.28. Prove que

1. BPP = coBPP.
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2. /PP =co/ZPP.
Exercicio 4.29. Prove que se NP # coNP entao P = NP.
Exercicio 4.30. Prove que se NP ¢ P/poly entao P = NP.
Exercicio 4.31. Prove que se NP C BPP entao NP = RP.

Exercicio 4.32. Prove que se RP C coPP entao ZPP = RP e RP € NP N coNP. (Atualmente, nao se sabe
RP = coRP, se RP C NP N coNP e se NP = coNP.)

Exercicio 4.33. Sejam M uma maquina de Turing probabilistica e L uma linguagem tais que para

constantes 0 < g <ex<1letodowe{0,1}
1. sewel,entaio P[M(w)=1]>¢5, €
2. sewél,entao P[M(w)=1]<e¢q;

prove que L esta em BPP.

Exercicio 4.34. A classe PP — Probabilistic Polynomial time — é a classe das linguagens L para as quais

existe um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que
P[M(w) = L(w)] > 1/2, para todo w € {0,1}".
Prove as seguintes inclusoes
1. Pc ZPP CRP C NP C PP.
2. RP CBPP C PP.

3. PP =coPP.

Exercicio 4.35. Suponha que exista um algoritmo deterministico eficiente A que, dado inteiros a e
N = pg > 1, para pe g primos distintos, determina de modo eficiente uma solucao de x°=a (mod N).
Sorteie b € Zj, e compute b° mod N, em seguida use o algoritmo A para determinar uma solugdo x
de X? = b% (mod N). Verifique que com probabilidade 1/2 temos x z +b (mod N). Prove que nesse
caso mdc(b-x,N) € {p, g}. Conclua que se é possivel determinar raiz quadrada moédulo N de maneira

eficiente entao é possivel fatorar N de maneira eficiente.
Exercicio 4.36. Prove que a linguagem do exemplo 4.11 esta em [1,.

Exercicio 4.37. Mostre que se o i-ésimo bit de p € (0,1) pode ser determinado em tempo polinomial
em i entao a distribuigao sobre {0,1} com P(1) = p pode ser simulada por uma maquina de Turing

probabilistica de tempo esperado O(1).
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Exercicio 4.38. Mostre que uma moeda com P[cara] = 1/2 pode ser simulada por uma maquina de

Turing probabilistica que lanca moeda com P[cara ] = p com tempo esperado O(1/(p - p?)).

Exercicio 4.39. Mostre que se trocarmos 1/2 por 1/p(|w]) ou por 1 —(1/2)P1") para qualquer polind-

mio positivo p nas defini¢coes de RP e de coRP, obteremos as mesmas classes de linguagens.

Exercicio 4.40. Prove que se trocarmos a constante na definicao de sistema interativo por (1/2)",

para qualquer constante positiva c entao a classe de linguagens reconhecidas nao muda, ou seja, ¢
IP.

Exercicio 4.41. (Goldwasser, Micali e Rackoff, 1989) Sejam a e b inteiros, 0 < b < a, tais que mdc(a, b) =
1. Prove que a linguagem QR := {(a, b): b é um residuo quadratico médulo a} admite o seguinte sis-
tema de prova com conhecimento zero: com entrada a, b (P conhece supostamente conhece s tal que
b =s? (mod a)). P sorteia s’ e envia b’ = bs’> (mod a). V sorteia um bit i e envia. Se b = 0 entdo
P revela ss’ (uma raiz para x’); se b = 1 then P revela s’ (uma raiz para x’x~!). V verifica se o valor

revelado é uma raiz de x’x~?, se for aceita.

Exercicio 4.42. Como consequéncia de AM(p(n)) = AM(p(n) + 1) = MA(p(n) + 1) temos: se coNP C AM
entao a hierarquia polinomial colapsa, ¥, = 1, = AM (veja o Problema 14, pagina 208, e o paragrafo

seguinte). Para provar esse corolario
1. Prove que AMC I, e que MA C ¥, N1, (generalize a prova de que BPP C PH, segao 4.2.3).
2. Prove que se L € ¥, entao existe L, € coNP tal que
weleJue(0, 1P (w,u)eL,
para algum polindémio p (veja (4.3), pagina 200). Conclua que L € AM.
3. Prove que ¥, =1, = AM.

Exercicio 4.43. (Arora e Barak, 2009, Lema 9.2) Assuma que P = NP. Suponha um sistema de codifi-
cacao tal que Dy(Ex(p)) = p, com |p| < |k|, com a fun¢oes Dy e E, computaveis em tempo polinomial.
Mostre que existe um algoritmo de tempo polinomial tal que para todo w, existem xg,x; € {0, 1}
com

P [A(Ex(xp)) = b] =

bER{O,l}
ker{0,1)"

Nl w

em que n < |wl.

Exercicio 4.44. Uma variavel aleatéria X,, que assume valores em {0,1}%", em que £ é polinomial

em n, ¢ eficientemente amostrdvel se existe um algoritmo probabilistico de tempo polinomial M tal
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que, se 1" denota a palavra com n ocorréncias de 1, entao M(1") e X, tém mesma distribuicao para
todo natural n. Assuma que temos um sistema criptografico em que as fung¢oes de codificagao em
£ usam chaves de tamanho n para mensagens de tamanho ¢(n). Tal sistema é dito semanticamente
seguro se para qualquer familia {X,: n € N} de variaveis aleatorias eficientemente amostraveis, qual-
quer f: {0,1}* — {0,1} eficientemente computavel e qualquer algoritmo probabilistico A de tempo

polinomial, existe um algoritmo probabilistico B de tempo polinomial tal que

BA(EL(X,) = F(X) JEIB(1") = (X, ]| < - (@.11)

paratodo d>0e keg {0,1}". Em (4.11) X,, é uma distribuicao qualquer sobre os textos de compri-
mento n, f(x) modela uma informagao qualquer obtida de x. A equagao nos diz que A nao consegue
computar f(x) a partir de uma codificacao de x com probabilidade melhor que chutando a partir do
conhecimento da distribui¢ao X,. Considere G: {0,1}" — {0,1}¢ um gerador pseudoaleatdrio. Prove

que um sistema criptografico com E,(x) = x® G(k) e D(y) = y @ G(k) é semanticamente seguro.
Exercicio 4.45. Prove que BPP C PZK.

Exercicio 4.46. (Vadhan e Goldwasser, 1999, pag. 21) Prove que non1so € PZK exibindo um simulador

para o protocolo da pagina 208.

Exercicio 4.47. O objetivo desse exercicio é mostrar que se um adversario consegue decifrar 1% das
] q g

-1

mensagens codificadas com o RSA, entao ele consegue decifrar todas. Suponha que Een

pode ser
computada para ep(n) elementos do Z;, em tempo t. Prove os enunciados a seguir e conclua que

existe um algoritmo aleatorizado que computa E (y), para todo y, em tempo esperado t/e.
* Mostre que se z€g Zy, entao z, z° e z°y sao identicamente distribuidos para todo y € Z7,.

e Suponha A um algoritmo de tempo t para o qual existe Y C Z;, com &@(n) elementos tal que

A(y)¢ = y para todo y € Y. Prove que

P [v=a(z)|ve=2z]>c¢
ZERZ;
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Por todo este capitulo adotamos a seguinte notacao

Xy <k, Xo < kapoory X <K

=X <k ]IN[Xa < k)N N[X; < K

para simplificar a escrita.
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5.1 UMA INTRODUCAO AOS PASSEIOS ALEATORIOS

Consideremos um jogo em que um jogador desafia uma banca com apostas de R$1,00 contra a
probabilidade de sair coroa ao langar uma moeda em rodadas que sao independentes. O jogador
possui um capital inicial t > O e em cada rodada ganha uma unidade monetaria caso o lancamento
resulte cara ou perde uma unidade monetaria caso o lancamento resulte coroa. O jogo termina
quando o jogador alcan¢a um capital desejado m > t ou quando atinge a ruina com capital O.

Sejam p € (0, 1) a probabilidade do evento C dado por “o lancamento da moeda resulta em cara”,
P, €[0,1] a medida de probabilidade condicionada ao capital inicial t € {1,...,m=1}, e F o evento “o
jogador alcanga a fortuna m”.

Denotamos por P; a probabilidade do jogador ganhar dado que iniciou com t reais, com Ppp =0 e
Ph=1,¢e

P, =Py(F) =P(F | C)Py(C) +P¢(F | C)P,(C)

pela lei de probabilidade total. O evento C ¢ independente do capital do jogador e do instante t do

processo, logo
Pi(C)=p e PuF|C)=Pri(F)
para todo O < t < m inteiro, ou seja
P,=Py1-p+P_1-(1—p)paratodo te{l,....m-1}, Py=0, P,=1.
Rearranjando a equagao de recorréncia

p—1
P11 — P = T(Pt - Pt—l)

fazendo K := (1 - p)/p e Q41 = P.o1 — P, obtemos Q;,1 = KQ; com Q; = P;, portanto, Q.1 = K'P;, ou

seja, P..q = P, + K'Py. [terando essa recorréncia
Pop=(1+K+KZ+K3+K* +---+ KL+ KY) - Py (5.2)

e tratamos essa somatodria em dois casos: (1)se K=1,istoé p=1-p=1/2, entdo a somatoria é t+ 1
e (2) senao p# 1 — p e a somatéria é (1 —K™1)/(1 -K) (soma de uma progressio geométrica).
Fazendo t = m—1 e de P,, = 1 podemos concluir que P, =1/m, se p=1/2,e P, = (1 -K)/(1 -K™),

se p# 1/2. De volta para (5.2), com essas informacoes nds deduzimos que para 1 <t < m

— sep=1/2 1—
P=¢" P . comK=-—F

t
11__KK:” sep=1/2 p
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Para K # 1, se a chance de ganho em cada aposta é ligeiramente maior do que a de perda, digamos
que K=0,9, e se 0 jogador comega com t reais e almeja dobrar esse capital, ganhar mais t reais, antes

de perder os t reais, temos da equagao acima que a probabilidade é

(1-0,9) 1

(1-0,92t)  1+0,9¢

para t = 2 a probabilidade é aproximadamente 0,55, para t = 5 a probabilidade é aproximadamente
0,65 e para t = 50 a probabilidade é aproximadamente 0,99. Agora, se K = 0,49, caso em que o ganho
¢ bem mais favoravel que a perda, entdo para t = 2 a probabilidade é aproximadamente 0,8, para
t =5 a probabilidade é aproximadamente 0,97 e para t = 50 a probabilidade é muito proxima de 1.

Se 1/2 < p<1entaoKe (0,1)logo K™ — 0 quando m — oo, portanto, lim,_,., P, =1 —K' € (0,1),
ou seja, ha a possibilidade de que o jogador nunca quebre e se torne infinitamente rico.

Por outro lado, se K=10/9, o ganho é ligeiramente desvantajoso, entao a probabilidade de dobrar
a fortuna antes de perder tudo é aproximadamente 0,22 para t = 2, aproximadamente 0,37 parat =5
e aproximadamente 0,005 para t = 50.

No caso p < 1/2 temos K > 1 logo lim,_,., P, = 0, entdo com probabilidade 1 o jogador perde todo

seu dinheiro se almeja aumentar indefinidamente sua fortuna.

O JOGO ACABA? Notemos que ha infinitas possibilidades de realizar o jogo sem que ele acabe, en-
tretanto a probabilidade desse evento ocorrer € 0. De fato, se Q; agora denota a probabilidade do

evento “0 jogo nao acaba dado que comeca no estado t” entao

Qt=pPQu1 +(1-=p)Qi1 (O<t<m), Qy=Q,=0.

Como no recorréncia para P, temos Q; = Qq(1 + K +---+ K1) para todo 0 < t < m, e como Q,,, = 0

deduzimos que Q; = 0 e, portanto, Q; = O para todo t, ou seja, o jogo acaba com probabilidade 1.
Em quantas rodadas jogo acaba? Denotemos por E; o valor esperado da variavel aleatdria Y que

conta o numero de rodadas até o jogo terminar dado que o capital inicial é t. Pela lei da esperanga

total

E.=E[Y|Clp+E[Y|C](1-p)
=(1+Eq1)p+(1+E1)(1-p)
=1+E4p+Eia(1-p)

com Eg = E,;, = 0 as condi¢oes de contorno. Reescrevendo essa igualdade e fazendo g = 1 — p obtemos

a seguinte equagao de recorréncia de segunda ordem e nao-homogénea

pEi1 —Ei+qE g =-1. (5.3)
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A parte homogénea da equacao de recorréncia, pE,,; —E; + gE;_; = 0, tem solu¢ado da forma AK' + B
quando p# g e K= g/p, com A e B dependendo das condi¢oes de contorno, como vimos acima. Toda
solucgdo de (5.3) é da forma (AK'+ B) + f(t) com f(t) solugao de (5.3) da forma at+ B; substituindo em
(5.3) e resolvendo para a e B, resulta em uma solugao f(t) = t/(1 —2p). Assim, E, = AK!+B+t/(1-2p)

e das condic¢oes de contorno obtemos

t 1-K!
E, =) 12 - 1_n}p' 1_km  Sep* 1/2
¢ =
t(m—1t) ,se p=1/2.

No caso p < 1/2 temos E; < t/(1 -2p) e E; — t/(1 — 2p) quando m — co. Curiosamente, o ganho
esperado em cada rodada é 1-p+(-1)-(1 -p) =2p—1 <0 de modo que se o jogador perde essa
quantia por rodada entao o jogo dura t/(1 — 2p) rodadas.

Esse jogo é um problema classico da probabilidade conhecido como ruina do jogador.

UMA VERSAO SEM RUINA Considere o caso em que o jogo termina somente quando o jogador alcanca
a fortuna m, toda vez que ele chega na ruina ele ganha R$ 1,00 e continua a jogar. No restante, as
regras e a evolugao do jogo sao como no jogo tradicional. Vamos calcular o valor esperado para o
numero de passos até a fortuna a partir do capital inicial t < m. O numero esperado de rodadas

condicionado ao valor inicial, denotado também por E;, ¢ modelado como na caso anterior
pEiiy—Ei+gE 1 =-1

para0<t<me g=1-p, porém com as condi¢des de contorno agora sao Eg =E; +1 e E,, =0. Como
p+qg =1, podemos escrever pE.,1 —(p+q)E;+qE;_ 1 = -1 donde deduzimos p(E;—E;;1) = q(E;_1—E;)+1
e fazendo U; :=E;_ 1 —E;, logo U; =1, e K= g/p, obtemos

1
Upq =K-U, + = (5.4)
p

logo, para K= 1 (ou p=1/2)

1 1{1-K!
- t- — t_l DY o t —
Upg =K U1+p(k +o+K+1) =K +p(1—K)

e retomando o valor esperado

1({1-K!
Et:Et+1+Kt+_( )

p\1-K
que, com a condigao de parada E,;, = 0, iteramos para obter
1{1-K™t 1-Km2 1-K!
E.=F Km-1 km=2 ... 4 Kt)+ =
¢ m+( + +oeet )+p( Tk TT1-x * +1—K)

L 1-KTE 1((m-t)  KE [1-Kmt
(5 ) 3ld -l )
1(m-t) [1-KTT 1 _m-t K'-K" 2p-2
_;_3(1—K)+K( 1-K )(1_p(1—K))_2p—1+ 1-K 2p-1
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Caso p = 1/2, da equagao (5.4) obtemos U;,; = U; + 2, donde deduzimos U,;; = 2t + 1, logo
Ei=E;1+2t+1comE,, =0, portanto E; = E, +Zj":'_tl 2j+1=m’—-t2 Assim,

m—t , KI—K™ 2p-2 1

E _)2 17 1K 20T sep*3
=

m?2 — t2 ,sep= %

5.1.1 PASSEIOS ALEATORIOS

Passeio aleatorio é um modelo matematico que formaliza a ideia de se mover em direc¢oes aleato-
rias em algum ambiente, como um grafo por exemplo. Em Ciéncia da Computagao passeios aleato-
rios em grafos modelam, por exemplo, o trafego de informagao por nés de uma rede sem fio e foi o
método que originou o mecanismo de pesquisa do Google para procurar e classificar as paginas web
da Internet.

A evolugao de um processo aleatdrio pode ser modelada por uma sequéncia (X;: t € T) de varia-
veis aleatoérias que assumem valores num conjunto S de estados e sao indexadas pelo parametro t que
chamamos, genericamente, de tempo. Usualmente, no caso discreto, T = Z* e S enumeravel. Neste
capitulo, estudaremos passeios aleatorios que sao instancia de um processo estocastico markoviano
o que, intuitivamente, significa que a qualquer momento o préximo estado do sistema depende de
seu estado atual, mas nao de seu passado. Além disso, também consideramos apenas o caso em que

a probabilidade de transigao entre os estados depende dos estados mas nao depende do tempo.

Exemplo 5.1 (passeio aleatorio simples nos inteiros). As variaveis aleatérias X; assumem valores em Z,
para todo inteiro t > 0, a comecar do estado inicial Xg = a. Com isso, queremos dizer que P[ Xy = a] =
1 e a partir do estado X; no instante t, em cada passo, o estado do passeio se move de +1 ou de -1
com mesma probabilidade, independentemente do passado e de t.

Por exemplo, para a = 0, quando t = 1 temos o evento [X; = —1] com probabilidade 1/2 ou o
evento [X; = +1] com probabilidade 1/2. No instante seguinte, t = 2, temos [X; = —2] com proba-
bilidade 1/4 ou [X; = +2] com probabilidade 1/4 ou [X; = 0] com probabilidade 1/2. No terceiro
passo temos [X; = =3] com probabilidade 1/8 ou [X; = +3] com probabilidade 1/8 ou [X; = =1] com
probabilidade 3/8 ou [X; = +1] com probabilidade 3/8.

As transicoes entre estados tém as probabilidades

1
P[Xt+1:i+1|Xt:i]:P[xt+1:i_1|Xt:i]:§

para todo inteiro i e todo inteiro positivo t. O estado X; do passeio aleatdrio no instante t > 1 é dado

por

Xt:XO+

n

Z,=a+
1 n

Z,, com Z, ~ Bernoulli(1/2) independentes

t
= ].

t
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e, para todo n, {Z,,Xg, X1,...,X,_1 } também independentes. Assim, para qualquer inteiro b
t
P[X,=j|Xo=a]=P|) Z,=j-a|=P[X,=j+b|Xo=a+b]
n=1

ou seja, o passeio ¢ homogéneo no espago. Também, para qualquer inteiro positivo s

t t+s
P[X¢=j|Xo=a]=P ZZnZJ—a =P Z Zn=j-a|=P[Xys=j[Xs=a]
n=1 n=1+s
ou seja, o passeio ¢ homogéneo no tempo.
Nesse processo, o estado futuro X;,; depende somente do estado presente X; e nao depende
dos estados passados Xg, Xq,...,X;_1, ou seja, conhecido X;, a distribui¢ao de X;,; depende de Z;,;

somente, nao depende de Xg, X1,..., X;_1,
P[ Xep1 =i [ Xe =i, Xeop =5¢-1,-+-, Xy =51, Xg=a]
:P[Zt:j_i | Xt: i Xt—l =Se-1,000, xl =51, XO:a]
:P[Zt:j_i]:P[xt+1:j | Xt:i]

para quaisquer i,S;_1, -, S1, a inteiros

P[ Xep1 =4 | Xe=1i, Xeog =Spe1,0+5 Xy =51, Xo=a ]| =P[ X1 =J | X =i ] (5.5)

Algumas perguntas interessantes nesse caso sao: em média, quao longe da origem esta passeio
apos n passos? Com que probabilidade em um determinado momento o passeio estara de volta na
origem? O passeio aleatdrio continua voltando a origem ou, eventualmente, o passeio a deixa para
sempre?

Esse passeio aleatorio pelos inteiros pode ser facilmente generalizado para varias dimensoes to-
mando os estados em Z9 e cada passo é escolhido com igual probabilidade dentre 29 direcdes possi-
veis (figura 5.1). Curiosamente, o retorno para o estado inicial do passeio ocorre com probabilidade
1 nos casos d =1 e d = 2, para d > 3 o passeio eventualmente o deixa e nunca mais retorna (exer-
cicio 5.53). Esse resultado foi provado por George Polya em 1921 e motivou a anedota “um homem

bébado vai encontrar o caminho de casa, mas um passaro bébado pode se perder para sempre”. ¢

Exemplo 5.2 (modelo de difusio de Ehrenfest). Um modelo idealizado de difusao foi proposto pelos
fisicos Tatiana e Paul Ehrenfest em 1907 para descrever a troca de calor entre dois sistemas em
diferentes temperaturas. No modelo ha dois compartimentos que chamaremos de A e B separados
por uma membrana (figura 5.2). No inicio N moléculas de um géas estao no compartimento A e o
compartimento B esta vazio. Em cada instante uma tinica molécula troca de compartimento e todas

as moléculas de um mesmo compartimento tem a mesma probabilidade de passar pela membrana.
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d=3

Figura 5.1: os 29 possiveis passos no Z9 a partir de um estado, para d = 1,2, 3.
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Figura 5.2: esquema do modelo de Ehrenfest.

O experimento idealizado por Ehrenfest ¢ modelado por um passeio aleatérioem S :={0,1,...,N}.
Digamos que no instante t > O a quantidade de moléculas em B seja X, inicialmente Xy = 0. Conhe-
cido X;, no proximo momento temos X4 1 = X; — 1, caso uma molécula tenha passado de B para A,
ou X1 = X;+ 1 caso uma molécula tenha passado de A para B. Essas variaveis aleatorias definem
um processo estocastico sobre o conjunto de estados S e as transi¢coes com probabilidade positiva sao
P[X;=1]Xg=0]=1eparatodot>0

P[Xt1=N-1]X;=N]=1

N—k
P[ X1 =k+1] Xt:k]:T
k
]P)[Xt_,_l:k—]. | Xt:k]:N;
em qualquer outro caso P[ X;,1 =j | X; =i ] =0. Esse processo satisfaz a equagao (5.5)? O

Exemplo 5.3 (Ruina do jogador). Na ruina do jogador, o nosso primeiro exemplo, o capital do jogador
no instante t € uma variavel aleatéria, digamos X;, e (X;: t > 0) é um passeio aleatério pelos estados

S=={0,1,...,m} com

P[X41=0]X,=0]=1, P[Xp1=i+1 | Xe=i]=p
P[ X1 =m [ X¢=m]=1, P[Xy1=i-1|X¢=il=q
paratodo 1 <i<Netodot> 0. Esse processo satisfaz a equacao (5.5)? O
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5.1.2 PROPRIEDADE DE MARKOV

Os trés exemplos apresentados acima sao exemplos de processos estocasticos com a propriedade
de Markov. Um processo estocastico (X;: t € Z*) possui a propriedade de Markov se o comporta-
mento probabilistico do processo no futuro (X;,1), dado o presente (X;), € condicionalmente inde-
pendente do passado (Xg, X1,...,X;_1), 0 que é expresso pela condi¢ao dada na equacao (5.5) acima.

Neste capitulo todos os processos considerados sao desse tipo, a menos que dito o contrario.
Também, os processo que estudaremos sao homogéneos, isto €, a probabilidade de transicao nao

depende de t, apenas dos estados
Pi,j 3:P[X1:j | XO:i]:P[Xt+1:f | Xt:i]'
Um processo (X;: t > 0) é markoviano se, e so se, para qualquer sequéncia de estados (i, i1,..., i)
temos que a lei conjunta P[ Xg = ig, X1 = iy,..., X, =i, ] é dada por
P[XO = io,xl = i1,...,Xn = In]
=P[Xo=io]-P[X1=i1 [ Xo=io |- P[Xo=i2 | Xy =i, Xo =io |- P[ X, =i | Xpo1 =in1,-., X0 =0 ]
=P[Xo = ig ]pio,il Piy,i> " Pip_1,in

E bastante frequente termos a distribuicio inicial concentrada num estado k, isto é P[Xg = k] = 1.

Nesse caso, denotamos a distribui¢ao por o,

1, sex=k
Ox(x) =
0, sex=k.

Nao é dificil verificar que a condigao de Markov dada na equagao (5.5) é equivalente a condicao

P[xt+n:j | Xe=i, Xeoq = i1, XOZIO]ZP[Xt+n:f | xt:i]

para quaisquer estados i, s;_1,-:-,S1,a, paratodo t > 0 e todo n > 1.

Exercicio 5.4 (propriedade de Markov). Prove que se (X;: t > 0) com a distribui¢ao inicial v e probabi-
lidades de transicao p;; € markoviano entao (X n,: t > 0) condicionado a X, = i, com distribuicao

inicial o; e probabilidades de transi¢ao p;; € markoviano e independente de X,..., X,.

A PROPRIEDADE FORTE DE MARKOV No experimento de langar um dado até que ocorra o resultado 3
ocorra, o instante em que tal evento ocorre é uma variavel aleatéria T e o evento [T = n] é completa-
mente determinado pelos valores X,..., X, dos resultados observados no langamento até o instante
n, [T=n]=[X;#3,X523,...,X,=3]
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No caso em que T: 2 — {0,1,...} U {co} é uma variavel aleatdria, definida no mesmo espaco
amostral que as variaveis aleatérias de um processo estocastico (X;: t€ Z*), e [T = n] é completa-
mente determinado’ pelos valores Xg, X1,...,X,, € chamada tempo de parada.

No caso da ruina do jogador o tempo em que atinge um dos estados O ou m, aquele que ocorrer
primeiro, € um tempo de parada. “Intuitivamente, assistindo o processo sabemos quando T ocorre
no instante que ocorre. Se temos que parar em T, sabemos quando parar” (Norris, 1997).

Quando vale a propriedade de Markov dizemos que o comportamento futuro do processo de-
pende do presente e nao depende do passado. Na propriedade forte é analogo, exceto que o presente
é um instante aleatério, como no caso do lancamento de um dado, ou seja, a propriedade de Markov
vale para todo tempo de parada. O ponto importante a ser observado é que se E é um evento deter-
minado por Xg,...,Xt, entdao EN[T = n] é determinado por Xg,...,X,, para todo n. Nesse caso, pela

propriedade de Markov

P([Xt =i, X1 =i, Xren = ip]NBO[T=n]n[Xy =i]) = (5.6)
P([Xo =0, X1 =iy, -, Xy =in] [ [Xo = i])P(BA[T = n]N X1 =i])

A propriedade forte de Markov é a seguinte: para todo n > 1 e todos j,i,i;_1,-*,ig
P{Xtpn=J [ Xy =i, Xyoy =ip_1, Xo=lo | = P[ Xqyn =J [ Xy =1i]

o que vale sempre que T é um tempo de parada. Assim, condicionado a T < oo e X1 = i temos que
(X4n: N €Z*) é um processo markoviano com estado inicial i, independente de Xg, Xq,..., Xt e com
as mesmas probabilidades de transi¢ao. A propriedade de Markov forte diz, em termos gerais, que

uma cadeia de Markov “regenera-se” ou recome¢a em um momento de parada. Se T é um tempo de

! Alternativamente, podemos dizer que a fungao Li7—n) € dada pelas variaveis Xg, ..., Xp,.
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parada de (Xg, Xy,...) tal que P[T < o] = 1. Entao

P[Xrsn=J | Xy=i, Xyo1 =ir-1,-, Xo =g | = ZP[ Xtin=5T=m| Xy =i, Xy_1 =it_1,-++, Xo = o |

m=0
- Zp[x””:j | Xt =i, Xy_1 =it_1,+, Xo=ig, T=m - P[T=m | Xy =i, X7_1 = it_1,-+, Xo =g ]
m=0
- Z P[XT+n:j}xT: i’ xT_l = iT—]_;"'r XO: iO,T: m] .
P[T=mXy =i, Xy-1=it-1,-++, Xo = io]

PlT=m|Xy=1i, Xy_y =it_1,-+, Xo =g ]

m=>=0
P[x :j;X :’IX —1:i -1, XO:’O] . . .
m>0 m=—0 "Am-1—Tm-1, » N0 — 10
:ZP[Xan:j|Xm:iIXm—1:im—11"'7XO:iO]'P[T:mle:il XT—lziT—ll"'IXOZIO]
m=0

= Z]P[xm-fn:j|Xm:i]'P[T:m|XT:i1 XT—lziT—l""IXOZIO]

m=0

:P[Xm+n:j|Xm:i]'ZP[T:m|XT:i: Xt_1=it-1,0, Xo=1o ]

m=0

:P[xm+n:j|xm:i]

logo (5.6) fica verificada.

Concluimos que todo processo (X;: t € Z*) markoviano satisfaz a condi¢ao forte de Markov.

EQUACAO DE WALD Sejam (X,: n > 1) variaveis aleatorias independentes e com a mesma distribui-
¢ao de valor esperado E X tal que E | X| < co. Suponha que N seja um tempo de parada com respeito

a tal sequéncia com E N < co. Entao

N
an = ZXnH[N>n—l]r
n>1 n>1

tomando a esperanga

N
E an =E anﬂ[N>n—1]] = ZE[Xnﬂ[N>n—l]]
n>1 n>1 n>1

pois as esperancas sdo finitas, E | X| <oco e EN < oo.
O evento [N > n—1] pode depender (no maximo) de Xj,...,X,_1. A variavel X, é independente de
X1,...,Xp_1, portanto independente de [N > n—1], assim E[X,I[n>n-17] = E[X]P[N > n—1]. Assim,

ficamos com

N
E ;xn :]E[X];IP[N> n—1]:E[X];IP’[N> n]=E[X]E[N]
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5.1.3 2SAT

O 2sart é o problema computacional de decidir satisfazibilidade de uma férmula booleana 2-CNF,
digamos ® = C; A C; A --- A Cp,, sobre um conjunto de variaveis V. Esse problema tem solu¢ao de
tempo polinomial (exercicio 3.73, pagina 174). Abaixo descrevemos um algoritmo aleatorizado bem
simples para o 2saT, de tempo polinomial e que responde corretamente com alta probabilidade.

A partir de uma valoracao qualquer das variaveis, se a formula nao esta satisfeita, escolhemos
uma clausula falsa e inverta o valor de uma das duas variaveis escolhida ao acaso. A clausula esco-
lhida ficara satisfeita, embora algumas outras podem se tornarem falsa. Esse processo lembra o do
jogo da ruina sem-ruina, o “capital” do algoritmo é a quantidade de clausulas satisfeitas e a meta
atingir m. Entretanto, em cada etapa nao temos controle de quanto o capital muda.

Um outra ideia que contorna o problema apresentado no paragrafo acima é a seguinte. Suponha
que haja uma valoracao v* que torne ® verdadeira. O algoritmo comeca com uma valoragao v que é
alterada durante a execugao. O capital do algoritmo num dado instante € a quantidade de variaveis
do conjunto V que recebem o mesmo valor 16gico pelas fungoes v e v*.

Enquanto houver clausula falsa na férmula de entrada, o algoritmo toma uma dessas clausulas,
sorteia um literal dessa clausula e inverte o valor da variavel dela. Notemos que se os dois literais
da clausula escolhida pelo algoritmo discordam de v*, entao a fortuna do algoritmo aumenta de 1,
certamente, senao apenas um literal discorda da valoragao v* de modo que com probabilidade 1/2 a
fortuna aumenta de 1 ou diminui de 1/2.

Assumindo que a fortuna do algoritmo pode ser modelada como a do jogador (do jogo sem ruina),
temos a probabilidade p > 1/2 da fortuna incrementar de 1 e g < 1/2 de cair. Portanto, no pior caso,
p=q=1/2, o algoritmo termina, isto é encontra a fortuna n, em O(nz) passos em média pela nossa
analise prévia. Eventualmente, o algoritmo pode terminar antes encontrando uma outra valoracao
que satisfaca a formula.

No caso da féormula ® nao ser satisfazivel precisamos de um mecanismo de interromper o al-
goritmo que nao estrague muito a possibilidade dele encontrar a valoragao no caso de férmulas
satisfaziveis. Usando a desigualdade de Markov, equagao (3.33) na pagina 164, temos que a proba-

bilidade de, no caso ® satisfazivel, o nimero de passos superar n>

é menos que 1/n, portanto, com
alta probabilidade o algoritmo encontra v* ou outra valoracao que satisfaga a formula.
Resumindo, o algoritmo sorteia uma valoragao; enquanto houver clausula falsa, toma uma clau-

sula, sorteia uma literal e inverte o valor, até que encontre uma valoracao que satisfaca a formula
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(que pode ser diferente de v*), ou que exceda um limitante pré-determinado de rodadas.

Instancia: uma féormula 2-CNF ® ={Cy,...,C,,} sobre as variaveis {vy,..., v, } € 0o numero de
tentativas k.
Resposta: sim se encontrou uma valoracao que satisfaz @, caso contrario ndo com

probabilidade de erro menor que 1/2k.

-

para i de 1 até n faca v; < {0, 1};

2 repita
3 se P(vq,...,v,) =1 entao responda sim.
4 sorteie um literal £ de uma clausula nao satisfeita;

5 f—¢+1 mod?2;
6 até que complete 2kn? rodadas;

7 responda nao.

Algoritmo 42: 2sar.

Se nao existe valoracio que satisfaca todas as clausulas, o algoritmo termina apés 2tn? rodadas e
responde corretamente. Vamos assumir que ® ¢é satisfazivel. Seja v uma valoracao que satisfaz ® e
v; a valoragao construida pelo algoritmo apds a i-ésima rodada do laco interno, da linha 2, com vg a
valoracao inicial construida na linha 1.

Denotemos por X; o niumero de valores em comum nas valoracoes v e v;, isto ¢, a quantidade
de variaveis em V que tém o mesmo valor nessas duas valoragoes. Entao (X;: i > 0) é uma colecao
de variaveis aleatérias que assumem valor no conjunto de estados S = {0,1,...,n}. O algoritmo
termina com X; = n ou quando ele encontra alguma valoragao diferente que v que satisfaga a féormula
booleana ®.

Por exemplo, consideremos ® = (v; V vo) A (V> V v3) A (=vq V —v3) e v dada por (vy, v, v3) = (1,1,0).
Se v; é (v1,v>,v3) = (0,0,1) entao X; = 0 de modo que X;,;; = 1 com probabilidade 1. Agora, se v; é
(vi,v2,v3) = (0,0,0), entao X; = 1 (as valora¢oes coincidem em v3), a clausula v; V v, é falsa, assim

como V> V v3; se a primeira clausula é escolhida entao

2, com probabilidade 1
Xiy1 =
0, com probabilidade O

senao a segunda sera escolhida e

X 2, com probabilidade 1/2
i+l =
0, com probabilidade 1/2.

Se v; é (v, v, v3) =(1,0,0), entao X; = 2 e a clausula v, V v3 é (a Gnica) falsa de modo que X;;; =1
com probabilidade 1/2 e X;,; = 3 com probabilidade 1/2.
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Notemos que o valor da probabilidade condicional de X;,; dado v; ndo depende apenas de X; mas
depende de quais variaveis estao de acordo com v, o que depende do historico de como chegamos a
v;. Esse processo nao é um passeio aleatoério markoviano, isto é, viola a condi¢ao dada na equacao
(5.5). Se Cy = {€y,, ¢\, } nao esta satisfeita por v;, entao ambos os literais sao falsos por v;, mas pelo
menos um deles é satisfeito por v, portanto, P[ X;,; = j+1 | X; =j ] > 1/2. Por outro lado, P[ X;,1 =
=1 X; =j] < 1/2. Também, vale P[X;;; =1 | X; =0] = 1. Uma condicao suficiente para o
algoritmo responder corretamente é que em algum momento valha X; = n, nesse caso, vamos assumir
que X; = n para todo j > i.

Agora, definimos um passeio aleatdrio (Z;: i > 0) no mesmo conjunto de estados e pondo Zg := Xg

e,parai>1,Z;:=X;—E;comEy:=0e
1. seE;=X;eX; > 1,entao E; 1 :=X;,1 - 1;
2. senao,se E; = X; e

(a) X;=n,entao E;;; :=E;+1 com probabilidade 1/2 e E;,; := E; — 1 com probabilidade 1/2;

(b) n# X; > 1 e ambos os literais da clausula escolhida na iteracao i + 1 do lago tém valores
diferentes em v; e v (portanto X;;; = X; + 1), entdo E;,; := E; com probabilidade 1/2 e
E;s1 := E; + 2 com probabilidade 1/2;

3. caso contrario E; 1 := E;.

Se Z; =0, entao E; = X;. Se X; =0 entao X;,; =1, ademais E;;; = E; = 0 pelo item 3 e por hipotese.
LogoZ;;1 =X;;1—E;;1=1-0=1.SeX; > 1,entao E;;; = X;;1 —1,logo Z;;; = X;;; —E;;1 = 1. Portanto

P[Z1=1]2=0]=1.

Assumamos que Z; = j > 1. Se X; = n entao, com probabilidade 1/2, temos E;;; = E; +1 = X, -
Zi+1l=n-j+1louk;1E;—1=n-j-1,logo Z;;1 =X;;1 —Ej;z1=n—-(n—j*1),ouseja, Z;;; =j+1
com probabilidade 1/2 e Z;,; = j—1 com probabilidade 1/2. Se X; > 1 e ambos os literais da clausula
escolhida na iteragao i+1 do lago tém valores diferentes em v; e v, entao Z;, 1 = X;,1—E;;1 = X;+1-E; =
Z;+1 = j+1 com probabilidade 1/2e Z;;; = X;;1—E;;; = X;+1-E;-2=2Z;-1 = j—1 com probabilidade
1/2. Caso contrario no maximo um literal da clausula escolhida na iteracao i + 1 do laco tém valores
diferentes em v; e v, entao X;;1 = X;+ 1 e E;;; := E;, portanto, Z;;; = X;+1-E; = j+1, cada um com
probabilidade 1/2. Assim,

Nesse passeio podemos usar os resultados do XXXX para garantir que o nimero esperado de passos
até o passeio (Z,) atingir o estado n é no méaximo n?. Por defini¢ao Z, < X, para todo t > 0, portanto,

o ntimero esperado de passos até o passeio (X;) atingir o estado n é no maximo n?.
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Com que probabilidade o lago interno do algoritmo 42 nao acha a valoragao v? Se R é o nimero
de rodadas de trocas de bits até acha uma valoragao especifica, entao ER < n? e pela desigualdade

de Markov, equagao (6.1),

O algoritmo falha em cada uma das tentativas do laco externo com probabilidade no méaximo (1/2)*.

3SAT O que acontece quando aplicamos a mesma estratégia para o problema k-sat? No caso k=3 a

generalizacao imediata do algoritmo e da andlise acima nos leva ao passeio (X;) com
P[ X1 =i+1 X =]
P[ X1 =i-1[X;=j]

que domina estocasticamente o passeio (Z;) (X; > Z;) tal que
P(Z1=1|2,=0]=P[Z,,1=n|Z,=n]=1

P[Zy1=j+112Z,=j]=1/3
IP’[Zt+1:j—1|Zt:j]:2/3

que, infelizmente, € mais provavel decrescer do que crescer. Isso faz com que o nimero esperado de

rodadas seja exponencial, O(2").

Exercicio 5.5. Prove que o passeio aleatério (Z;) definido acima tem tempo esperado O(2") para atin-

gir o estado n.

251



5.2 PASSEIOS ALEATORIOS EM GRAFOS

Seja G = (V,E) um grafo com ntmero finito de vértices. Para os nossos propdsitos podemos assu-
mir, sem perda de generalidade, que os vértices sao dados por V={1,2,...,n}, com n > 2. Um grafo

pode ser representado por sua matriz de adjacéncias Ag = (a; ;) dada por
1 seli,jlekE
a,"j =
O caso contrario.
Para o grafo ({1,2,3,4,5,6},{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5},{4,5},{4,6},{5,6}}), por e-
xemplo, a matriz de adjacéncias A = Ag que o representa, juntamente com um diagrama, sao dados

na figura 5.3 abaixo.

011000
1— 2
\ 1 01 110
11 0110
6 3 A= .
\ / 011011
011101
5——4
000110
Figura 5.3: um grafo e sua matriz de adjacéncias.
Um passeio em um grafo é, simplesmente, uma sequéncia (v, vy, ..., v¢) de vértices do grafo com

vértices consecutivos adjacentes, isto €, { v;, v;,1 } é aresta para todo O < i< k—1.
Um passeio aleatorio simples pelos vértices do grafo G é um processo estocastico (X;: t > 0),
com X, € V para todo t, tal que

' ' 1/dg(i), sel{i,j}e€E(G)
Pij =P[ Xy =J | Xe=i]:= ’

0, caso contrario
onde dg(i), o grau do vértice i, € a quantidade de arestas que incidem em i, ou seja dg(i) = }_; a; ;.
Esse passeio satisfaz a condigao de Markov, equagao (5.5).
A matriz P = (p; ;) é a matriz de transi¢ao do passeio aleatério no grafo G, que também ¢é dada
por
P=D1.A¢ (5.7)

para a matriz diagonal D = (d; ;) dada por d;; := dg(i) e O nas outras entradas.
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No caso do exemplo acima a matriz de transi¢ao no grafo é

0 1/2 1/2 0 0 O 172 0 0 0 0 0)0o11000
1/4 0 1/4 1/4 1/4 0 0 1/4 0 0 0 o0t o1110
1/4 1/4 0 1/4 1/4 0| [0 0 1/4 0 0 0|1 101 10
0 1/4 1/4 0 1/4 174 |o o0 0 1/4 0 oflo 110 1 1|
0 1/4 1/4 1/4 0 1/4 o 0 0 o0 1/4 ollo11101
0O 0 0 1/2 1/2 0 o 0 o o o0 12/lo0 0110

Exercicio 5.6 (matriz estocdstica). Uma matriz estocastica tem todas as entradas ndo negativas e cada
linha soma 1. Prove que para todo grafo G com n vértices e todo inteiro t > 1, para P a matriz de

transicao como foi definida acima, a matriz P* é estocastica.

Com essas definicdes temos uma representacao elegante para a dinamica do processo aleatdrio.
Seja v = (v;) um vetor estocastico, isto é, com entradas nao negativas e que somam 1. Tal vetor é uma
distribuicao de probabilidade sobre o conjunto V dos vértices de G. No caso em que v € a distribuicao

de Xg, dada por v; = P[Xg = i], chamamos v de distribui¢ao inicial. Entao, vP na posi¢ao j é
n n
) vipy= ) BIXi=71Xo=1B[Xo=1]=F[X; =]]
i=1 i=1

de modo que VP ¢ a distribui¢ao de X; e, de modo geral, a distribui¢ao de X; é dada por vP* para

todo t > 0. A matriz Pt = (pgf}

) é chamada de matriz de transicao em t passos dada por
P =P X =) | Xo=1il.

(0 = v e para todo t > 0 pomos v{t) = v(t-1P = yPt entao para todo t > 0 o vetor v(!) denota a

Se v
distribuicao de X;.

No caso em que um vetor estocastico T satisfaz
T =T"P

dizemos que Tt é uma distribuicao invariante, ou distribuicao estacionaria, do passeio aleatério, ja
que a lei de X; é a mesma em todo instante t a partir dessa distribuicao. Se (X;: t > 0) é um passeio
aleatorio com matriz de transicao P e com distribuicao inicial 7, entao (X,,;: t > 0) é um passeio
aleatério com matriz de transi¢cao P e com distribuicao inicial 1 pois P™ = ;.

No caso de passeio aleatério em grafos sempre ha uma distribuicao invariante, que serd tnica
se o grafo for conexo. Se o grafo for desconexo ha uma distribuicao invariante diferente para cada
componente conexa do grafo. Se G = (V,E) é um grafo, entdo a soma dos graus dos vértices é 2|E| e,
para qualquer vértice j. Se d = (d;) é o vetor dos graus dos vértices,

d; = dg(j) = Z d%zzdmu

it {i,jleE oev
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ou seja, d = dP, normalizando o vetor por 2|E| obtemos o vetor estocastico

dg (i)

TC: 2|E| .

=mP, com T; =

e

Sob certas hipoteses, caso em que o passeio é chamado de ergoédico, um passeio aleatério num
grafo G tem uma unica distribuicao invariante e ela é sempre atingida no limite, quando t — oo,
independentemente da distribuicao inicial. Essa convergéncia ao equilibrio é outra propriedade
notavel de certos processos aleatérios. Para o exemplo da figura 5.3 acima algumas poténcias da

matriz P sao

0,25 0,125 0,125 0,25 0,25 0,0
0,0625 0,3125 0,25 0,125 0,125 0,125
P2 _ 0,0625 0,25 0,3125 0,125 0,125 0,125 ’
0,125 0,125 0,125 0,3125 0,25 0,0625
0,125 0,125 0,125 0,25 0,3125 0,0625
0,0 0,25 0,25 0,125 0,125 0,25
0,100025480 0,199967369 0,199967369 0,200032630 0,200032630 0,099974519
0,099983684 0,200020897 0,200020897 0,199979102 0,199979102 0,100016315
p20 _ 0,099983684 0,200020897 0,200020897 0,199979102 0,199979102 0,100016315 ’
0,100016315 0,199979102 0,199979102 0,200020897 0,200020897 0,099983684
0,100016315 0,199979102 0,199979102 0,200020897 0,200020897 0,099983684
0,099974519 0,200032630 0,200032630 0,199967369 0,199967369 0,100025480
0,10000001 0,2 0,2 0,20000001 0,20000001 0,099999999
0,1 0,20000001 0,20000001 0,2 0,2 0,1
P80 _ 0,1 0,20000001 0,20000001 0,2 0,2 0,1 ’
0,1 0,19999999 0,19999999 0,2 0,2 0,09999999
0,1 0,19999999 0,199999999 0,2 0,2 0,09999999
0,09999995 0,20000001 0,20000001 0,19999999 0,19999999 0,1
de fato,
01 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1
Pt 0,1 02 0,2 0,2 0,2 0,1.
01 02 02 0,2 0,2 0,1
01 02 02 0,2 0,2 0,1

E um tanto surpreendente que para passeios em grafos finitos a ergodicidade é muito facil de des-
crever e depende apenas de propriedades estruturais simples do grafo: é suficiente que o grafo seja

conexo e nao bipartido (veja a definicao de grafo bipartido no exercicio 2.64, pagina 109).
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Quando o grafo é bipartido, se tomarmos uma distribuicao v cujas entradas positivas (o suporte)
estao apenas em uma das partes da biparti¢ao, entao em cada passo do passeio aleatério o suporte
move-se para a outra parte e assim P! serd sempre diferente para valores de t com paridade diferente.

Nao é dificil verificar que o problema acima com grafos bipartidos nao esta mais presente quando
consideramos a variante preguicosa de passeios aleatérios em grafos. Nessa modificagao o passeio joga
uma moeda antes de cada passo e escolhe com igual probabilidade entre ficar no vértice atual ou ir

para um vizinho. A matriz de transicao desse passeio é

em que Id é a matriz identidade de dimensao igual a de P (veja o exercicio 5.58).

ProPosiGAO 5.7 Se para algum i€ {1,2,...,n} existem os limites

i~

tlim p(t-) 7 €[0,1]
para todo j€{1,2,...,n} entdo T é invariante.

DemonstrAGAO. O limite é uma distribuicao

n

n n
. t . t
) m=) lmplj=tim) plj=1
JE =1

=1

ainda
n n n
— i (t+1) 0 (t) _ 0 (t) _
= Amopgy = Ame ) PikPij = ) UM PPk = ) TPk
k:]. k:l k:l
portanto Tt € invariante. N

A exigéncia de que o grafo seja conexo equivale a pedir que a matriz de adjacéncias seja r irre-
dutivel, isto é, nao existe permutacao que aplicada nas linhas e nas colunas resulta numa matriz

triangular superior, ou seja, da forma
B C

0O D

e exigéncia de que o grafo seja nao-bipartido equivale a nao existir uma permutagao que aplicada

nas linhas e nas colunas resulta numa matriz da forma

0O B

o o (5.8)

onde O ¢ uma matriz quadrada.
Num contexto mais geral de processos markovianos a exigéncia de que o grafo seja conexo e nao
bipartido se traduz em, respectivamente, irredutibilidade e aperiodicidade do processo e é desse

ponto de vista que discutiremos a seguir tais propriedades.
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Observagado 5.8 (sobre a existéncia de distribuicao invariante). Ha varios modos de provar a a existéncia
de uma distribuicao invariante, ha argumentos probabilistico, algébrico e analitico para esse fato.
Veremos mais adiante, na pagina 265, um argumento elementar. O algébrico é derivado do teorema
de Perron-Frobenius (apéndice A.5.1) e o analitico, possivelmente a deducao mais simples, segue
do Teorema do Ponto Fixo de Brower: Para toda fungdo continua f: T — T, onde T C R" é compacto e

convexo, existe x € T tal que f(x) = x. Consideremos o conjunto (compacto e convexo)
n
T=3v=(vg,...,vy) ER": v; >0 (Vi) e Z|v,-| =1
i=1

a funcao linear de T em T dada por x — xP é continua, portanto, pelo Teorema da Ponto Fixo de
Brower deduzimos a existéncia de um vetor invariante. Maltese (1986) apresenta uma demostra-
cao simples desse fato envolvendo conceitos basicos de topologia. Também é conhecida uma prova

combinatoria que s6 envolve conceitos bastante elementares (Prasolov, 2006, secao 2.3). O

IRREDUTIBILIDADE Se G = (V,E) é um grafo conexo, entao para todos i,j € V distintos existe um
(t)

caminho i = vg,vy,..., v = j ({v;,viz1} € E para todo i = 0,...,k - 1), portanto p;; > O para algum
t = t(i,j) > O, nesse caso o passeio é dito irredutivel. A propriedade boa dos passeios irredutiveis é

dada pelo seguinte resultado.

LEMA 5.9 Se Tt é uma distribuicao invariante para um passeio aleatorio irredutivel, entdo 1; > O para todo

veértice i. Ademais, T é tinica.

DEMONSTRAGAO. Seja (X;: t > 0) um passeio aleatoério com matriz de transi¢ao P e distribuigao inva-
riante 7.

Tome v um vértice com 1, > 0, que existe pois T é uma distribuicao de probabilidade no con-
junto (finito) dos vértices. Para cada vértice i existe um natural t = t(i, v) tal que p(vt), > 0, entao da

invariancia de T
n
(t) (t)
TG = anpj,i 2 7_cvpv,i >0
j=1
para todo vértice i.
Se 1t e 0 sao distribui¢oes invariantes e x € R entao para a combinagao linear (1 + x)7t + xo vale

Z((l + X)L = x0);pj,i = Z((l + X)T —xcyj)pj’,' = Z(l + X)T4pj i — ZXUJPJ,:' = (1+ x)1; — x0;

J J J J
ou seja, o vetor estocastico (1 + x)7 — xo € invariante para P. Assim, se 7 # o entdo T(; # 0; para algum

vértice j de modo que para
i
i

X =
Uj—T(j

temos ((1 + x)1 — xo); = 0 contrariando o fato demonstrado acima. ]

256



PERIODICIDADE Para cada vértice i € V olhamos o nimero?

mdc(t>1: p\) >0)

ii

(t)

ii

que € o periodo do passeio no vértice i. Se esse niumero é o inteiro T entao p
(1)

ii

=0 a menos que t seja
multiplo de T. Se mdc{t: p;; >0} =1 entdo o vértice i é um estado aperiddico do passeio aleatdrio.

Se G é um grafo conexo e bipartido com biparticao {A, B}, entao todos os passeios de i para j
(quaisquer) tém a mesma paridade no namero de arestas, que é par nos casos i,j € Aou i,je€Be

impar casoi€ AejeBouicAejeB. Logo

(k)

1. sei,je Aoui,je€Bentao pij > 0 exceto quando k é impar,

(k)

2.sei€AejeB,ouicAej€eB,entdo p;; > 0 exceto quando k é par.

Portanto o passeio tem periodo 2.

Agora, se G nao é bipartido, entdao contém um circuito impar C. Tomemos i e j dois vértices
quaisquer e seja k o nimero de arestas no menor caminho com extremos i e j em G, ou seja, k é a
distdncia entre os vértices.

Um passeio de i para j com k + 2r arestas existe para todo r € N, basta repetir alguma aresta r
vezes num passeio de comprimento k. Como G é conexo existe um passeio de i até algum vértice de
C e de todo vértice de C até j, portanto podemos usar as arestas de C para obter passeios de j para i
(t)

que tém a paridade oposta a de k+ 2r. Logo, p;; > O para todo t suficientemente grande, ou seja, o
passeio é aperiddico.

A partir dessa dedugao, se G nao é bipartido e é conexo, entao todo vértice é aperiddico e nesse
caso o chamamos o passeio aleatorio (X;: t > 0) de passeio aperiodico.

A propriedade boa dos passeios aperiodicos é o seguinte.

LEMA 5.10 Seja P a matriz de transicdo de uma passeio aleatorio aperiddico. Existe um natural ty tal que

para todo i, vale pst,) > 0 para todo t > tg.

(1)

DemonsTrRAGAO. Para cada vértice i definimos A; := {t € N: p; | > 0}. Esse conjunto é fechado para a

(a) (b)

i,i ii

(a+b) (a) (b) (a) (b)
pii = Zpi,j pji = PiipPii >0,
j

adicao pois se a, b € A; entao, por definicao, p;;7 >0e p;; > 0logo

portanto a+ b € A;.
Sejam mq, my,..., my € A; tais que mdc(mq, my,..., my) = 1, os quais existem pela hipdtese de ape-

riodicidade e definicdo de mdc. Pelo teorema de Bézout (apéndice A.3.1) existem inteiros xq,..., Xk

2Se (an: n > 1) é uma sequéncia de inteiros positivos entao (dy: k > 1) definida por d, := mdc(ay, ..., ax) é monétona

decrescente e limitada inferiormente por 1, portanto tem limite d > 1.d := mdc(a,: n > 1).
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tais que

1=mixg+moxo+- 4+ mexy

que reescrevemos como 1 = M—N onde M é a parte da soma que corresponde aos x; positivos e N a
parte que corresponde aos x; negativos. Pelo fechamento para a soma temos M,N € A;. Fixe me N
com m > N(N - 1); pelo teorema da divisao podemos escrever m = gN+r com r € {0,1,...,N—-1}.
Necessariamente g > N—1 pois, caso contrario, se g < N-2entao m=gN+r <N(N-1). Del =M-N
deduzimos que m = gN+ r(M—=N) = (g—r)N+rM. Porém g-r > O, portanto, m € A;. Com isso
concluimos que todo m € N suficientemente grande pertence a A;.

Podemos, entdo, garantir que para todo vértice i, existe m(i) € N tal que m € A; para todo m >

m(i). Para fechar a prova do lema basta tomar tg = max;{ m(i)}. O
Se além de aperiddico o passeio for irredutivel, a propriedade boa é o seguinte resultado.

CoroLARIO 5.11 Seja P a matriz de transi¢ao de uma passeio aleatorio irredutivel e aperiddico. Existe um

natural tq tal que para todos i, j vale pftj) > 0 para todo t > t.

DemMoNsTRAGAO. Do lema acima, podemos garantir que para todo vértice i, existe m(i) € N tal que

(m(i.j))

m € A; para todo m > m(i). Sejam j = i um vértice e m(i,j) € N tal que p; ; > 0, que existe pela

irredutibilidade. Tomando M = M(i, j) := m(i) + m(i, j) temos para todo t > M

(1) (t=m(i,j)) _(m(i.j)) (t=m(i.j)) _(m(i.j))
Pij = Z ik ki 2 Pii i >0
K
pois t—m(i, j) = m(i). Finalmente, basta tomar ty = max;{ m(i) + max; M(i, j)}. O

A partir desse resultado temos que para os passeios aleatorios em um grafo conexo e nao bipartido
ha uma chance nao nula de, a partir de um determinado momento, visitar qualquer vértice a partir
de qualquer vértice inicial. Uma versao desse resultado para passeios periddicos ¢ dada no exercicio

5.56 no final do capitulo.

5.2.1 CONVERGENCIA PARA A DISTRIBUICAO ESTACIONARIA

Um vetor nao nulo v e R"” é uma autovetor da matriz A, real e n x n, se existe A € R tal que AvT =
AvT, em que vT é o transposto do vetor v, ou seja, o vetor na forma de matriz coluna. Uma distribuicao
estacionaria 7 € uma autovetor a esquerda da matriz de transi¢des P associado ao autovalor 1. Se P
for simétrica (isto é, P = PT), entao 1T é autovetor de P associado ao autovalor 1, pois T = (1P)T =
PTRT = PmT.

O Teorema Espectral para matrizes reais diz que se A € uma matriz n x n simétrica entao existe

uma base do R” formada por autovetores ortonormais® vi,v»,...,v,, de A com os autovalores as-

Svivi =lev;v] =0parai=j.
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sociados Aq,...,A, € R; como consequéncia podemos derivar do teorema a seguinte decomposicao
espectral da matriz A

A= X1V1V1 + )»2V-2rV2 o ALV,

Pelo Teorema de Perron-Frobenius, se A é simétrica, nao negativa e irredutivel com autovalores reais
A=A > -- =2 A, entdao Ay >0, Ap > Ay e Ay > |Aj], para todo i. Além disso, se a matriz nao é da

forma (5.8) e as linhas somam 1 entao
1:}\1>}\2>"'>}\n>—1. (59)

De A1 > A, temos que o subespago vetorial gerado pelos autovetores associados a A; acrescidos do
vetor nulo tem dimensao 1, ou seja, todo autovetor associado ao A; é maltiplo escalar de v;.

Esses teoremas e suas demonstracoes podem ser lidos em Horn e Johnson (1990).

Um grafo d-regular é uma grafo em que todos os seus vértices tém grau d, para algum inteiro
d > 0. Nesse caso a matriz de transi¢ao de um passeio em G é P = (1/d)A, simétrica e duplamente
estocastica (as linhas e colunas somam 1). Um passeio aleatério irredutivel e aperiédico num grafo
conexo regular converge para a distribuicao uniforme.

Seja G um grafo d-regular, conexo e nao bipartido com n > 2 vértices. Seja P a matriz das tran-
si¢oes nesse grafo com autovalores reais como em (5.9) acima e de modo que pela decomposi¢ao
espectral temos P = )\1VIV1 + }\zv;vz ++--+ A Vhv, para uma base vy,...,v, do R"” de autovetores orto-
normais de P.

Da ortonormalidade segue que (A;vIv;))(A;vIv;) = A, Aj Vv vTv e essa expressao vale )\Zv V; caso

jViVi
i =jevale O caso i # j, portanto, P2 = :7:1 )»,.Zv,-Tv,-. Por inducao,

= Avivy +AfVIvo -+ ANV,

logo, também da ortonormalidade v;P* = )»tv,
Sejam
A=max{|A|: i €{2,3,...,n}} = max{|As,|A,]}

e v{!) a distribuigao de X, para todo t > 0. Vamos mostrar que v} converge para a distribuigao
uniforme T = l(1,... 1) com velocidade controlada por A.

Como 1 é autovalor de P (associado a distribui¢ao uniforme) temos A; > 1 por (5.9). Por outro
lado, se k € a coordenada de maior valor em v; >0, isto €, vy, = max; v, ; entao

n

n
XlVlkZE V1]Pj,k<V1k§ Pjk =Vik

i=1 j=1

ou seja, A; < 1, portanto A; = 1 é o maior autovalor e o autovetor unitario associado é



Se o vetor estocastico que define a distribuigao inicial escrito como combinacao linear dos vetores

da base ortonormal de autovetores da matriz P é v(¥) = aqvq +--- + a,v,, entdo para qualquer t >0

v =y OPt = v P 4+ v, Pt = ag Ay + -+ ALy,

e, portanto,

n n
2
2 2 2 1 2t),(0)12 _ 12
V= agvall} = (@aAf =)+ ) (@A) =) (arf)? <AZIWO3 = A%
i:2 [:2
donde segue que [|v() — a;v1]l> < Af e como A < 1 temos v(t) converge exponencialmente rapido para

a1vi quando t — oco. Finalmente, notemos que a1v, = Tt pois

LEMA 5.12 Seja P a matriz de transicao de um passeio aleatério em um grafo G com n vértices, conexo,
d-regular e ndo bipartido, e seja A = max{|a|: a é autovalor de P e o« <1}. Entdo para todo vetor de proba-
bilidades v e todo t € N

VPt —mll2 < AT

onde .= (1/n,...,1/n) é a distribuigao estaciondria do passeio aleatorio. O

Quanto menor o A mais rapido é a convergéncia, no entanto

como provaremos agora. O traco de uma matriz é a soma das suas entradas na diagonal, tem a
propriedade de que trago(AB) = trago(BA) donde concluimos que matrizes semelhantes tém o mesmo
traco, logo se for diagonalizavel, entdo o trago e a soma dos autovalores. Mais geral é o fato de que o
trago de P' é a soma das t-ésimas poténcias dos autovalores de P. Dessa propriedade e da defini¢ao

de traco tiramos
_n_
=3

1

A2 <1+(n—-1)A%
1

trago(Pz)

n

de onde segue o limitante inferior para A.

Observagdao 5.13 (expansdo espectral x expansao combinatoria). No caso de grafos, o segundo maior
autovalor A da matriz de adjacéncias ser pequeno significa que o grafo é um bom “expansor”, ou
seja, todos os subconjuntos de vértices S tém pelo menos uma fragao a = a(X) fixa de |S| vértices na

vizinhanca. E vale a reciproca, bons expansores tém A pequeno. O
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Usando que log(1 + x) = x temos que logA ~ A — 1, portanto tomando t = log,(1/n) = O(ﬁ log n)
temos

1
[Pt —m|> < =.
n

O fator 1 — ) é usualmente referido como distancia espectral* de P.
As vezes é conveniente expressar a velocidade de convergéncia em outras métricas. As mais

usuais sao as dadas pelas normas

n

Pl =) i

i=1

IVllo = max |vjl
i=1

=1,..,

para as quais valem ||v||, < [[Vll> < VnlVlle € [Vlleo < IIVIl1 < nlvlle € ainda usamos a distincia de

variacao total entre duas distribuigoes
1
I =vllve = Slime= vl

TeOREMA 5.14 Seja (X,) um passeio aleatorio num grafo G com n vértices, conexo, d-regular, ndo bipartido
e com segundo maior autovalor A. Entdo, para todo 6 > 0 existe ty = tg(A,d) tal que para todo vértice v e

todo t > tg

1
‘P[Xt: V]—F <.

0)

DEMONSTRACAO. Sejam G como no enunciado e v = v(9) uma distribuicio inicial qualquer, entio a

distribuicao de X, é dada pelo vetor v() = vPt. Pelo lema 5.12 e a relagdo entre as normas dadas

acima )
max (X = )= | = V9 = el < [ -l < 0
v n
portanto, se t > logy (8/A) entao |[v(t) — 7|, < &. ]

Exemplo 5.15 (passeio aleatdrio num circuito impar). Por exemplo, tomemos n > 3 impar e o circuito
de n vértices definido por V={0,1,...,n—1} e {i,j} € E se, e somente se, i = j+1 (mod n) (figura
5.4). Esse é um grafo 2-regular, conexo e nao bipartido. Os autovetores da matriz P sao, para todo

a €V, dados por

27 27 27 27
vV, = (eTIO, eTla, elea, o eT'(”_l)a)
com os respectivos autovalores
2ma
Ay = cos(—)
n

4spectral gap em inglés
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5/4

Figura 5.4: um circuito de comprimento 7.

logo Ao = 1 é o maior autovalor e

2 1)/2 -2
A= ‘cos M} = 'COS(TL+ E)‘ = ‘cos(E)‘ < exp(i)

n n

pois cos(x) < exp(x?/2), portanto

_r2t
R R

Para t suficientemente grande podemos dizer que o estado no tempo t é, na pratica, qualquer um
dos n vértices com probabilidade uniforme. Para t = 2n? temos ||v{!) — 71|, < 0,0000518. Para
t = 2nlog n temos |[v{! 1|5 < n~™. Nesse caso temos um alternativa para gerar numeros aleatorios
(secao 1.4.2) a partir de bits aleatdrios, beg{0,1}; usamos o passeio no circuito fazendo X;,1 = X; +
(2b—1). Para t suficientemente grande X; é qualquer nimero em {0, 1,...,n—1} com probabilidade
uniforme, praticamente. Um problema interessante para investigacao ¢ determinar grafos regulares
de grau constante com A pequeno para que a convergéncia se dé em tempo muito menor que O(log n),
isso implicaria em usar muito menos que os ©(logn) bits aleatdrios usado para gerar um numero

sorteando todos os bits sua representagao binaria. O

Exercicio 5.16 (autovalores do passeio preguicoso). Sejam G um grafo com n vértices, conexo, d-regular
e W1 = Pp = -+ = W, os autovalores de A, a matriz de adjacéncias de G. Considere as matrizes
estocasticas P = (1/d)A e P = (P +1d)/2 cujos autovalores sao, respectivamente, Ay > A, > .-+, A, e

K1 = K = -+ 2 K,. Prove que para todo inteiro i
)\,’ = & = ZK,' -1.
d

A hipoétese que pede que o grafo seja nao bipartido nos resultados acima é necessaria porque, de
outro modo, A = 1 e nao ha convergéncia. Determine se valem os resultados desta secao para G

bipartido, conexo e d-regular com o passeio aleatério preguicoso dado pela matriz de transigao P.

Exemplo 5.17 (o modelo de Ehrenfest e o cubo discreto). A evolu¢ao no modelo de Ehrenfest pode ser
modelada em um grafo. Fixamos uma enumeragao 1,2,...,N das moléculas e cada vértice v repre-

senta a funcao indicadora da molécula estar no compartimento B, isto é, v; = 1 se, e s6 se, a molécula i
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101 —111

/ /
001 011

100 110

/ /
000——— 010

Figura 5.5: um diagrama do 3-cubo.

esta em B. Esse grafo é o N-cubo discreto, denotado por Qy e dado pelos vértices (vy,..., w) € {0, 1}N
com dois deles distintos, digamos (v4,..., ) e (uy,..., uy), adjacentes se, e s6 se, v; = u; para todo i
exceto para um unico i (figura 5.5). O N-cubo é um grafo N-regular, conexo e bipartido, portanto, o

passeio aleatério do modelo de Ehrenfest é irredutivel, porém, é de periodo 2

N\/1 N-1
5.]2jt+1) -0 e f,’zjt) — (j )(z) se i e j tém a mesma paridade
N)1\N!
pg’th) 0 e pf-,szl) N (j )(z) se i e jnao tém a mesma paridade.

Os autovalores da matriz de adjacéncias sao os inteiros N — 2} ; u; para cada u = (u;) € V. Nesse
modelo nao temos convergéncia quando t — co.

Se consideramos o passeio aleatério preguicoso nesse grafo, os autovalores da matriz de transi-
cdo P sdo, usando o exercicio 5.16, os inteiros 1 — % Uma interpretacao dessa modificacao do
experimento é: em cada instante, independentemente do passado, um compartimento é escolhido
aleatoriamente, em seguida uma molécula é escolhida aleatoriamente; a molécula escolhida vai para
o compartimento escolhido.

No passeio aleatorio preguicoso correspondente ao modelo modificado do processo de Eherenfest
a distribuicao v(!) converge para a distribui¢ao uniforme, 1/2N (verifique). Assim a probabilidade do
evento “j moléculas em B” ocorre com probabilidade (';.‘)1/2’\'. Se P = (q;;) é a matriz das transicoes

no processo modificado dado acima, entao

(o (N}1\"
i 7\ (E)

quando t — oo. A distribuicao invariante é, para todo j,

_ 1N

e pelo lema acima
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para qualquer distribuicio inicial v(©). O

GRAFOS NAO REGULARES Em geral a matriz de transi¢cdes P = D71 -A de um passeio aleatério em um

grafo G = (V,E) (equacao (5.7)) nao é simétrica, porém
p = D /2p-12Ap-1/2pl/2 — p-1/2qp1/2

e Q:= D Y2AD"1/2 é simétrica, se Q = (q; ;) entdo
G = e = q
irj - . o - j’i.
dg(i)dg(J)

portanto, P é semelhante a Q, logo tem os mesmos autovalores reais Ay > A, > --- > A,,.
Pela decomposicao espectral Q = Ajv{vy +Avivo +--+ A,vhv, para uma base vy,...,v, do R" de
autovetores ortonormais de Q. Da ortonormalidade, como fizemos acima no caso regular, segue que

Q' = Alvivy + Afvivy + -+ Alviv,, para todo inteiro t > 1, portanto,

Pt =AD" Y2y DY2 4 ALD V2V v, D2 4 ALD Y2V ]y, DY (5.10)

e é facil verificar, direto da defini¢ao, que o vetor (\/dG(l), A} \/dG(n)) ¢é autovetor de Q associado ao

autovalor A; =1, logo
1

vy = \/?IEl(\/dG(l),...,\/dG(n))

e o primeiro termo de (5.10) é a matriz 1 cujas linhas sao dadas pelo vetor estacionario

dg(l) dg(2) dg(n)
26 2 2]
}\iD_l/ZVIVIDl/Z — : .
dg(l) dg(2) dg(n)
JE 2 2]

to M (n)
dG 1 dG n
T T o T 26 T T2
dg(1) dg(n)
7‘(1 7‘(2 PP 'T(n Py

lim Pt=11 = —| 2H 2lE]

t—o0 Do, : :
dg(1) . dc(n)
T T2 Tn 2lE] 2]

como queriamos demonstrar.

TAXA DE CONVERGENCIA Da equacio (5.10) podemos escrever os elementos pftj) de Pt como

n n i

() t 1 T B t dG(])
pij =T+ Ap——=—=(V,Vve)i,jVdc(j) < Ag N
. ; Vda(i) ; dg(7)




Fazendo A := max{|A,|,|A,l}

(t) | t [T
=T <A 2
|pl,j J |~ 7"/

ftj) = 1; para todo i, isto é lim,, . P[X; = j] = 7;.

e, claramente, lim;_, ., p
UMA DEMONSTRACAO ELEMENTAR DA CONVERGENCIA AO EQUILIBRIO Vamos provar de modo ele-
mentar que para P matriz de transicao de uma passeio aleatorio irredutivel e aperiédico

lim P* = Q

k—o0
com Q uma matriz estocastica com as colunas constantes e que uma linha qualquer de Q define 1
invariante. Por causa do corolario 5.11 podemos considerar o caso em que P é uma matriz n x n,

estocastica e positiva. Na demonstragao usaremos o seguinte fato.

Exercicio 5.18. Sejam P = (p; ;) uma matriz estocastica com todas as entradas positivas, € = min; ;{ p; ; }
e ¢ = (¢;) um vetor coluna qualquer e mg = minc e Mg = maxc. Prove que se m; = minPc e M; =
maxPc, entao my > mg, M; < Mg e M; — my < (1 - 2¢)(Mg — mg) (dica: tome ¢’ o vetor obtido a partir
de c trocando todas as coordenadas por mg menos a coordenada de Mg; tome c” o vetor obtido a
partir de c trocando todas as coordenadas por My menos a coordenada de mg. Verifique e use que
Pc” < Pc < Pc”)

Denotemos por e; o vetor coluna (9; ;); com todas as entradas nulas a menos da posi¢ao i que é
6,",' = 1

Seja P = (p; ;) uma matriz estocastica n x n com todas entradas positivas. Definimos
e:=minP=min{p;;} >0,
i
fixamos uma coluna j €{1,2,...,n} de P e definimos

min Pkej

ay -

i k
by := maxP"e;

o minimo e o maximo, respectivamente, da j-ésima coluna de Pk, para todo k > 1 e tomamos as
condicoes iniciais ag := 0 e bg = 1.

Da defini¢ao e do exercicio 5.18 temos para todo inteiro k > O que

ay,1 = min P(Pkej) > a; = min Pkej
— k _ k
bxs1 = maxP(P“e;) < by = maxP"e;.
As sequéncias de méaximos e minimos da coluna j de P¥ sao monétonas e limitadas

l=by>by>--2b > >a,>ae; > >a;>ay=0
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logo tém limite. Mais que isso, tém o mesmo limite pois
by — ay < (1 - 2¢)(by_1 — aj-1) < (1 - 2¢)"
logo limy_, o, bx — ax = 0. Definimos para todo j

;= lim by = kli_)ngoak €(0,1).

k—o0

Com isso provamos que todas as entradas da j-ésima coluna de P¥ convergem para um valor cons-
tante 7, isto ¢,

klim pf-’kj) =7; paratodo i.

Definimos o vetor 7t := (T;) e se 1 = (1;) é o vetor constante 1, entdo Q = 171t é uma matriz nx n
. . . k _ _
com cada linha igual a 7, logo lim,_,, P* = Q. Notemos que ) ;7; = 1.
O vetor 7 é invariante como ja demonstramos na proposi¢ao 5.7.
Para finalizar essa se¢dao, provamos que se o estado inicial é algum elemento de {1,2,...,n} com

probabilidade dada pela distribuicio v = v(%) entdo vP¥ — 1 quando k — co. De fato, com a notagao

v(t):( (1t) Cl(nt))

para todo t, na posicao j de vP¥ = v(KIP temos
: K\ _ i (0) (k) _ ©) . (k) _ 0)_ _
o9 = i YR 5 il < %

pois v é um vetor estocastico logo a soma das coordenadas é 1, portanto, vQ = T como queriamos

provar.

5.2.2 RECORRENCIA

Quanto tempo, em média, demora para um passeio aleatério num grafo conexo (re)visitar um
vértice? Por exemplo, no caso em que G é o grafo completo sobre o conjunto de vértice {1,2,...,n}e
consideramos um passeio aleatorio simples em G que parte do vértice u, a probabilidade de atingir
o vértice v # u em exatamente 1 passo € 1/(n—1), a probabilidade de atingir v em 2 passos é (n —
2)/(n—1)?, em 3 passos (n—2)%/(n—1)3, e assim por diante. O nimero esperado de passos para sair

de u e chegar em v pela primeira vez é

Z 1 (n—z)k—l 1 1
k = =n-1.
n—1\n-1 n—l(l_n__z)2

k=1 n-1

O numero esperado de passos para visitar todos os vértices do grafo pode ser estimado da seguinte

forma. Seja t; o instante em que pela primeira vez temos exatamente i vértices visitados, portanto,
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ti,1 — t; € uma variavel aleatdria geométrica que conta o nimero de passos enquanto espera-se para
conhecer um novo vértice, evento que ocorre com probabilidade (n—i)/(n—1), logo E[t;,1 —t;] =

(n—=1)/(n—1i) e t, é o nimero de passos até visitar todos os vértices

p_\
|_\

n— n—

ZE[tm ) Tt =(n-1)) 5 =(n-1H,

n—I

I
—
I
—

i
em que H,, denota o n-ésimo numero harmonico, H, = ©(log n) (veja equagao (2.16), pagina 100).
Vamos definir as seguintes variaveis aleatorias dos tempos de passagem do passeio aleatorio pelos

vértices de um grafo G

T, :==min{t > 0: X; = j dado que Xy = i}
T :=min{t > 1: X; =i dado que Xg =i}
em particular T;; = O e convencionamos que min@ = co. Condicionando ao estado inicial temos,

pelo teorema da esperancga total (pagina 154) os respectivos valores esperados para essas variaveis

definidas acima

n
pij =1+ ZPi,kMk,j
k=1
n
pi=1+ ZPi,kPlk,i
k=1

0s quais podem ser escritos numa tnica equagao como

MIJ+6 _1+Zplk}'ikl (5'11)

com 6;(j) =1sei=je d;(j) =0 nos outros casos.
Dada a distribuicao invariante 1 = (1t;) de um passeio ergddico, multiplicamos a equagao acima

por T; e somamos para todo i; obtemos

ini}'ii,j + iﬁiéi(f)}ij = iﬂil + iﬂi ipi,k}*k,i
i=1 i=1 i=1 i=1 k=1

usando a defini¢ao de §;(j) deduzimos

n n
ZﬂiMi,j +TGR =1+ Zﬂkmi
i:]_ k:].

portanto 7;p; = 1 e como G ¢é conexo a irredutibilidade implica que 7; > O para todo j, logo o tempo

meédio de retorno ao vértice j é

1
P= —, 5.12
Wi - ( )
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LEMA 5.19 Para passeios irredutiveis e aperiddicos em um grafo finito valem P[ T, ; <oco]=1e p; ; < oo.

DEMONSTRAGAO. Sejam P a matriz de um passeio irredutivel e aperiédico em um grafo finito e ty um

inteiro positivo tal que p(-t) >0 para todos i, j e t > ty cuja existéncia é garantida pelo corolario 5.11.

i
e . . . t,
Dados os vértices ie j,se e:=1— mm{p(- 0

i ) }, entao

P[T,; > to] <P[ Xy =i <e
Ainda,
P[T,;>2t0] =P[T;;>2t0 | Ty >t ]-P[T; > to] SP[Xoe #j | Ty > to |- P[ T > o] < €

e, por indugao, prova-se que P[T; ; > ftg] < ef. Comoe<1, P[T;; > ktg] = 0 quando k — co de modo
que P[T;; =c0] =0.
Usando a proposigao 3.22, pagina 135

pij =BT = ZP[TLJ ZP[T > k]

k>1 k>0
(€+1)tg-1 (€+1)tg—1 ¢
=) ) FTrK<) ) ETlo)<n) Ceo
—-€
¢>0 k:€t0 ¢>0 k:€t0 ¢=0
portanto y; ; € finito. H

Exercicio 5.20. Seja (X;: t > 0) um passeio aleatdrio irredutivel e aperidédico num grafo finito, com

Xo = i. Defina para cada vértice j € {1,2,...,n}

ji= ) P[Xe=5Ti> k]
k>0
que é numero esperado de visitas ao vértice j no intervalo de tempo [0,1,...,T; — 1]. Verifique que

0j < uj. Prove que o vetor

= & 9_2 cee p_” )
T (m’ w2’ ’

define a distribui¢ao estacionaria do passeio aleatorio.

Exemplo 5.21 (o modelo de Ehrenfest). O proposito do modelo de difusao de Ehrenfest ¢ entender o
fendmeno da irreversibilidade termodinamica, segundo a qual a entropia de um sistema fechado sé
pode aumentar. Entretanto, o famoso teorema de recorréncia de Poincaré implica que, na situacao
em que no tempo O todas as moléculas estao em A, havera um tempo subsequente t, com t > n para
qualquer n dado, no qual todas as moléculas irdo novamente estar em A. Esse fendmeno previsto
pelo teorema nunca é observado na vida cotidiana. No modelo de Ehrenfest o papel do teorema

da recorréncia de Poincaré é desempenhado pela recorréncia do passeio aleatério que garante que o
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passeio visita qualquer estado fixo infinitamente. A tendéncia do sistema ao equilibrio, com apro-
ximadamente metade das moléculas em cada compartimento, é caracterizado pela convergéncia da

distribuicao do passeio para a distribui¢ao invariante

1N
T(J'—Z—Nj

o=l < (1)

para qualquer distribuicio inicial v(%). Se t = cNlogN entio ||v(t) - TC||2 <N7€

Nao é dificil verificar que essa distribuicao é simétrica em torno de j = N/2, logo o sistema tem
maior probabilidade de estar num estado com aproximadamente metade das moléculas em cada
compartimento. No longo prazo, a fracao do tempo que o processo passa no estado N/2 é
1(NY)y 1 2V 1
W(Nﬂ) T2NVRN2 VN2

TIN/2 =

onde usamos no coeficiente binomial uma aproximacao via férmula de Stirling. Ja a fracao do tempo
que o processo passa no estado 0 é g = 2-N, assim o passeio esta no entorno do estado de equilibrio
na maior parte do tempo.

Ademais, o tempo médio de recorréncia do estado j é p; = 1/7; = ZN/('J\.'), em particular o retorno
a origem, com toda as moléculas no lado B, se da a cada 2N passos em média. Assim, se N = 1.000

_ »1.000 >1.000

entao pug e se medimos o tempo em segundos entao segundos ~ 10993 anos. O

5.2.3 S—-T CONEXIDADE

O problema s — t CONEXIDADE EM GRAFOs, conhecido pela sigla ustcon, é o de decidir se dois

vértices sao ligados por um caminho em um grafo.

Problema computacional da s —t conectividade (usTcon):

Instancia: um grafo G = (V, E) e dois vértices s, t em G.

Resposta: sim se em G tem um caminho de s para t em G, ndo caso contrario.

Esse problema pode ser resolvido pelos algoritmos classicos de busca em tempo linear no tamanho
do grafo, |V| +|E|, e usando espacgo extra €2(|V|). A pergunta que interessa nesse caso é se o problema
pode ser resolvido usando espaco logaritmico. Essa pergunta foi respondida afirmativamente por
Reingold (2008, veja o segundo paragrafo da secao 7.2.2). Até entao, o inico progresso significativo
havia sido o algoritmo aleatorizado devido a Aleliunas et al. (1979) que apresentaremos nessa segao.
A ideia é deixar um passeio aleatdrio percorrendo o grafo a partir do vértice s por tempo suficiente

para que a probabilidade de encontrar t, desde que possivel, seja grande.
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O tempo esperado para um passeio aleatorio visitar todos os vértices do grafo a partir do vértice v
é denotado por C, e o tempo esperado maximo para visitar todos os vértices do grafo, onde o maximo
é tomado sobre todos os vértices como o inicial

Cg = c
AT

é chamado de tempo de cobertura de G. Se o grafo € conexo, a probabilidade de um passeio aleatério
nao visitar todos os vértices apos 2Cg passos € no maximo 1/2, pela desigualdade de Markov (equagao
(3.33), pagina 164).

Podemos estimar o tempo de cobertura pelo tempo esperado para percorrer um passeio especifico
W em G. Para definir W tomamos H C G uma arvore geradora de G, isto é, o grafo H=(V,A)com ACE

é subgrafo conexo e sem circuitos (veja um exemplo na figura 5.6). Sempre conseguimos percorrer

1 2

o
~/

5—4

Figura 5.6: uma arvore geradora do grafo da figura 5.3.

uma arvore com n vértices usando uma sequéncia (vp, vy,..., Vo,_> = Vo) dos vértices em V tal que
cada vértice ¢ visitado pelo menos uma vez e cada aresta é percorrida duas vezes, uma vez em cada
sentido. No exemplo acima, W =(3,2,3,1,3,4,5,4,6,4, 3).

LEMA 5.22 O tempo de cobertura de um grafo conexo G = (V, E) é no maximo 4|V||E|.

DemonsTRAGAO. Sejam G = (V,E) um grafo conexo com n vértices e m arestas e H C G uma arvore
geradora de G e seja W = (vy, vq,..., Voh_» = V) uma sequéncia de vértices que determina um passeio
por todas as n—1 arestas dessa arvore de modo que cada aresta seja percorrida exatamente duas
vezes, uma vez em cada sentido. A equacao (5.12) e a distribui¢ao invariante nos dao o tempo médio

de retorno
2m

M e
e condicionando no primeiro passo temos, como na equagao (5.11), que p; = 1 +} , p; kW i, portanto
2m 1
~ = —— Z (1 +pg,)

dg(i) do(’)keN(i)

em que o conjunto N(/i) € o conjunto de todos os vértice adjacentes a i em G, portanto, 2m =} _,en(iy(1+

Wk,i) donde tiramos que y; ; < 2m para toda aresta {/,j}. Com essa estimativa, o tempo esperado para
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um passeio percorrer a sequéncia W é

2n-3
Wviviy <(2n=2)(2m)<4nm
i=0
o qual é um limitante para o tempo de cobertura de G. [

Com esse resultado conseguimos estimar a probabilidade de erro do algoritmo 44 abaixo para o
problema ustcon. O algoritmo comeca no vértice s e, sempre que esta num vértice, o proximo passo
é escolher aleatoriamente um vizinho do vértice atual. Isso é repetido até encontrar t ou até que
desista de procurar por ter dado mais que n* passos.

Quando o algoritmo devolve sim o grafo contém um passeio entre os vértices s e t. Por outro lado,
se o algoritmo responde ndo entao ou nao ha passeio, ou o algoritmo nao foi capaz de encontra-lo
no tempo disponivel. O segundo caso caracteriza uma resposta errada e usando a desigualdade de
Markov, equagao (3.33), a probabilidade disso acontecer é

Plerro] =P[T,, > n?] < Ps,t < 6 < 4nlEl < i
' n* n* n* n

Instancia: grafo G com n > 2 vértices e dois vértices s e t.

Resposta: sim, se ha s — t-caminho em G, caso contrario ndo com probabilidade de erro 4/n.

V<« s;
repita
se v =t entao responda sim.
v «<—g N(v);
até que complete n? rodadas;

responda ndao.

Algoritmo 44: s — t-conexidade.

Notemos que o espaco extra gasto pelo algoritmo é s6 o suficiente para manter o vértice atual
e o contador de rodadas para o laco, portanto, o espago utilizado é O(logn) para um grafo com n

vértices.

5.2.4 PASSEIO ALEATORIO EM GRAFOS DIRIGIDOS

Nao é raro modelarmos problemas usando um grafo com a restricao de que algum fluxo que se
da entre os vértices adjacentes so é possivel em um sentido, de um dos vértices para o outro. Nesse
caso as arestas sao orientadas, ou dirigidas. Um grafo dirigido G = (V,E), ou simplesmente digrafo,

com vértices V ={1,2,...,n} tem, como arestas, pares ordenados de vértices, isto ¢, E C Vx V. Um
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digrafo pode ser representado por uma matriz Ag = (a; ;) pondo

1 se(i,j)ekE
ajj = .
0O caso contrario.

Neste capitulo vamos permitir digrafos com lagos, ou seja, arestas da forma (v, v), quando nao for o
caso deixaremos explicito.

Por exemplo, a matriz juntamente com um diagrama para o grafo dirigido com vértices {1, 2, 3,4}
e arestas {(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(3,3),(3,4),(4,4),(4,2)} sao dados na figura 5.7 abaixo.

-

4 1010
/\ U ERC N e
2—>3Q " lo10 1
\/ 01 01

1

-

Figura 5.7: diagrama e matriz de um grafo dirigido.

Em um digrafo definimos d~(i) como o grau de entrada do vértice i, para qualquer i € V, e é a
quantidade de arestas da forma (x,i) em E. Por outro lado, o grau de saida do vértice i, denotado
d*(i), é a quantidade de arestas da forma (i, x) em E. No exemplo da figura 5.7 temos d*(1) =d (1) =
2ed"(2)=2ed (2)=1.

Numa generalizagao natural dos passeios em grafos, em digrafos consideramos que um passeio
respeita a direao das arestas. A matriz de transicao P = (p; ;) do passeio aleatorio simples ¢ defi-

nida por
1

" a+(i)

e quando d*(i) =0, caso em que chamamos o vértice i de sorvedouro (é o caso do vértice 4 na figura

Pi,j

5.8) adotamos a convencao de que, se nao for dito nada, o passeio permanece para sempre nesse

vértice, o que reflete no diagrama como a adi¢ao de um lago com probabilidade 1 (figura 5.12).

4 3 0 1 2

S~

Figura 5.8: um digrafo com sorvedouro.
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Por exemplo, o problema da ruina do jogador, pagina 244, com p = g e m = 3 pode ser represen-

tado como no diagrama da figura 5.9.

e 12 0 1/2 0
(7o 2 37 PG =
0 12 0 12
0 0 o0 1

Figura 5.9: diagrama de um caso simétrico da ruina do jogador.

Esse exemplo da ruina do jogador sugere ainda outra generalizagao: um passeio aleatério num
grafo dirigido com pesos w: E — (0,1] nas arestas. A matriz de transi¢ao P = (p; ;) de um passeio

nesse grafo € definida por
w(i,j)

Zj W(i,j)
0 se(i,j)eE

se (i,j)eE
Pi,j =

e ainda vale, como no caso de grafos, que P = D"'Ag se tomamos d(i) := Y jwli,j) e aj; = w(i,j). Por
exemplo, o problema da ruina do jogador, pagina 244, com p = 1/3 e m = 3 pode ser representado

como no diagrama da figura 5.10.

1 0 0 0

TN S 2/3 0 1/3 0
1C0 2/3 097 23 15 331 P =
— T 0 2/3 0 1/3
1/3 1/3

0O O O 1

Figura 5.10: diagrama de um caso assimétrico da ruina do jogador.

Para uma distribuicdo inicial v(9) := v nos vértices de G, se denotarmos por v(t) a distribuigao de

X, entao v(t*1) = y(UP ¢ a distribuicio de X,,;. Para qualquer t € N, como antes, temos P! = (pftj)) para

P =P Xeyn =i | Xe=i]=P[ X =j [ Xo =]

a transicao do estado i para o estado j em t passos.

Exemplo 5.23 (Ross 2010, exercicio 9.9 da se¢ao 9.2). Suponha que a ocorréncia de chuva num dia é
determinada pela condi¢ao do clima nos dois dias anteriores do seguinte modo: amanha chove com
probabilidade 0,7 se chove nos dois dias anteriores; amanha chove com probabilidade 0,5 se chove

hoje mas nao choveu ontem; amanha chove com probabilidade 0,4 se nao chove hoje mas choveu
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ontem; amanha chove com probabilidade 0,2 se nao chove nos dois dias anteriores. Identificamos
cada uma das quatro situagoes acima com seguintes estados: 1 se choveu hoje e ontem; 2 se choveu
hoje mas nao choveu ontem; 3 se nao choveu hoje mas choveu ontem; e 4 se nao choveu nem hoje
e nem ontem. O estado X,,; depende da condigao nos dias anteriores; assim a transi¢ao de X, =1
para X,,; = 3, por exemplo, ocorre quando nao chove amanha mas choveu hoje, dado que choveu
hoje e ontem, nessa configuracao a probabilidade de nao-chuva amanha se choveu hoje e ontem é
1-0,7 =0,3. A evolugao desse processo aleatorio pode ser visto como um passeio aleatério num grafo
onde as arestas sao orientadas e tém pesos nao negativos associados as probabilidades de transicao

entre os estados. O diagrama da figura 5.11 ilustra este exemplo. Por exemplo, a transi¢ao do estado

0,8
& 07 0 03 0
0/0 5y6 ,_[o5 0 05 0
2 ————— 33 0,4 1o 04 0 06
o& %3 0 02 0 08

@

0.7

Figura 5.11: diagrama de um digrafo com pesos nas arestas e a matriz de transi¢ao correspondente.

2 para o estado 1 tem probabilidade 0,5 e do estado 1 pra ele mesmo 0,7, e assim por diante. Dado
que choveu na segunda-feira e na terca-feira, qual é a probabilidade de chover na quinta? A matriz
de transicao em 2 passos €
0,49 0,12 0,21 0,18
P2 _ 0,35 0,20 0,15 0,30
0,20 0,12 0,20 0,48
0,10 0,16 0,10 0,64
Chover na quinta equivale ao processo estar no estado 1 ou no estado 2, logo a probabilidade é
p(o% + p(oz’; =0,61. Se levarmos um um pouco mais adiante as poténcias da matriz de transigao acima

obtemos
0,2553440 0,1491648 0,1519040 0,4435872

pl0 _ 0,2531733 0,1495093 0,1511255 0,4461919
|0,2486079 0,1502124 0,1495093 0,4516704 |
0,2464373 0,1505568 0,1487306 0,4542752
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PZO _

P30 _

0,2500461
0,2500274
0,2499880
0,2499693

0,2500004
0,2500002
0,2499999
0,2499997

0,1499928
0,1499957
0,1500019
0,1500048

0,1499999
0,1500000
0,1500000
0,1500000

0,1500164
0,1500098
0,1499957
0,1499890

0,1500001
0,1500001
0,1500000
0,1499999

0,4499447
0,4499671
0,4500144 |’
0,4500369

0,4499995
0,4499997
0,4500001 |’
0,4500003

0,2500001
534 _ | 0,2500000
0,2500000
0,2500000

0,15
0,15
0,15
0,15

0,15
0,15
0,15
0,15

0,4499999
0,4500000
0,4500000 |’
0,4500000

0,25
0,25
0,25
0,25

0,15
0,15
0,15
0,15

0,15
0,15
0,15
0,15

0,45
0,45
0,45|
0,45

p35 _ p36 _ ... p40 _

Portanto, vt para todo t suficientemente nao depende da distribuigdo inicial v(0) isto é, se t for sufi-
cientemente grande, entao a probabilidade do passeio estar em um dos quatro estados é dada pelo

vetor 1t = (0,25,0,15,0,15,0,45) independentemente do estado inicial. Para 1t e P acima valem P =t
(1)
i’

vergéncia ao equilibrio. O

e 1t; = lim,_,,, p; j, ou seja, como no passeio em grafo, temos uma distribuicdo invariante e temos con-

Todos os resultados da se¢ao 5.2 valem para digrafos quando generalizamos de maneira adequada
as defini¢oes de irredutibilidade e periodicidade. Lembremos que, a menos que dito outra coisa,

consideramos somente o caso de passeios que satisfazem a condi¢ao de Markov, equagao (5.5).

IRREDUTIBILIDADE E PERIODICIDADE Nesta secao revemos as condi¢oes que garantem distribuigdo
invariante e convergéncia ao equilibrio para um passeio aleatério num grafo dirigido com pesos nas
arestas. A existéncia da distribui¢ao invariante segue da observagao 5.8, a mesma que garante a
distribuicao invariante para passeios em grafos.

Seja P a matriz de transicao de um passeio aleatério num digrafo (V,E) com pesos nas arestas.
(t)
ij
j em t passos, portanto esse evento ocorre com probabilidade positiva; nesse caso dizemos que j

A condigao p;; > O para algum t significa que a partir do vértice i um passeio chega no vértice

€ um vértice acessivel a partir de i e escrevemos i — j. Quando j nao é acessivel a partir de i a

probabilidade do passeio chegar em j saindo de i é nula.
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Escrevemos i <> jsei — je j— i e dizemos que os vértices i e j se comunicam. Deixamos para
o leitor a verificagao de que < define uma relacao de equivaléncia sobre V, portanto, particiona V
em classes de equivaléncia chamadas de componentes fortemente conexas do digrafo. Nos textos
que tratam de Cadeias de Markov as componentes fortemente conexas sao chamados de classes de
comunicagao.

Um conjunto de vértices C C V contido numa componente fortemente conexa ¢é dito irredutivel,
ou seja, C é irredutivel se vale i < j para todos i, j € C. Quando um conjunto nao ¢é irredutivel,
dizemos redutivel. Quando ha uma tnica componente fortemente conexa dizemos que o passeio

aleatdrio é um passeio aleatorio irredutivel.
(t)

O periodo de um vértice i ¢, como no caso nao dirigido, o mdc(t € N: p; ;

(t)

i,i

> 0). Caso o mdc seja
maior que 1 dizemos que i é periodico e nesse caso p;; = 0 a menos que t seja multiplo do periodo
(e o periodo é maximal com respeito a essa propriedade). Quando o periodo é 1 nés dizemos que i é
aperiodico.

Num conjunto irredutivel de vértices todos os vértices tém o mesmo periodo, logo podemos
classifica-lo (ou mesmo o préprio passeio irredutivel) como: conjunto/passeio aperiddico se todos os
seus vértices o forem; conjunto/passeio periodico se todos os seus vértices o forem.

Por exemplo, um passeio sobre os vértices {1,2} dado pela matriz de transi¢oes

1 0
172 1/2

nao corresponde a um passeio aleatorio irredutivel pois para todo inteiro k >0

pk 1 0
2k-1 1
2k 2K

portanto 1 / 2.

Os vértices O e m do exemplo ruina do jogador, exemplo na pagina 244, quando sao alcancados
pelo passeio aleatoério o estado nao muda mais de vértice; sao sorvedouros. Nesse exemplo (ruina
do jogador) o passeio é redutivel por causa dos sorvedouros. Nos textos que tratam de Cadeias de
Markov sao chamados de estados absorventes.

Todo passeio aleatorio sobre um digrafo com pelo menos dois vértices onde pelo menos um deles
é sorvedouro é redutivel. Por exemplo, o caso do passeio no grafo dirigido do diagrama da figura

5.12, o passeio é redutivel, a classe {1,2} é periddica de periodo 2 e o estado 4 é absorvente.

f4+—3+—0—+1 2

S~

Figura 5.12: um passeio aleatorio simples nesse digrafo é redutivel.
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1/2

1/2 PN
N PN
0 1 @223
~—_ ~—_
1 1/2 1

Figura 5.13: diagrama de passeio aleatdrio irredutivel e aperiédico.

No exemplo da figura 5.13, o passeio é aperiddico e irredutivel.
Como no caso nao dirigido, a propriedade boa é a seguinte, cuja demonstracao é analoga ao do

caso nao dirigido.

LEMA 5.24 Se um passeio aleatério num digrafo finito é irredutivel, entdo ha uma tinica distribuicdo in-
variante e positiva. Se o passeio também é aperiddico, entao existe ty € N tal que para todos i, j vértices, se

t > tg entao pftj) > 0. O]

Como no caso nao dirigido temos, novamente, que a mesma prova dada na pagina 265 vale agora,
para P matriz de transicao de uma passeio aleatério irredutivel e aperiédico num digrafo com pesos

nas arestas:
lim P = Q

k—o0
com Q uma matriz estocastica com as colunas constantes e que uma linha qualquer de Q define
Tt invariante. De fato, se € irredutivel entdo tem uma Unica distribui¢ao invariante 7 = (1t;: j € V)
positiva
(t)

Tt; = lim p; ;
] t—>oop"j

para todo i.

Observagao 5.25 (distribuigdo invariante e convergéncia em passeios redutiveis ou periddicos). Num pas-
seio redutivel a distribuicao invariante pode nao ser tnica. Por exemplo, um passeio com matriz de

transicao
10
01

P=

tem distribuicao invariante 7 = (p, 1 — p) para qualquer p € (0,1) e, por exemplo, para p = 1/2 temos

que p(lni /> 1/2 quando n — co. O mesmo acontece com a matriz de transi¢ao

01

Rl P

e o vetor Tt = (1/2,1/2), nao ha convergéncia ao equilibrio porque o passeio é periddico. Num passeio
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por quatro estados com matriz de transigoes

0010
0001
1 000
01 00O
(1,0,1,0) e (0,1,0,1) sao vetores invariantes. O

PASSEIO ALEATORIO NA WEB: O GOOGLE PAGERANK

“To test the utility of PageRank for search, we built a web search engine called Google”
(Page et al., 1998).

O grafo web é um grafo dirigido definido pelas paginas web e as ligacoes (links ou hyperlinks) entre
as paginas. Conhecer a estrutura desse grafo é importante para, por exemplo, o desenvolvimento
de algoritmos eficientes para a web. Um marco no projeto e desenvolvimento desses algoritmos é
o algoritmo PageRank (Page et al., 1998) desenvolvido como parte da ferramenta de busca na web
batizada Google pelos fundadores da empresa.

O PageRank é um algoritmo para classificagao de paginas na web. A ideia que o motivou é modelar
a importancia relativa de uma pagina de modo que uma busca devolva primeiro resultados com

maior relevancia. A propria empresa explica a ideia da seguinte maneira (Google, 2011):

“O coragao do nosso software é o PageRank(TM), um sistema para dar notas para paginas
na web, desenvolvido pelos nossos fundadores Larry Page e Sergey Brin na Universidade
de Stanford. E enquanto nds temos duzias de engenheiros trabalhando para melhorar
todos os aspectos do Google no dia a dia, PageRank continua a ser a base para todas

nossas ferramentas de busca na web.
Explicagoes sobre o PageRank

A classificagao das paginas (PageRank) confia na natureza excepcionalmente democratica
da Web, usando sua vasta estrutura de links como um indicador do valor de uma pagina
individual. Essencialmente, o Google interpreta um link da pagina A para a pagina B
como um voto da pagina A para a pagina B. Mas o Google olha além do volume de votos,
ou links, que uma pagina recebe; analisa também a pagina que da o voto. Os votos dados

” n

por paginas “importantes” pesam mais e ajudam a tornar outras paginas “importantes”.

Assim, uma pagina tem uma classificagao alta se é referenciada por paginas com classificacao

alta. O modelo adotado no PageRank pode ser interpretado como um passeio aleatorio no grafo web.
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O modelo simplificado do PageRank é descrito da seguinte maneira. Seja G = (V,E) o digrafo da
web, ou seja, V é o conjuntos formado pelas paginas web, as quais serao consideradas sem perda de
generalidade {1,2,...,n}, e (a, b) € E se na pagina a ha um link que leva para a pagina b. Denotamos
por N*(a) o conjunto dos vértices b tais que (a, b) é uma aresta de G, ou seja, é o conjunto das paginas
web que que tém um link na pagina a e cuja cardinalidade é d*(a). Denotamos por N™(a) o conjunto
dos vértices b tais que (b, a) € uma aresta de G, ou seja, é o conjunto das paginas web que tém um link
apontando para a pagina a e cuja cardinalidade é d~(a). Por exemplo, no grafo web da figura 5.14
d*(3)=IN"(3)|=2e d™(3)=|N"(3)| = 3.

A classificacao dos vértices é dada por um vetor r = (ry) ey onde r, € a classificagao do vértice a e

satisfaz

_ b
r = Z T (5.13)

beN~(a
ou seja, se b aponta para a entao b contribui com 1/d*(b) de sua relevancia para a relevéancia de a.

Seja P a matriz de transi¢oes do passeio aleatério simples, dada pelos elementos

1

F@ se (a,b) é aresta

Pa,b = ) .
0 caso contrario,

entao de (5.13)

ou seja, r € um vetor invariante de P.
Se P for uma matriz estocastica entao o vetor r pode ser obtido escolhendo uma distribuigao inicial

v e fazendo v(k+t1l) =

v(KP pois como vimos, sob certas hipéteses v(¥) converge para r. Esse método,
conhecido como método das poténcias, € usado ha muito tempo para calcular autovetores associado
ao maior autovalor. Entretanto, na atual situacao nao sabemos se o vetor converge pois nao temos

garantia que a matriz P seja irredutivel (garante A; > A;) ou mesmo estocastica (garante o autovalor

3

=r = (0,0), No caso de um circuito dirigido, um vetor inicial pode nao

A1 = 1). Por exemplo, para

e v(© = (0,1) temos v?

convergir.

No exemplo da figura 5.14 abaixo a matriz P nao é estocastica. Os vértices sem arestas que saem,
ou seja os vértices v tais que d*(v) = 0 sao chamados, no trabalho original, de pendentes (dangling) e
por causa deles a matriz nao é estocastica. No exemplo da figura 5.14 o vértice 6 é pendente. Na web
de fato ha varios vértices pendentes, por exemplo, os documentos em pdf disponiveis em paginas

web sao, normalmente, vértices pendentes do grafo.
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3 o 12 12 0 0 O
1/3 172 0 1/2 0 0 O
0

/ Q 1/2 1/2 0 0 0
6 1/30/3] 1/20/2 p=
/

1173 o0 0o o0 1/3 1/3
\ 1/3 y
1/3 5 —(3 1/2 0 o 1/3 1/3 0 1/3

0 0 0 0 0 0

Figura 5.14: exemplo de grafo web.

Definimos uma matriz auxiliar B pondo para cada vértice pendente v, o que corresponde a uma

pagina sem links, a linha v com entradas 1/n e tomamos
Q=P+B

isso significa que um passeio aleatério que chega numa pagina sem saida continua em qualquer outra
pagina com igual probabilidade. A matriz Q é estocastica.

A matriz Q referente a matriz P da figura 5.14 é dada a seguir na figura 5.15 ao lado do grafo web
que corresponde a modificacao no grafo que reflete a modificacdo na matriz P, as arestas tracejadas
sao as arestas incluidas e correspondem a possibilidade de navegacao do internauta que chega a uma

pagina sem saida e recomega a navegacao de qualquer lugar uniformemente.

0O 12 12 0 O 0

-4 g 12 0 1/2 0 0 0O
1/6 mzi “1/6 <}Q« 12 1/2 0 0 0 O

- @\ \ ? 13 0 0 0 1/3 1/3
B 0 0 1/3 1/3 0 1/3

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Figura 5.15: modelo de grafo web modificado, sem vértices pendentes. As arestas tracejadas sao as

arestas incluidas artificialmente.

No exemplo dado na figura 5.15, o maior autovalor da matriz Q é 1 com multiplicidade 1 e
autovetor associado (1,1,1,0,0,0). Notemos que os vértices 4, 5, 6 tem classificagao 0. Isso decorre
do fato de nao haver passeios que saem de {1,2,3} e chegam em qualquer outro vértice diferente

desses. Esse conjunto é chamado de sorvedouro (rank sink).
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Para lidar com esses sorvedouros basta garantir que a matriz seja irredutivel pois se p(aL > 0
para algum k, para todo a, b € V entdao nao ha sorvedouros no grafo. Para garantir uma matriz
irredutivel tomamos p € (0, 1) e consideramos um passeio aleatdrio que segue as transi¢oes de Q com

probabilidade p ou que com probabilidade 1 — p vai pra qualquer outra pagina web, ou seja,

1
R:PQ+(1—P);1

onde 1 é a matriz com todas as entradas iguais a 1. A matriz obtida de Q do exemplo da figura 5.15

lp py1lp p . 1p 1p 1-p 1-p
6 276 2776 6 6 6
py1p 1p p lp 1p 1p 1w
2 6 6 2 6 6 6 6
pylp p, 1p 1p 1-p 1-p 1-p
R = 2 6 2 6 6 6 6 6
| Le 1p pylp 1p p . lp p, lp
6 6 3776 6 37 5 3776
ip p,1p 1p p,lp 1p  p,1p
3 3776 3 3776 6 3776
p lp p . 1p p 1p p 1p p 1p p_ 1-p
676 676 6t %6 6T ® 676 676

E sabido que o método iterativo para computar o vetor estacionario descrito, o método das potén-
cias, converge com velocidade |A>/A1| (Golub e Van Loan, 1989), onde A; > X, sdo os dois maiores
autovalores da matriz R. Ainda, é sabido que A, = 1 e que |A,| < p (Haveliwala e Kamvar, 2003).

O parametro p é conhecido como fator de amortecimento (damping factor). No trabalho que origi-
nou o algoritmo os autores do PageRank estabeleceram o valor p = 0,85 (Page et al., 1998) ap0s testes
e, em seguida, a empresa nao divulgou mais o valor desse fator. No mesmo trabalho (Page et al.,
1998), os autores reportam de 50 a 100 iteragdes do método das poténcias até a condicao de parada

t+1) _ y{0)|| < & para uma

do método das poténcias. O critério tradicional de parada é da forma ||v'
tolerdncia € > 0 pequena; notemos que nao € necessario conhecer as grandezas do vetor estacionario,
sO € preciso determinar a ordem das coordenadas, o que pode ser usado para diminuir o nimero de
iteracoes. Para p = 0,85 foi reportado que com 29 iteracdes |[v(t+1) — v(M]| < 1072, e no caso de 50 a
100 iteracdes a tolerancia é de 1073 a 1077.

Para concluirmos esta se¢ao vao mostrar uma alternativa para escrever essa matriz, uma vez que
atordoantes 1 trilhao de paginas indexadas foi reportado pela Google em julho de 2008 (We knew the
web was big... 2008). A matriz P é esparsa pela natureza da web: paginas com poucos links, 52 em
meédia (Wills, 2006), e muitos vértices pendentes, a matriz Q é mais densa e a matriz R é positiva. A
matriz B pode ser escrita como uTa onde u é o vetor com todas as entradas iguais a 1/n. De fato, pode
ser qualquer vetor estocastico, o vetor uniforme foi a escolha original, mas atualmente sabe-se que

favorece link spamming e esse parametro também nao é divulgado pela empresa Google. O vetor a é

o transposto do vetor caracteristico dos vértices pendentes. Com essas defini¢oese 1 :=(1,1,...,1),

1
Y = y(EVR = pyENQ 4+ (1 - p) =y Y1 = pvDQ+ (1 - p)u
n
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(t=1)1 ¢ um vetor com todas as entradas iguais a 1, logo

pois v
Y = py( VP 4 pyEDyTa 4 (1 - plu
portanto s precisamos armazenar a matriz P e os vetores a e u.

Exercicio 5.26. Mostre que a matriz R é irredutivel.

Exercicio 5.27. O grafo dirigido com vértices {0,1,...,n— 1} e arestas (i,i +1 mod n) é um circuito

dirigido com n vértices. Analise o comportamento de v(¥) para k € N com v(¥ = (1,0,...,0).
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5.2.5 RECORRENCIA E UM TEOREMA FUNDAMENTAL

Além da redutibilidade e do periodo, os vértices de um grafo dirigido sao classificados em dois
tipos fundamentais com respeito a um passeio nesse grafo: os vértices recorrentes e os vértices tran-
sitorios. Um vértice i é dito recorrente se para todo vértice j, i — j implica j — i. Se um vértice
é recorrente, uma vez tendo vértice nele, é certo que o passeio eventualmente volta a ele e, assim,
visita-o infinitas vezes. Um vértice que nao é recorrente ¢é dito transitorio. Notemos que essa de-
finicao leva a seguinte conclusao imediata: num passeio em um grafo finito pelo menos um vértice é
recorrente. De fato, consideremos uma sequéncia de vértices vy, vq,... definida recursivamente por:
tome vy € V qualquer; para i > 1 se v;_; é recorrente, entao pare, senao escolha v; tal que v;_;1 — v;
mas Vv; /> v,_1. Se existirem i < j com v; = v; entao v; — v;_; — V;, 0 que € uma contradi¢ao. Como V ¢é
finito a sequéncia deve terminar num vértice recorrente.

No exemplo da figura 5.16, temos um passeio irredutivel, recorrente e periddico.

Ps

Figura 5.16: exemplo de passeio irredutivel, recorrente e periddica.

Agora, considere um passeio sobre V ={1,2,3,4} e matriz de transicao

1/2 1/2 0O 0
1/4 3/4 O 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 0 1

cujas classes de comunicagao sao {1,2} que é recorrente, {4} que é absorvente e {3} que é tran-

1/2 3/4 1/4 1
L) )
1 V43T V4 Ty . 4
~N_ ~N
1/2
1/4

Figura 5.17: probabilidade de transicao de classe transitorio para recorrente.

sitorio. Se Xp = 3, entdo a probabilidade p com que o passeio entra na classe recorrente {1,2} é,
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condicionando em X;, dada por

—11+11+1 +— O—1+1
T4 Ty TP T TSP
logo p = 2/3 e com probabilidade 1/3 o passeio aleatério é absorvido em 4.

No caso da matriz de transi¢ao

1/2 1/2 0O O 0 O
1/3 2/3 0O O 0 O
/73 0 0 1/3 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 0 1/3 1/6
0O O O O O 1
0O O O 0 1 0

as classes de comunicagao sao {1,2},{3,4} e {5,6}, respectivamente, recorrente aperiodica, transito-
rio e recorrente periddica. Se p; é a probabilidade de entrar na classe recorrente aperiddica descrita

acima a partir do estado i, para i = 3,4, entao, condicionando em X1,

1 1 1 1
==1+0-1+40 - —-0+-0
P3=73 + + P3+3P4+6 +6
1 1 1 1 1
=—-1+-1+—= 0 =0+-0
Pa=¢g +6 +6P3+ P4+3 +6

cuja solucao é p3 =8/17 e ps =7/17.
No caso de um passeio sobre V = {1,2,3,4,5,6} com as probabilidades das transi¢des nao nulas

descritas no diagrama da figura 5.18, os vértices 1,2,5,6 sao recorrentes enquanto que 3,4 sao tran-

1/2 3/4 1/4 1/4 1/2 1/2
O G o M2 .
\_/42 1/4 BV ﬂ/
1/2 1/4
1/4

Figura 5.18: diagrama para um passeio aleatoério.

sitorios. Ainda, a probabilidade de retorno ao vértice 1, dado que Xg =1, em t passosé 1/2 parat=1

e para t > 2 é (1/2)(3/4)1"2(1/4), portanto, o tempo médio de retorno para o vértice 1 é (usando s.6c)
1 1 3\ 1 2 3" 1 5
= — — tl — = — — —_ = — —_ =
b1 2+SZ(4) 2+9Zt(4) 2373
t>2 t>2

LEMA 5.28 Recorréncia, transiéncia e periodo sao propriedades de classe de comunicagao, isto é, dois vérti-

ces que se comunicam tem a mesma classificagao.
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DEMONSTRAGAO. Suponha que o vértice i é transitorio, ou seja, para algum j, i — j porém j /i e
suponha que i e m sao vértices que se comunicam. Entao m — i e i — j, portanto, entao m — j.

Agora, se j — m, entao j — i, uma contradi¢ao. Logo m é transitorio.

Sejam i e j vértices que se comunicam e sejam n e m inteiros positivos tais que pij > Oe pji > 0.
Para todo t
(t+n+m) (n) (t) (m)
i Z Pi,j Pj,jPj,i

(t+n+m)

portanto, p; ; (®

>0 sempre que p; ; > 0.
S,Tm) > ps}r})pﬁ) > 0 portanto £(i) divide

>0, logo ¢(i) divide t+n+m. Como ¢(i) divide n+ m, concluimos que

Seja £(i) o periodo do vértice i. Das hipodteses temos p

(t) (t+n+m)

n+m. Se p; ; > 0 entao p; ;

Js
¢(i) divide t para todo t tal que pﬁtj) >0, logo (i) < €(j).
Trocando os papéis de i e j concluimos que £(j) < ¢(j). Portanto, os periodos sao iguais. ]

Observagao 5.29. No caso P irredutivel e periddico de periodo ¢ temos uma particao Vo, Vq,...,Vp_1
de V com cada parte fechada por acessibilidade (j € C sempre que i — j e i € C) e irredutivel com
respeito a matriz de transicao P’

assuma que todos os vértices tenham periodo € > 1 e que para cada par (i, ) existe um ty = tg(i, j)

(to)

para o qual p;;’ > 0. Seja vo um vértice qualquer e Vg sua classe de comunicagao. Da irredutibilidade,

para todo veértice k devem existir instantes t; e t tais que

p(glll p(tz) >0

V k,VO

e ponha ke V, se,esdse, re{0,1,...,£ -1} é Gnico tal que t; = g+ r. Desse modo se k € V, entdo
(1)

Vo,k =
ciclicamente nessa ordem; cada passo do passeio sai de um vértice em V; e chega num vértice de V;

O a menos que t = r +fa para algum inteiro positivo a. Agora, consideramos Vp,...,Vs_1, Vo

(a soma no indice € mddulo ¢) e a cada ¢ passos o passeio esta de volta a parte de saida.

Assim, se k € V, entao P(vg)o,k =0 amenos que t =r (mod ¢), para todo re{0,1,...,£—1}. A partir
desse fato temos que para um vértice k € V recorrente vale que o tempo de recorréncia médio com
respeito a P! é /¢, e (com respeito a essa matriz) cada parte é irredutivel e recorrente, assim para

cada jeV,

(e tal limite é zero quando k ¢ V, ou k é transitério). Ademais, (1/px: k € V) é uma distribuigao

invariante (veja Feller, 1968, secao XV.9).
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TEOREMA FUNDAMENTAL O ntmero de visitas ao vértice i é a variavel aleatoria
Vi = Z Lx,=i1
n>1
em que ljx _; € a varidvel aleatéria indicadora do evento [X,, = i], que ¢ infinito se e s6 se n ¢é
transiente. De fato, pela proposigao 3.22, pagina 135,
E[V;|Xo=i]=) P[V;>k|Xo=i]
k>1
e, saindo de i, visitar j pelo menos k vezes equivale a visitar j e em seguida visitar j pelo menos k-1
vezes, o que ocorre com probabilidade f; ;(f; ;)*! logo, fazendo j = i nessa dedugéo ficamos com
i . D .
77— sef;;<1,ouseja,seié transiente

o1 S se f;; =1, ou seja, se i é recorrente.

Ainda, pela linearidade da esperanga,
E[V;[Xo=1i]= ZE[H[Xn:i]'XOZ i]: Z]P’[Xn: i|Xo=1i]= prr")
n=0 n=>0 n=0

e a classificagao de vértices pode ser caracterizada pelas probabilidades de transicao da maneira
descrita a seguir.
Lema 5.30 O vértice i é
. . (n)
* transiente se e SO se p;; <oo.
n=0
: (n) _
* recorrenteseesose ) p;; = oo.
n=0

]

Observagao 5.31 (Teorema Ergddico). Se uma sequéncia converge lim,,_,, a, = a, entao a sequéncia das

médias parciais também converge
n-1

1
i 25 e

i=0
portanto de (5.18) temos

-1

. 1% () 1

\im, =) Py = W
t=0

no caso de uma cadeia ergddica. Agora

1 n—1 ) 1 n-1
=) Pii= F;E[H[Xt:f] [%0=1]

t=0
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ou seja, se V;(n) é o nimero de visitas a j no intervalo de tempo O,...,n~-1

n-1
Y bl =E[Vj(n)|Xo=1]
t=0

logo
1 1
lim —E[Vj(n) | Xo = i] =—.
n—oo N PL]
Em palavras, 7; € a fragao média de visitas ao estado j por unidade de tempo. Aqui, nao provaremos o

seguinte resultado, conhecido como Teorema ergodico para cadeias de Markov finitas: Para qualquer

IP’( im () _ 1 ): 1.
J

n—oo n }A, .

cadeia de Markov irredutivel

Resumindo alguns dos resultados provados enunciamos o seguinte teorema.

TEOREMA 5.32 (TEOREMA FUNDAMENTAL DOS PASSEIOS ALEATORIOS EM GRAFOS FINITOS) Em um passeio

aleatorio irredutivel e aperiodico em um grafo (dirigido) temos que

1. existe uma tinica distribui¢do invariante e positiva Ty

(t)

2. para qualquer distribuicdo inicial v, lim,_,vP' = T, ou ainda, lim,_ ., p;; =

T e esse limite é
independente de i;

3. o tempo médio de retorno ao estado j é w; = ni
J
4. Se V,(t) é o niimero de visitas ao vértice i no intervalo de tempo [0, t — 1], entdo para qualquer distri-
buigao inicial
Vi(t)

lim L =,
t—oo t

com probabilidade que tende a 1.

5.3 CADEIAS DE MARKOV HOMOGENEAS

Cadeias de Markov discretas sao um caso particular de processo estocastico discreto que satisfa-
zem a condi¢ao de Markov de que o préoximo estado depende somente do estado atual e é indepen-

dente dos estados passados
P[Xts1=J [ Xe=i, Xeep =se1,00, Xo=s0 | =P[ Xy =J [ X =1 ] (5.14)

e ela é dita homogénea se essa probabilidade nao depende do tempo t. Como todas as cadeias desse

capitulo sao discretas, homogéneas e em tempo discreto nds omitiremos esses adjetivos daqui em
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diante. Chamamos Xy de estado inicial. Uma colegao p = {p;: i€ S} com p; > 0, de modo que
Y ies 0i = 1 é chamada distribuicao e, particularmente, é chamada distribui¢ao inicial no caso em

que p; = P(Xg =i). Uma cadeia de Markov é caracterizada por
1. um conjunto de estados S,
2. uma distribuicao inicial {p;: i € S},

3. probabilidades de transicao p(i,j) > O do estado i para o estado j, para todo (i,j) € S2 com
Y jespli,j)=1paratodoie$S

de modo que o processo estocastico {X;: t > 0} com valores em S é uma cadeia de Markov homogénea
em tempo discreto, com distribuigdo inicial p e probabilidade transicdo p se a distribui¢ao conjunta de

Xo..-» X, paratodo ne Z*, é

IP)|:><O - Slel - S]_! : ’ pso ]_[p S’} SH-]_ (5-15)

para toda escolha de sg,sy,...,s, € S. Dessa distribui¢gdo conjunta podemos derivar (verifique) a
condi¢ao de Markov dada na equacgao (5.14) acima. Ademais, fixado um natural n, temos a partir

dos itens 2 e 3 acima que

Z Z Z Z Oso l_[P Si) Sit1) Z Z Z Oso I_lp Si»Sit1) Z p(Sn-1,Sn) =

sp€Ss1€S s, 1€Ss,ES i=0 Sp€Ss1€S s, 1€S i= sp€S
) ) ) PsoﬂPS"sHl =) ) ewplsosi)= ) o=l
speSs1€S s, 1€S i= spEeS s1€S SN

portanto (5.15) é uma atribuicao de probabilidades valida no espaco das realiza¢oes das n variaveis
aleatorias. A mesma dedugao vale para qualquer valor de n portanto a defini¢ao da distribuicao
é consistente. O célebre Teorema da Extensao de Kolmogorov garante a existéncia do espago de
probabilidade e das variaveis satisfazendo as condi¢oes acima.

Convencionamos que quando é dada uma definicao de uma cadeia de Markov, isto é, dados o
conjunto de estados, a distribuigao inicial e as probabilidades de transi¢ao, convencionamos que as
probabilidades de transi¢ao que nao sao dadas explicitamente sao iguais a zero. Ademais, em muitos
casos nao damos a distribuicao inicial porque ou esse parametro nao é relevante no momento ou é

trivial (P[Xg = s] =1 para algum s).

Exemplo 5.33 (embaralhamento). Numa pilha com n cartas de baralho distintas numeradas de 1 a
n, definimos uma cadeia de Markov tomando um estado para cada permutacao 7, em que 7(i) é a
posicao da i-ésima carta; Xg é a permutacao identidade com probabilidade 1. Uma transicao entre

estados € obtida retirando a carta de uma posi¢ao arbitraria escolhida uniformemente entre as cartas
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na pilha e colocando-a no topo, logo p(m,0) = 1/n para todo instante t > O e com a permutacao o
obtida a partir da permutacao m pelo processo descrito acima (nos casos em que o nao pode ser
obtida pelo processo descrito vale p(1,0) = 0, como convencionamos). Um problema interessante
é estimar o valor n, caso exista, para o qual a distribuicao de X,, seja aproximadamente uniforme,

segundo alguma métrica. O
people.eecs.berkeley.edu/~sinclair/cs294/n2.pdf

Exemplo 5.34 (passeio aleatorio em N). Definimos uma cadeia de Markov se tomamos o conjunto de
estados S como sendo os inteiros positivos, o estado inicial 1 e as transicoes com probabilidades

p(i,1)=1/i+1e p(i,i+1)=i/i+1 para todo inteiro i > 1. O

Exemplo 5.35 (passeio aleatorio num grafo). Seja G um grafo localmente finito, isto €, os vértices tém
grau finito. Definimos uma cadeia de Markov tomando S como o conjunto de vértices do grafo e
as transicoes sao definidas de modo que se X; = v entao X;,;; € qualquer vértice adjacente a v com

probabilidade uniforme. Esse tipo de cadeia de Markov é conhecida como passeio aleatorio em G. ¢

Exemplo 5.36 (cadeia de Markov nao-homogénea). Consideremos uma caixa com v bolas vermelhas e a
bolas azuis e o processo de retirar aleatoriamente uma bola da caixa sem reposi¢ao. Seja X; o numero
de bolas vermelhas na caixa na t-ésima rodada. A probabilidade de transicao nao depende s6 do

numero de bolas vermelhas (estado), mas também depende do momento t. O

Exercicio 5.37 (propriedade de Markov). Prove que se {X;: t > O} é uma cadeia de Markov com
respeito a distribuicao inicial {p;: i € S} e probabilidades de transi¢ao { p(i,j): i,j € S}, entao condici-
onado ao evento [X,, = i] o processo {X;,,: t > 0} é uma cadeia de Markov com respeito a distribui-
cao inicial {9;(j): i € S} e probabilidades de transicao {p(i,j): i,j € S} e independente de Xg,..., X,,.

Acima, 6;(j)=1seesbOsei=j.

Nesta se¢ao estudaremos as condi¢oes que garantem distribuigdo invariante e convergéncia ao equi-

librio para uma cadeia de Markov.

5.3.1 REPRESENTACAO MATRICIAL

A colegao de ntimeros {p;: i € S} com p; > 0e ) ,.sp; = 1 pode ser vista®> como um vetor-linha
o= (p;: i €S) chamado vetor de probabilidades ou distribuicao de X no caso em que p; = P(X = i).
Do mesmo modo, podemos interpretar as probabilidades de transi¢ao como uma matriz P = (p; ;)
definida por p;; = p(i,j), chamada matriz de transi¢cao da cadeia de Markov. Para cada linha i
vale que } ;p;;. Uma matriz cujas entradas sao nao-negativas e as linhas somam 1 ¢ uma matriz

estocastica.

>A rigor, p é uma fungdo S — [0,1] que podemos representar por uma sequéncia implicitamente induzida por uma

enumeracao sg,S1,Sz,... de S.
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O espaco de estados pode ser infinito e, portanto, essa matriz nao é do tipo estudado em algebra
linear. No entanto, adi¢ao e multiplicagao sao definidas pelas mesmas regras formais. Com isso, se
é a distribuic¢ao de X,,_; para algum n > 1, entao o vetor de probabilidades 7 = pP dado por

=) 0Pyi= ) P[Xn1=ilP[Xp=ilXp1=i]=P[Xy=i]
jeS jes
para todo i € S, é a distribuicao de X,,.

Para uma distribuicio inicial p, se fizermos m(© := p e denotarmos por m(1) a distribuicao de
X1, entao 1l = 1OP. Analogamente, (2) = ()P é a distribuicao de X, e, em geral se 1(t-1) é a
distribuicao de X;_; entao

10 = 7 tDp = (r(t-2p)p = ... = O)pt

é a distribuicao de X, para todo natural t > 1. Para qualquer t € N, se
t . . . .
pf-,,-) =P[Xepn=J | Xe=i]=P[X;=j| Xo=i]
é a transicao do estado i para o estado j em t passos entao vale

(1) (t-1)
Pij = Z Pi,sPs,j

s€eS

(1)

1 . s . 9 . . : i
para todo t > 1, com p;; = p; ;. Logo a t-ésima poténcia da matriz P € a matriz de transi¢ao em t

passos
t
Pt = (p}").
LEMA 5.38 (IDENTIDADE DE CHAPMAN-KOLMOGOROV) Se P = (p; ;) é uma matriz de transicdo,
(k+t) (k) _(t)
Py =) Pheps) (5.16)
seS

para quaisquer i, j € S.
DEMONSTRAGAO. A partir de

P[Xiee =4 [ Xo=i]=) P[Xire=J Xe=5|Xo=1]
seS
segue que
k . .
Py = Y P[Xire=J Xe=5|Xo=1i]
seS

e, a partir da equacao (1.12), pagina 26, podemos deduzir

k+t , ' '
= ZP[XkH:J|xk:5,Xo=l]P[XkZSIXo::]
s€S
(t) (k)
= Zps,jpi,s
s€S
portanto, vale a equagao (5.16). -
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PROPRIEDADE FORTE DE MARKOV A propriedade forte de Markov assegura independéncia a partir
do tempo (aleatério) que leva para a cadeia atingir um determinado estado. Um exemplo muito
simples é quando jogamos uma moeda até obtermos n caras, [T = n] é completamente determinado
pelos valores da sequéncia dos lancamentos anteriores e T € aleatorio.

Uma variavel aleatéria T que assume valores em {0,1,2,...} U{oco} é um tempo de parada se o
evento [T =n], paran=0,1,2,..., depende somente de Xg, Xq,..., X,.

Sejam {X;: t > 0} uma cadeia de Markov com matriz de transicao P, distribuicdo inicial p e T tempo
de parada. Entdo, condicionado ao evento [T < oo] e [X1 = i] 0 processo {X;,1: t > 0} é uma cadeia de

Markov com transigoes P, distribuigdo inicial &; e independente de X, ..., Xt
P[X1im=j | Xk =x O<k<T), Xy =i |=P[Xyym=j | Xy =i ]

Seja B um evento determinado por Xg, Xq,..., X. Entao BN[T = m] é determinado por Xg, X1,..., X,

e pela propriedade de Markov no tempo m

P([X1 = x0, X141 = X1, -, X74n = xp]NBA[T=m]N [Xr =i]) =
P[ Xg = x0, X1 = X1,.., Xy =%, | Xog=i |P(BN[T=m]N[Xy=i])

somando sobre m=0,1,... e dividindo por P[T < o, X1 =]

5.3.2 IRREDUTIBILIDADE, PERIODICIDADE E RECORRENCIA

. . .~ . o~ t . ere
Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov. A condigao psj) > 0 para algum t significa
que a partir do estado i a cadeia atinge o estado j em t passos com probabilidade positiva; nesse caso
dizemos que j é um estado acessivel a partir de i e escrevemos i — j. Quando j nao é acessivel a

partir de i a probabilidade da cadeia chegar em j saindo de i é nula

[ JXa =11 Xo=i|< ) P[Xo=jlXo=i]=) p|}=0.

n=>0 n>=0 n=0

P

Escrevemos i <> jse i — je j — i e dizemos que os estados i e j se comunicam. Deixamos para o
leitor a verificacao de que <> define uma relagao de equivaléncia sobre S, portanto, particiona S em

classes de equivaléncia, que chamaremos classes de comunicagao.

RECORRENCIA Os estados de uma cadeia de Markov sao classificados em dois tipos fundamentais os
recorrentes e os transitorios. Um estado i de uma cadeia de Markov finita é dito recorrente se para todo
estado j, i — j implica j — i. Se um estado é recorrente, uma vez tendo estado nele, é certo que a
cadeia eventualmente volta a ele e, assim, visita-o infinitas vezes. Um estado que nao é recorrente é

dito transitorio. Notemos que essa definicao leva a seguinte conclusao imediata: se S ¢ finito entdo
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pelo menos um estado é recorrente. De fato, consideremos uma sequéncia de estados sg, s1,... definida
recursivamente por: tome sy € S qualquer; para i > 1 se s;_; € recorrente entao pare senao escolha
s; tal que s;_; — s; mas s; /> s;_1. Se existirem i < j com s; = s; entdo s; = s;_; — S;, 0 que ¢ uma
contradi¢ao. Como S é finito a sequéncia deve terminar num estado recorrente.

O tempo da primeira visita ao estado i é a variavel aleatoria
T :=min{fn>1: X, =i}
com a convengao de que min @ = co. Para todo n € N definimos
) =B T=n|Xo=1]

que é a probabilidade do evento “primeira visita ao estado j a partir do estado i em n passos”, ou
seja, a probabilidade do evento [Xy #j, X5 #j, -+, X,_1 # j, X, =j] condicionado a [Xg = i]. Assim

n) , °7e . . .
f,.(i) ¢ a probabilidade do primeiro retorno a i em n passos e

=) A =P[T<colXo=i]
n>0
Com essa definicao, podemos estender ao caso enumeravel infinito a defini¢ao de estado recorrente,
é todo estado i para o qual f;; = 1, caso contrario i € transitorio.

Notemos que quando f;; = 1 nds temos uma distribuicao de probabilidade {f,(T) n > 0} para o
tempo de retorno ao estado i cuja média esta definida e é chamada de tempo médio de retorno para
o estado i

pii= ) nfi =E[T|Xo=1]
n>0
No caso de i transitorio convencionamos y; i= co pois P[ T, =0 | Xg =i ]=1-f; > 0.

Dado que o retorno ao estado inicial i é certo, é natural perguntar se o tempo médio de retorno é
finito. No caso p; = oo 0 estado i € dito recorrente nulo, no caso de média finita, p; < o0, 0 estado i é
dito recorrente positivo. No caso de |S| finito, todo estado recorrente é positivo.

No caso da cadeiacom S ={1,2,3,4,5,6} com as probabilidades das transi¢des nao nulas descritas
no diagrama da figura 5.19, os estados 1,2,5,6 sao recorrentes enquanto que 3,4 sao transitorios.
Ainda, a probabilidade de retorno ao estado 1 é

n-2

1(3
e fl(’nl):z(z) 2 paratodon>2

portanto, o tempo médio de retorno para o estado 1 é (usando s.6¢)
1.1 (3)”—2 1 2 (3)” 1.5 5
= — —_ n|{— = — —_ nl|— = — —_— =
M=2"8 4 4l =272
n=2

=



1/2 3/4 1/4 1/4 1/2 1/2

1/2
O—0 o0 g
1 1/4 2 3 1/4 4 5 1/2 6
~_ 1/4 ~_ ~ 1% o«
1/2 1/4
1/4 1/4
1/4

Figura 5.19: diagrama de uma cadeia de Markov.

No exemplo 5.34, pagina 289, a probabilidade de nao retornar ao estado 1 nos n— 1 primeiros

passos é

-1

n J ~ 1

=, ji+1 n
portanto a probabilidade de nunca voltar ao estado 1 é zero e a probabilidade de voltar ao 1 no
n-ésimo passo é

m_1 1

1 hn+1
e, portanto, o tempo médio de retorno do estado 1 é

=) oflZY

n>0

de modo que é um estado recorrente nulo.
O ntmero de visitas ao estado i é a variavel aleatoria
Vi = Z Ix,=i1

n>1
em que ljx _; € a variavel aleatéria indicadora do evento [X,, = i], que € finito se e 56 se n € transiente.
De fato, pela proposicao 3.22, pagina 135,

E[V;|Xo=i]=) P[V;>k|Xo=i]

k>1

e, saindo de i, visitar j pelo menos k vezes equivale a visitar j e em seguida visitar j pelo menos k-1

vezes, 0 que ocorre com probabilidade f,-,j(fj-,j)k_l logo, fazendo j = i nessa dedugao ficamos com

fii

77— sef;;<1,o0useja, se i é transiente
. k 1-f;; ii ’ )
E[V1|X0:’]:Z(fi,i) = '

o1 %) se f;; =1, ou seja, se i é recorrente.
Ainda, pela linearidade da esperanga,

E[V|Xo=i]=) E[lyn|Xo=i]=) B[Xs=ilXo=i]=) p|l

n=0 n>=0 n=0
e a classificagao de estados pode ser caracterizada pelas probabilidades de transi¢ao da maneira

descrita a seguir.
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LeEMA 5.39 Oestado i é

. . (n)
* transiente se e SO se p;; <oo.
n=0

, z n
* recorrente se e so se pf ’.) = 0.
n=0

]

Exemplo 5.40 (Passeio aleatdrio nos inteiros). Tomemos o conjunto de estados como os inteiros, S = Z,
o estado inicial Xp = 0 com probabilidade 1 e as transi¢oes de estados tém as probabilidades p; ;1 =

1-pe p;i;1 = pparatodo inteiro i e algum p € (0, 1). Entao
2 2n
Py = ( )p”q
para g := 1 - p. Usando a aproximacao de Striling (d.3) (verifique), para uma constante positiva a

2n) _(4pq)”

Poo — ,
0.0 avn/2

Se p=1/2, entao pOO > (2ay/n)~! para todo n suficientemente grande, logo

> OO/ZaZ

n=ng n>n0

quando n — oo.

Se p#1/2, entao 4pqg =<1 e de modo analogo
Y el e
0,0 = a :
nz=ng n=ng

Assim, no caso p = 1/2 é o caso de cadeia de Markov com todos os seus estados transitorios. Se

p = 1/2 entao todos os estados sao recorrentes positivos. O

Os estados 0 e n do exemplo ruina do jogador, na pagina 244, quando sao atingidos a cadeia nao
muda mais de estado; nesses casos chamamos tais estados de absorvente, que é um estado recorrente

positivo. Por exemplo, na cadeia representada pelo esquema da figura 5.20 abaixo

T
*4+—3——0—+1 P 2
6

Figura 5.20: uma cadeia com estados transitorios e recorrentes.

o estado 4 é absorvente, os estados O e 3 sdo transiente e os estados 1 e 2 sdo recorrentes.
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Figura 5.21: esquema de um exemplo de cadeia de Markov com estados periddicos.

PERIODICIDADE No caso de uma cadeia de Markov que pode ser representada como na figura 5.21,
se Xg = 0 entao pg% > 0 s6 pode ocorrer na cadeia em instantes n da forma n = 2k, n = 4k, n = 6k.
Para o estado 1, as probabilidades de retorno positivas s6 ocorrem para n = 2k, n = 4k. Para o estado
2 ocorre o mesmo fendmeno do estado 1 e o caso do estado 3 é semelhante ao caso do estado O.

O periodo de um estado i numa cadeia de Markov é

ii

(i) := mdc{n: p(n) > O}.

(n)

Caso (i) > 1, dizemos que i ¢ periodico e nesse caso p;; = 0 a menos que n seja maltiplo de (/).

Quando (i) = 1 nds dizemos que i é aperiodico. No exemplo acima todos os estados sao periédicos

de periodo 2.

LEMA 5.41 Recorréncia e transiéncia sao propriedades de classe de comunicagao, isto é, dois estados que se

comunicam tem a mesma classificagao. Ademais, estados que se comunicam tém o mesmo periodo.

DEMONSTRAGAO. Suponha que o estado i é transitorio, ou seja, para algum j, i — j porém j /A i e
suponha que i e m sao estados que se comunicam. Entao m — i e i — j, portanto, entao m — j.

Agora, se j — m, entao j — i, uma contradicao. Logo m é transitorio.
(n)

(m)
i >Oep-n,-1 > 0.

Sejam i e j estados que se comunicam e sejam n e m inteiros positivos tais que p ;

Para todo t
(i,ti+n+m)/ frji) ﬁtj) jr’n) (5.17)
(n+m)

(t+n+
ii

(

™50 sempre que pj’t} > 0. Se fizermos t = 0 na equagao (5.17), resulta que p >0

portanto (i) divide n+m. O lado esquerdo da equacgao (5.17) é nulo a menos nos periodos multiplos

de (i), portanto pﬁtl) >0 s6 quando t € multiplo de (i), portanto t(j) divide t(i). Trocando os papéis

portanto, p

de i e j concluiremos que (i) divide t(j). Portanto, os periodos sao iguais. O

Observagdo 5.42. Suponha que numa cadeia de Markov todos os estados tenham o mesmo periodo
(r}) > 0. Para todo estado k da

T > 1 e que para cada par de estados (i, j) existe um n para o qual p;

cadeia devem existir instantes m e n tais que
(n) _(m)
Po,k» Pxo >0

e como de Chapman-Kolmogorov, equagao (5.16), deduzimos pgjg m) > pg',)( p(kr’r(')) > 0, devemos ter que

T divide n+ m. Fixando m, concluimos que todo n para o qual vale pgnll >0 édaforman=a+vt
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para O < a < T inteiro. Assim, podemos particionar o conjunto de estados S em Sg,Sq,...,S¢ 1
(no exemplo acima Sg = {0,2} e S; = {1,3}) de acordo com os valores de a acima de modo que se
k € S, entao pg',)( = 0 a menos que n = a+ vt. Agora consideramos os estados na ordem Sy,...,S._1,Sg
ciclicamente de modo que cada passo da cadeia sai de um estado em S; e chega num estadoem S;,;

(a soma no indice é modulo T) e a cada T passos a cadeia esta de volta a mesma parte.

IRREDUTIBILIDADE Um conjunto de estados C C S ¢ irredutivel se i <> j para todos i, j € C. Quando
um conjunto nao ¢ irredutivel, dizemos redutivel. Quando ha uma unica classe de comunicagao
dizemos que a cadeia é uma cadeia de Markov irredutivel. Num conjunto irredutivel de estados
todos os estados sao do mesmo tipo, logo podemos classificar um conjunto de estados, ou mesmo
uma cadeia de Markov irredutivel, como: aperiddica se todos os seus estados o forem; periddica se
todos os seus estados o forem; transitorio se todos os seus estados o forem e recorrente se todos os seus

estados o forem. Por exemplo, uma cadeia de Markov com estados {1, 2} e matriz de transi¢oes

1 0
1/2 1/2

nao corresponde a uma cadeia irredutivel pois para todo inteiro k>0

pk 1 0
“l2k-1 1
2k 2K

portanto 1 /> 2. Os estados O e n do exemplo ruina do jogador, exemplo na pagina 244, quando sao
atingidos a cadeia nao muda mais de estado; nesses casos chamamos tais estados de absorvente. A
cadeia desse exemplo (ruina do jogador) nao é irredutivel por causa dos estados absorventes. Toda
cadeia com pelo menos dois estados e com pelo menos um deles absorvente é uma cadeia redutivel,

por exemplo, o caso de uma cadeia de Markov representada pelo diagrama da figura 5.22, a cadeia

VNN
4~ 3-—0 -1 P (2
P3 P1 2] P4 T/«
6

Figura 5.22: exemplo de cadeia de Markov redutivel.

é redutivel, a classe {1, 2} é periddica de periodo 2 e o estado 4 é absorvente. No exemplo da figura
5.23, a cadeia é aperiddica e irredutivel.

No exemplo da figura 5.24, temos uma cadeia irredutivel, recorrente e periddica.
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Pe
p2 D —
SN RSN

0 1. (2 P53
~—_ ~—
P1 P3 P4

Figura 5.23: exemplo de cadeia de Markov irredutivel, recorrente e aperiddica.

Figura 5.24: exemplo de cadeia de Markov irredutivel, recorrente e periodica.

Exemplo 5.43. Considere uma cadeia de Markov com S ={1,2,3,4} e matriz de transicao

172 1/2 0 O
1/4 3/4 0 O
1/4 1/4 1/4 1/4
0O O 0 1

cujas classes de comunicagao sao {1, 2} que é recorrente, {4} que é absorvente e { 3} que é transitorio.

1/2 3/4 1/4 1
() — )
1 V4T Va3, 4
~_ ~T
1/2
1/4

Figura 5.25: probabilidade de transicao de classe transitdrio para recorrente.

Se Xg = 3, entao a probabilidade p com que a cadeia entra na classe recorrente { 1,2} é, condicionando

em X1, dada por
1 1 1 1 1 1
=—1+-1+—-p+-0==+—
P=3 T3 T3PT3°737%

logo p=2/3 e com probabilidade 1/3 a cadeia é absorvida em 4.

p
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No caso da cadeia de Markov com S ={1,2,3,4,5,6} e matriz de transicao

1/2 1/2 0O O 0 O
1/3 2/3 0O O 0 O
/3 0 0 1/3 1/6 1/6
1/6 1/6 1/6 0 1/3 1/6
0O O O O O 1
0O O O 0 1 0

as classes de comunicagao sao {1,2},{3,4} e {5,6}, respectivamente, recorrente aperiodica, transito-
rio e recorrente periddica. Se p; é a probabilidade de entrar na classe recorrente aperiodica descrita

acima a partir do estado i, para i = 3,4, entao, condicionando em Xj,

1 1 1 1
p3==1+0-1+0p3+=ps+—=0+=0

3 3 6 6
1 1 1 1 1
p4:61+61+6p3+0p4+§0+60
cuja solucao é p3 =8/17 e py =7/17. O

Observagao 5.44. Notemos que a Observagao 5.42 se aplica a uma classe de comunicacao, ou a uma

cadeia periddica, pois todos os estados dela téem o mesmo periodo.

A state i is absorbing if i is a closed class.

Uma classe de comunicagao é dita fechada se j € C sempre que i — j e i € C. Toda classe de
comunicagao recorrente é fechada. Observemos que se X esta em alguma classe recorrente C,, entao
a evolugao da cadeia se restringe a essa classe pois assumindo, por hipotese, que i € Cy e j ¢ Cy sao
tais que i — j, temos a inclusao de eventos [X; = j] C |J,>1[X,, # i] donde deduzimos que para algum
teN

Pl X =111 X0 =112 plf) >0
n>1
contrariando o fato de i ser recorrente. Se, por outro lado, Xy é um estado transitério entao ou a
cadeia fica no conjunto dos estados transitorios para sempre (caso a cadeia nao seja finita) ou se
move para alguma classe recorrente e nao sai mais dessa classe.

Também, notemos que uma cadeia de Markov finita e irredutivel é recorrente. Ademais, como

veremos, se for aperiodica entdao existe um natural ng tal que para todo n > ng a poténcia P" da

matriz de transicao P é (estritamente) positiva.
LEMA 5.45 Se uma cadeia de Markov finita é irredutivel e aperiddica entao existe Ko € N tal que para todos

i,j€S,sek>=Kqentao ps-’kj) > 0.
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(kO(’rJ))
I’J
> 0 para todo k > kq(i).

DemonsTRAGAO. Da cadeia ser irredutivel temos que para cada i,j € S existe kq(i,J) tal que p >

(k1)

0. Da cadeia ser aperiodica temos que para cada i € S existe kq (i) tal que p;;

Com essas constantes, se t > 0 entao pﬁﬁl(’)+t) >0e pS-S-O(i’j)) > 0 portanto, por Chapman-Kolmogorov,
equacao (5.16) na pagina 290, para todo t € N temos
ko(irj)+k (i ka (i ko(irJ k(i ko(ir
ps_'jo( Pitka(i)+t) _ Zpi’(él( )+t)) (€,19( J) > S(’ 1 )H))PS-JO( NS0
£eS

Assim, basta tomarmos Kq := max{kq(i,j) + k1(i): i,j € S}. [

Exercicio 5.46 (Passeio aleatdrio em 7Z). Consideremos o caso do passeio aleatério do exemplo 5.40,
pagina 294, onde p;;;1 = p=1-p;;_1. Claramente, a cadeia ¢ irredutivel (justifique) logo todos os
estados sao ou recorrentes ou transitorios.

(i) Prove que pgz’g_l) =0, para n> 1. Prove que p(oz’g) = (2")p"(1 - p)".

n
(ii) Use a aproximacio de Stirling n! ~ n"*1/2e="y/27 e conclua que
p2n) (4p(1-p))”
0.0 Vmno

Verifique que 4p(1 — p) < 1, e vale a igualdade se e somente se p=1/2.

(iii) Conclua que a cadeia é recorrente caso p=1/2 e, se p# 1/2, a cadeia € transitorio.

5.3.3 DISTRIBUICAO INVARIANTE E CONVERGENCIA AO EQUILIBRIO

CADEIAS FINITAS: Nesta secao provaremos o importante resultado que estabelece que toda cadeia de
Markov finita converge para a distribuicao estacionaria. Observamos que ele também vale no caso
enumeravel infinito com a hipétese adicional de que p; < +oo para todo estado i.

No caso finito toda matriz estocdstica tem distribuigcdo invariante e esse fato € uma consequéncia
simples do conhecido Teorema do Ponto Fixo de Brower: Para toda fungao continua f: T — T, onde
T C R" é compacto e convexo, existe x € T tal que f(x) = x. Consideremos o conjunto (compacto e
convexo)

n
T= {(vl,...,vn) eR™:Vi,vi=0e Z|Vi| = 1}

i=1
e a fungao linear de T em T dada por x — xP em que P é uma matriz estocastica. Por ser linear a

funcao é continua, portanto, pelo Teorema da Ponto Fixo de Brower deduzimos a existéncia de um
vetor invariante. Ainda, é possivel provar mostrar de modo elementar que lim,_,., P" existe e as

linhas sao dadas pelo vetor invariante.

TeoReMA 5.47 Uma cadeia de Markov irredutivel tem uma tinica distribuicdao invariante 7= (1;: j € S)

positiva dada por

71—1
T
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para todo estado j. Ainda, se a cadeia for aperiddica entdao

;= lim p.". (5.18)

n—oo i
A prova desse teorema sera dada mais a frente. Antes, faremos algumas consideragoes.

Observagao 5.48 (existéncia da distribuigdo invariante). Numa cadeia redutivel a distribui¢ao invari-

ante pode nao ser tnica. Por exemplo, uma cadeia redutivel com matriz de transi¢ao

)

tem distribui¢ao invariante 1 = (p 1- p) para qualquer p e (0,1) e, por exemplo, para p=1/2 temos

que p(lni 4> 1/2 quando n — co. O mesmo acontece com a matriz de transicao

)

e o vetor T = (1/2 1/2 ), nao ha convergéncia ao equilibrio porque a cadeia é periédica. Numa

cadeia de Markov com quatro estados e matriz de transi¢oes

0010
0001
1 000
0100

(1,0,1,0) e (0,1,0,1) sao vetores invariantes.

Observagao 5.49 (convergéncia em cadeias periddicas). No caso da cadeia irredutivel com matriz de
transicao P ser periddica de periodo T temos uma particao Sg,S;,...,S¢_1 de S, como foi feito na
observacao 5.42, pagina 295, cada parte fechada e irredutivel com respeito a matriz de transicao P*.
Lembremos que se k € S, entao pg') =0 a menos que n = a (mod 1), paratodo a€{0,1,...,T—-1}. A
partir desse fato temos que para um estado k € S recorrente vale que o tempo de recorréncia médio
com respeito a P* é p,/T, e (com respeito a essa matriz) cada parte é irredutivel e recorrente, assim
paracadaje€S,
. (nT)
lim p;, "= —
n—oo I }’Lk

(e tal limite é zero quando k ¢ S, ou k ¢ transitério). Ademais, (1/px: k € S) é uma distribuicao

invariante (veja Feller, 1968, secao XV.9).

DEMONSTRACAO DO TEOREMA ?2:
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REVERSIBILIDADE: seja {X;};~o uma cadeia de Markov irredutivel com respeito a matriz estocastica P

e a distribuigao inicial invariante . Tomemos a matriz Q = q; ; dada por

q. P —p P
] T I

Essa matriz é estocastica pois, pela invariancia de

ZCH,] = %anpj,i =1

jes Ijes

Ainda,
Z’Tiq,',j = anpj,i =T
jes jes

ou seja, Tt é invariante com relagao a Q.
Se tomarmos Y, = Xy_, para O < n < N entao
P[Yo =g, Y1 = iy,--, YW = in] = P[Xo = iny X1 = iNc1,- - XN =0 1 = T Pininy " Pinio = Tio igis *** in1,in

logo {Y,}o<n<n € uma cadeia de Markov com relagao a Q e . Ademais,
1
Qinvint " Dinio = =~ TinPio,ir *** Pin1,in > 0
TC,’O
portanto, a cadeia ¢ irredutivel, chamada tempo-reverso da cadeia {X;}po<i<N-
O seguinte exercicio fornece um meio, o mais simples, de verificar se uma dada distribuicao é

invariante.

Exercicio 5.50. Mostre que se P é uma matriz estocastica e A um vetor nao-negativo tal que para todos
iJ
AiPij = Ajpj,i

entao AP = \.

5.4 ALGORITMO METROPOLIS
5.5 CADEIAS DE MARKOV E CONTAGEM

5.6 EXERCICIOS

Exercicio 5.51. Considere o jogo da ruina com moeda justa. Vimos que se o jogador comeca com t

reais e almeja ganhar mais n reais entao é esperado que aposte por E; = tn rodadas. Assim, quando
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n — oo temos E; — o0, ou seja, o jogador que se propor a jogar até quebrar vai jogar pra sempre, em
meédia. Prove que se o jogador se propor a jogar até quebrar, entao ele quebra com probabilidade 1,

para qualquer quantia inicial.

Exercicio 5.52. Neste exercicio analisamos uma versao do algoritmo para o 2saT da secao 5.1.3 para o
problema 3sar. Dadas clausulas C4,C,,...,C,, de uma férmula booleana ® na forma 3-cNE sobre as
variaveis xq, Xo,..., Xp, 0 algoritmo responde sim se P é satisfazivel (e, implicitamente, uma valoragao

que satisfaz @) ou responde ndo se a formula ® nao é satisfazivel ou nao achou uma valoragao.

1 repita
2 c«0
3 Atribua aleatoriamente x; < {0, 1} para todo i

4 enquanto ¢ ¢é falsa e c < 3n faga

5 Escolha j tal que C; ¢é falsa
6 Escolha ao acaso um literal ¢ de C; e inverta o valor légico da variavel de ¢
7 c—c+1

(e}

até completar m rodadas ou ® ser verdadeira

9 se ¢ é verdadeira entao responda sim

10 senao responda nao.

Suponha @ satisfazivel e v* uma valoracao que a satisfaca. Denote por j a quantidade de variaveis
que o algoritmo erra no passo 3, ou seja, j variaveis nao coincidem os valores atribuidos a elas pelo
algoritmo e por v*. Denote por g; a probabilidade do algoritmo encontrar v* nas < 3n rodadas do
laco interno.

Prove que

N2V 1\ ¢
o= ()G =55

para alguma constante ¢ > O (use a aproximacao de Stirling para o fatorial para obter a segunda
desigualdade).
Agora, prove que a probabilidade com que, para algum j e a partir da valoragao inicial aleatéria,

o algoritmo encontre v* é

92 %J’i(rj)(%)n Zji/j > %G)”

j=1

Conclua que o namero esperado de rodadas (independentes) é < c’+/n(4/3)" , com ¢’ ~ 1,1866, e
qua para atingir uma probabilidade de erro de, digamos e 10, basta tomar m ~ 12+/n(4/3)". Qual o

tempo esperado do algoritmo nesse caso?
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Exercicio 5.53. Considere o passeio aleatério em Z9 com cada uma das 29 diregdes equiprovaveis e
denote por p(t)(0,0) a probabilidade de sair da origem, genericamente denotado por 0O, e voltar a ela

em t passos. Prove que para d=1

p°"(0,0)= -

1 (2n
22n

): (1+o0(1))Cyn~V2.

n

para alguma constante C; > 0. Para o caso d = 2 considere dois passeios aleatdrios unidimensio-
nais independentes. A trajetéria conjunta desse passeio visita, em Z?, apenas o conjunto de pontos
(i,j) € Z? tais que i + j é par. Verifique que o grafo com esse conjunto de vértices e com dois vértices
adjacentes se e s6 se diferirem em +1 ou —1 em cada coordenada é isomorfo ao Z° e que probabilida-

des sao preservadas sob tal isomorfismo. Use esse fato para provar que

22n\ n

2
pt2"(0,0) :( )) =(1+o0(1))Con™L,

1 (Zn
para alguma constante C, > 0. Para o caso d = 3, digamos que os passos podem ir nos sentidos
frente/tras, esquerda/direita e cima/baixo. Em m passeio com 2n passos que comega e termina na
origem, n desses passos vao para frente, esquerda e cima; ha (Zn”) modos distintos de cumprir essa

regra. Os outros n passos devem ir nos sentidos tras, direita e baixo. Para cada uma dessas escolhas,

i passos vao para frente e i para tras, j passos vao para esquerda e j para direita, n—i—j passos vao
para cima e n—i—j para baixo. Prove que
2
1 (2n n!
(2n) _ .
p (0,0)— Zn( )Z( . .)1
il (n—i—j)
6 n 5= iji(n—1i—j)
verifique que iljlk! sujeito a i + j + k = n tem valor minimo quando i = j = k = n/3 e prove que

p(Z”)(O,O) — O(n—3/2).
Use os resultados acima para provar que o numero esperado de visitas a origem ¢ infinito para

d=1,2 e finito para d = 3.

Exercicio 5.54. Neste exercicio melhoramos a estimativa de O(2") rodadas para o problema do 3-sar
(exercicio 5.5, pagina 251). Considere a seguinte estratégia variante da generalizagao do algoritmo
42. Dada uma férmula booleana 3-CNF com n variaveis

Seja v uma valoragao que satisfaz a formula.

1. Suponha que numa determinada rodada haja j variaveis booleanas cujos valores diferem de

v. Denote por g; a probabilidade com que em no maximo 3n rodadas a estratégia encontre v.

o= (I
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1. Repita t vezes ou até que a féormula fique satisfeita:

(a) tome uma valoragao aleatodria das variaveis;
(b) Repita 2n vezes ou até que a formula fique satisfeita:

i. escolha uma clausula nao satisfeita;

ii. escolha aleatoriamente um literal dessa clausula e inverta o seu valor;

2. se achou uma valoracao que satisfaca a formula escreva-a, senao escreva “nao satisfativel”.

2. Use a férmula de Stirling para provar que para todo j > 1

q; 2

2i4[j
com c = (1/8)V3/m. Também, qg = 1.

3. A probabilidade g com que uma atribuicao inicial aleatdria leva a v (ou outra atribuicao satis-
fatoria) em 3n iteracOes é pelo menos
c (3\"
i)
Conclua que o numero de valoragdes iniciais (1(a)) até descobrir uma que satisfaz a formula (que as-
sumimos satisfazivel) tem distribuicao geométrica com parametro g, portanto, na média precisamos

tentar 1/qg valoragoes iniciais e para cada uma iteramos no maximo 3n rodadas, portanto, na média

realizamos O(n%/?(4/3)") passos com essa estratégia.

Exercicio 5.55. Mostre que em um passeio aleatério num grafo conexo todos os vértices tém o mesmo

periodo.

Exercicio 5.56. Seja P uma matriz de transicao de um passeio aleatdrio irredutivel com periodo d.
4 . m+nd T

Mostre que existem ng e m tais que pf-'j ) >0 para todos i,j vérticese n > ng natural.

Exercicio 5.57. Uma coloragao de um grafo é uma atribuicao de cores para cada um de seus vértices.

Um grafo é k-colorivel se existe uma coloracao com k cores de modo que vértices adjacentes nao

recebam a mesma cor. Seja G um grafo 3-colorivel.

1. Mostre que é possivel colorir o grafo com 2 cores sem que ocorra um triangulo com todos os

vértices da mesma cor. Um tridngulo € um subgrafo com trés vértices adjacentes entre si.
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2. Considere a seguinte estratégia para determinar uma coloragao de G com duas cores de acordo
com o item anterior: (i) tome uma coloragao aleatéria com 2 cores; (ii) enquanto houver trian-
gulo monocromatico, escolha um desses triangulos, sorteie um de seus vértices e troque a cor

desse vértice.

Determine um limitante superior para o nimero esperado de recoloracoes até que uma colora-

¢ao de acordo com o item 1 seja encontrada.

Exercicio 5.58. Suponha que P é uma matriz estocastica irredutivel. Prove que paratodoO<a<1,a

matriz aP+(1—a)ld é estocastica, irredutivel e aperiddica com a mesma distribuigao invariante de P.

Exercicio 5.59. Considere o experimento de Ehrenfest com modificacao do exemplo 5.21. Verifique
que tal passeio é irredutivel e aperidodico. Compute a distribuicao de X53. Defina Q, a matriz das tran-

(1)

si¢oes no processo modificado dado acima e verifique que q;; — ('J\.')/ZN, quando t — oo. Verifique,

também, se essa distribuigao binomial € invariante para o processo original.
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6 | LEIS DE DESVIO E DE CONCENTRACAO

Exercicio 6.1. Prove que L € BPP se, e s6 se, L é decidida por algoritmo probabilistico de tempo poli-

nomial com probabilidade de erro (1/2)—(1/p(n)) nas entradas de tamanho n, para algum polinémio

A

p (dica: como acima, simule um algoritmo que garantqpertinenci =B BEPHuma guantidade sufici

entemente grande de vezes e use a desigualdade de Chernoff para estimar a probabilidade de erro).

6.1 DesigualdadedeMarkov . . . . . . . . L e e e 306
6.2 Momentos, Varidncia e a Desigualdade de Chebyshev. . . . . ... . ... ... .... 308
6.2.1 Desigualdade de Chebyshev . . . ... .. .. .. .. ... ... ... ... ... 311
6.2.2 Hashing 2-universal . . . . . . . . e e e e e e 315
6.3 Desigualdades de Bernstein—Chernoff-Hoeffding. . . . . . . . .. ... ... ...... 318
6.3.1 Skiplistrevisitada . . . . . . . . e e e e e 323
6.3.2 Treaps . . . . . v i e e e e e e e e e 325
6.4 Martingais . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e 328
6.5 EXerciCios . . . . . oo it i e e e 328

6.1 DESIGUALDADE DE MARKOV

A desigualdade de desvio mais simples que apresentamos ¢ a desigualdade de Markov!. Uma
vantagem dessa desigualdade é que quase nao precisa de hipdteses sobre a variavel aleatdria, o que a
torna amplamente aplicavel, por outro lado, ela fornece limitantes fracos que muitas vezes sao pouco
uteis.

TEOREMA 6.2 (DESIGUALDADE DE MARKOV) Se X é uma varidvel aleatéria somdvel

E|X
PIIX| > a] < X (6.1)
a

! Andrey Markov (1856-1922) foi um matematico russo conhecido principalmente por suas contribuigdes no que foi
posteriormente conhecido como Cadeias de Markov. Seu filho Andrey Markov Jr (1903-1979) ficou conhecido pelas

contribui¢oes em Teoria da Computagao.
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para todo a > 0.

DemonsTrAGAO. Como | X| > 0 vale que |X| > aljjx|>4- De X somavel |X| também ¢é somavel, logo
E|X|/aEIL[|x|>a]e]Ell“x|>a —aIP’[|X|/ ] [

Essa desigualdade € justa, como mostra o seguinte exemplo. Seja X uma variavel aleatéria que
assume o valor O com probabilidade 99/100 e assume o valor 10 com probabilidade 1/100. Entao
EX=1/10e . 10 .

100 =P[X> 1O]<T:ﬁ'

Como exemplo de aplicacao dessa desigualdade nés vamos ver a seguir uma prova alternativa de
que em uma execucao do quicksort (secao 3.1.4) o numero esperado de comparagoes entre elementos
de uma instancia com n elementos é O(nlogn) com alta probabilidade. Consideremos um elemento
x de uma instancia S para o algoritmo e Sg =S,S1,S;,..., Sy as subsequéncias a que x pertence apos
cada particionamento durante uma execugao. Sorteando um pivo o i-ésimo particionamento é bom
se |S;[/10 < |S;41] < 9|S;|/10 o que ocorre com probabilidade 0,75 < p < 0,8 dada na equagao (3.16).
O tamanho esperado das subsequéncias pode ser estimado por

9k 9k
E[IS111S) = k] < p7g + (1~ Pk <0875 +0,25k = 0,97k

ja que com probabilidade p < 0,8 temos |S;;1| < 9|S;|//10 e com probabilidade 1 — p < 0,25 temos,

trivialmente, |S;,1| < |S;|. Agora, podemos usar o teorema 3.42 para escrever

E[Si1l = IEE[|S’:’+1| [1Sil]
=) E[ISualllsi = kIP[IS;] = k]
k

< Zo,9mp>[|s,-| = k]
k

= 0,97 Zk[P’[lS,-| - k]=0,97E|S||

portanto, iterando essa desigualdade concluimos E [Sy| < (0,97)Mn. Para M = a log1gp/97 N com a > 3

constante, temos E [Sy| < n'~2. Pela desigualdade de Markov

1

PlISpul > 20| < —

de modo que a probabilidade de que exista um x € S que passe por mais que a log;gg/97 N particio-

namentos é
< 1 1
n =
20na-1  20pa-2
ou seja, o numero de comparagoes efetuadas pelo quicksort € O(nlog n) com probabilidade pelo menos

1-1/(20n%2) > 1-1/(20n).
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Exemplo 6.3. Uma permutacaoo: {1,2,...,n} —{1,2,...,n} tem ponto fixo em i se o(i) = i. Para uma
permutacao escolhida ao acaso o probabilidade de ponto fixo em i é 1/n, assim, o nimero esperado
de pontos fixos é 1. Pela desigualdade de Markov, a probabilidade de pelo menos t pontos fixos é no

maximo 1/t para qualquer te{1,2,...,n}.

Exemplo 6.4 (satisfatibilidade de formulas CNF). Seja C; A C, A--- A Cp, uma férmula booleana CNF
e consideremos uma valoracao aleatdria das variaveis da féormula. Tomemos por X o ntmero de
clausulas falsas com essa atribuicao. Se c; € o numero de literais na clausula C; entao a probabilidade

de C; ser falsa com a valoracao é 2=, portanto E X = ) 7, 2=¢i. Pela desigualdade de Markov
m
P[X>1]< Zz—cf
i=1

de modo quese ) 7;27¢ <1, entao P[X > 1] <1 ou seja, o evento [X = 0] tem probabilidade positiva.
Em particular, para formulas k-CNF (cada clausula tem k-literais) ) "4 2=¢ = m/2k logo se o nimero

de clausulas m é menor que 2k entdo a formula admite uma valorag¢ao que a torna verdadeira. O

6.2 MOMENTOS, VARIANCIA E A DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

Dado um inteiro positivo k, definimos o momento de ordem k, ou o k-ésimo momento da variavel
aleatéria X: 2 — R como a esperanga de E X*
E Xk = Z tk ])I(D(t)
teX(Q)

quando esta definida. De |x|¥ < |x|k*1

+ 1 para todo x € R temos que se 0o momento de ordem k + 1
é finito entdo o de ordem k também é finito. Ainda, usando a desigualdade de Markov podemos
provar facilmente que, dado um inteiro positivo k, vale

E | X"
g -

P[IX|>a] <P[IX[*>a*|< =3

para toda constante a > 0 sempre que | X|¥ é somavel.
A funcao geradora de momentos da variavel X é dada por
Mx(s) := E[e*X]

para todo s € R. Se em algum intervalo (—xg, xg) da reta real a variavel aleatéria X tem os seus

momentos finitos entdo, usando a série de Taylor, vale que

k
Mx(s)= ) —E[X"]

k=0
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para todo s € (—xg, Xg)-

Momentos sao muito importante em Probabilidade porém neste texto vamos quase sempre usar
apenas os primeiro e segundo momentos.

Se X tem esperanca finita, definimos o k-ésimo momento central por E (X - E X)¥. A variancia

de uma variavel aleatéria somavel como o segundo momento central dessa variavel

V[X]:==E(X-EX)2 =) (t-EX)*P(t 6.2

[X]=E(X-EX) Z( P E(1) (6.2)

a qual é finita sempre que X2 é somavel. De fato, dado p € R temos (x2—p)? < 2x2+2p2 para qualquer
real x. Notemos que desenvolvendo o quadrado da diferenca em (X —E X)2 e usando a linearidade

da esperancga chegamos na identidade

V[X]=E[X2] - (EX)*

para a variancia de X.

Da equacgao (6.2) temos que a variancia depende apenas da distribui¢ao da variavel aleatoria.
Exemplo 6.5. Se Z~Be(p)entaio EZ = pe EZ2 = 02(1-p)+12p=p,logo V[Z] = p—p? = p(1-p) = pq.
Notemos que a varidncia é maximizada quando p = 1/2. Se Y ~ Geom(p) entaio EY = 1/pe E Y2 =
(2 - p)/p2, como vimos na equacao (3.1.3), logo V[ Y] = (1 - p)/p°.

Em muitas aplicagoes a variavel X é uma soma de variaveis aleatdrias independentes e com mesma

distribui¢ao. Comecemos supondo que X = ¥ 7 ;X;, com X2 somavel para todo i e, portanto, de

variancia finita. Com essas hipoteses vale que

n 2 n 2 n n
E in] - Z]EX,] EXXk—ZZEX E X,
i=1 i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
portanto a variancia de X é
n n
VIX]=) ) EXX—EXEXy), (6.3)

i=1 k=1
e considerando os casos i = k e | # k separadamente, o lado direito da equagao acima fica reescrito

como
n

Z( [Xi?2]-(EX;)° ZZ (E XX —E X; E X)

i=1 i=1 izk=1
em que o termo E[ X;2]—(E X; )2 é a varidncia V[ X;]e o termo E X;X,—E X; E X, = E (X; —E X;)(Xx —E Xj)

é conhecido como a covariancia das variaveis aleatorias X; e X, denotada Cov(X;, X,). Reescrevendo

V[X]= ZV[X ]+2Z Z Cov(X;, X)- (6.4)

i=1 k=i+1

a equacao (6.3),
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A covariancia Cov(X;, Xx) é finita sempre que as variaveis aleatorias tenham quadrado somavel e,
mais que isso, € Cov(X;, Xx) = 0 se X; e X, sao independentes por consequéncia do teorema 3.30,

pagina 139.

ProPOsIGAO 6.6 Se Xi,...,X,, sdo varidveis aleatdrias somdveis e 2-a-2 independentes entdo

n
)
i=1

DemMoNsTRAGAO. A afirmacdo segue imediatamente da equacao (6.4) e da observacao acima de que

\Y%

= iV[X,-]. (6.5)
i=1

independéncia implica Cov(X;, Xx) = O para todos i e k distintos. ]
Uma aplicagao imediata do teorema acima é o computo da variancia de uma variavel Binomial.
Se X ~ b(n, p) entao a sua varidncia é V[ X] =Y, V[ X;] = npq.

Exemplo 6.7. Suponha que os n elementos de S, subconjunto de um universo U, foram distribuidos
por h dentre as m listas ligadas de uma tabela de espalhamento N de modo uniforme e 2-a-2 inde-
pendente. Sabemos do capitulo anterior, pagina 129, que o numero esperado de elementos numa

lista é p = n/m. Denotemos por ¢; = ¢;(h) o tamanho da i-ésima lista
¢ = Z]l[h(s):i]
seS

e se fizermos

1
Xs = ]l[h(s):i] - E

entao ) Xs=¥¢;—y, para todo i. Essa soma é uma variavel aleatoria cuja esperanca € 0. Ademais

V€] =E (£ - ) :E(ZXS]Z = ZE[X§]+ ZIE X X, = ZE X2

szt S

pois caso s = t vale E X;X; =E X E X; pela independéncia das variaveis e a esperanca € zero. Agora

1\2 1 1V 1 1
2 2
E XS =E[(1[h<s>=f1—;) lzmws):i]‘ng[hw):iﬁ(—) =—-—

m m m?
pois E Il[zh(s):’.] = E Ijps)=i) = P[h(s) = i] = 1/m. Concluindo, a variancia de ¢; € V[¢;] = n(1/m -
1/m?) = (1 -1/m). O

Exercicio 6.8. Mostre que se X2 é somavel e a, b € R entao

V[aX+b]=a’V[X].
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CAUCHY-SCHWARZ O conjunto de todas as variaveis aleatorias reais e somaveis de (€2,[P) é um es-
paco vetorial real denotado L1(£2,P) e no qual a esperanca é um operador linear. O conjunto L2(2,P)
das variaveis aleatdrias X de (£2,P) que tém quadrado somavel é um subespaco vetorial de L1(2,P)
pelo seguinte corolario to teorema 3.28: Se X° é somdvel entdo X é somdvel. De fato, notemos que
E X2 e E |X| sempre estao definidas por serem séries com termos nao negativos e o enunciado segue
da desigualdade O < |x| < x2+1, que vale para todo real x. Da monotonicidade e da linearidade da
esperancga 0 < E [X| <E X2 +1 e como o lado direito é finito segue que E |X| < +oo.
Em L2(Q,P) vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se X,Y € L%(Q,P) entdo X-Y € LY(Q,P) e

|E[XY]|< VE X2 VE Y2.

Ainda, na segunda desigualdade vale o igual se para alguma constante nao negativa c vale Y = cX
com probabilidade 1 ou X = 0 com probabilidade 1.

Como aplicacao da desigualdade e Cauchy-Schwarz derivamos a seguir uma lei de desvio conhe-
cida como desigualdade de Paley-Zygmund. Seja a € [0, 1] um nimero real e uma variavel aleatéria
X nao-negativa e com quadrado somavel. Da igualdade X = X1x<4g x + X1xsqr x- Da linearidade da

esperanca e da desigualdade de Cauchy-Schwarz deduzimos

EX = E[XIxcarx |+ E[X Lxsanx | < °E X4 E[X Liagx | < aE X + /E[X]-E[ Lsqr x

portanto

2 (EX)?
E[X?]

(E X)?
V[X]+(E X)2

P[X>aEX]>(1-a) ou P[X>aEX]>(1-a)?

Para o = 0 essa desigualdade foi dada no teorema 3.48.

6.2.1 DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

A préxima desigualdade é conhecida por desigualdade de Chebyshev?, também conhecida por
desigualdade de Bienaymé—Chebyshev?®. Da equagdo 6.2 temos a desigualdade de Chebyshev

E[X?]

PIIX|> a] < =5

(6.6)

que ¢ mais conhecida na forma enunciada a seguir.

ZPafnuty Lvovich Chebyshev (1821 — 1894) foi um matemético russo, dentre seus alunos vérios sdo matematicos

reconhecidos e um deles foi Andrey Markov.
3Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) foi um estatistico francés, ele formulou a desigualdade que estudaremos em

1853 porém nao a demonstrou.

311



TEOREMA 6.9 (DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV) Para toda constante a > 0 e toda varidvel aleatéria X com

quadrado somdvel temos
VIX]
a2’

PIX-EX|>a]< (6.7)

DeMoONSTRAGAO. Basta usar a desigualdade (6.6) com a variavel aleatéria X —E X. O]

Essa desigualdade € justa, como mostra o seguinte exemplo. Seja X uma variavel aleatéria que
assume o valor O com probabilidade g € (0,1) e os valores 1 e —1 com probabilidade p/2 cada, com
p=1-q. A esperanca de X é O e a variancia é p. A probabilidade do evento [|X| > 1] é p de modo que

V[X] _

p=P[IX-01>1]< =5

p.

Como corolario da desigualdade de Chebyshev obtemos a seguinte versao para o principio de

segundo momento (teorema 3.48, pagina 164) para uma variavel inteira e nao negativa. Entao

VIX]

MX>0]>1—aExF.

(6.8)

Exemplo 6.10 (versdo fraca da Lei de Grandes Numeros). Seja (X,),>o uma sequéncia de variaveis
aleatdrias 2-a-2 independentes, identicamente distribuidas e todas com valor esperado y e variancia

02. Definimos a média amostral
X1 +Xo+-+ X,

n

M, :

Do exercicio 6.8 temos V[M, ] = (1/n)2V[1 + X5 +--- + X,,], junto com a aditividade da variancia

(eq. (6.5)) e a linearidade da esperanga, temos

o2

EM,=uce V[Mn]:?.

Usando a desigualdade de Chebyshev para € > 0 fixo
(0/2)?

n

P“Mn_}’t' 28] <
e notemos que o lado direito tende a zero quando n tende ao infinito, logo

lim P[|Mn—y|<e]:1

n—-,oo
para todo € > 0, concluimos que a média amostral converge em probabilidade ao valor esperado. ¢

Exemplo 6.11 (tabelas de espalhamento — colisoes). Suponha que os n elementos de S, subconjunto de
um universo U, foram distribuidos por h dentre as m listas ligadas de uma tabela de espalhamento

N de modo uniforme e 2-a-2 independente. Sabemos do capitulo anterior que o namero esperado de
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colisdes é £ C = (5)/m. Para calcular a varidncia escrevemos C como a soma de variaveis aleatérias

2-a-2 independentes indicadoras de colisao C =} ;_; 1 [x(j)=p(j), assim
n
= )_V[mir-rn] = Z(; 5=}
i<j
Pela desigualdade de Markov (ja fizemos essa conta na pagina 131)
1
P[C=0]>=,sen<Vm

e por Chebyshev (eq. (6.8))
V[C] _m _1
E[C)® (3)

P[C=0]<

O

Exemplo 6.12 (tabelas de espalhamento — carga). No mesmo contexto do exemplo anterior, vamos esti-
mar a probabilidade de haver uma lista longa na tabela. Seja € o tamanho da maior lista em N. Entao,

o namero de colisoes C é pelo menos (g) e podemos usar essa estimativa do seguinte modo
12 2 2 2
pl VS 2| (6] c>L
2 m 2 m m

pois (£ —1)2/2 < (g) Se p=n/m é a carga da tabela entao as desigualdades acima implicam

Pl€>2np+1]< %(1 - l)

n

Uma estimativa via desigualdade de Chebyshev segue da seguinte forma. Denotemos por ¢; o
tamanho da i-ésima lista e vamos estimar a probabilidade de ¢; desviar da média p. Determinamos

no exemplo 6.7 que
V(] = n(l _ i)
m

m2
A probabilidade de existir i com ¢; > t € no maximo

IP’[O[&- 2 t]] < ip[gi > t]=mP[{; > t]
i=1 i=1

e usando a desigualdade de Chebyshev com t = (k- 1)u, para algum k > 1,
wl-1/m) 1 ( 1 )
= 1-
(k=1)2p?  (k=1)%p

Para compararmos com o limitante estabelecido via desigualdade de Markov dado acima fazemos

P& > kp] <P[I6;—ul > (k—1)u] < —)

2n/p+1 e =max;¢; e temos

P[€>\/ﬁ+1]<2—:(1_ 1) 1 (1_1)

m/ 2p m

que é uma estimativa um pouco melhor sempre que n > m. O

313



Exemplo 6.13. Uma pesquisa de intenc¢ao de voto sera realizada no Rio de Janeiro para determinar a
porcentagem de votos para o Macaco Tiao nas proximas elei¢Oes para prefeito. Vamos determinar o
numero de entrevistados para que estejamos pelo menos 95% certos de que o valor tenha calculado
tenha sido determinado com erro no maximo de 5%. Assumimos que os votos individuais de cada
eleitor sao independentes.

Denotamos por n a quantidade de entrevistados e por p (0 < p < 1) a fracado, a ser estimada, dos
votantes em Macaco Tiao. Seja X;, para i = 1,2,...,n, uma variavel aleatodria indicadora do voto da

i-ésima no Macaco Tiao, X; Ebp{ 0,1}. Uma aproximagao para p ¢ dada pela variavel aleatoria
S, Xi+--+X,
n n

cuja esperanga € p e variancia é p(1 — p)/n < 1/(4n). Queremos que este valor aproximado seja

diferente do valor real de p por no maximo 0,05 com probabilidade maior ou igual a 95%, isto é

i

Pela desigualdade de Chebyshev ¢ suficiente que tenhamos

Sn
— P
n

< 0,05] > 0,95.

S 1- 1
1_M:1_M>1_—>Q95
(0,05)2 (0,05)2n 4(0,05)2n
ou seja, n > 2000 entrevistados. O

DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV PARA SOMA DE VARIAVEIS ALEATORIAS INDICADORAS E 2-A-2 INDE-
PENDENTES Lembremos da equacao (6.5) na pagina 310 que expressa que a variancia da soma de
variaveis aleatdrias 2-a-2 independentes X, ..., X,, é a soma das variancias dessas variaveis aleatorias.

Ainda, caso X; assuma valores em {0, 1}, temos
VX ]=E[X7]-(EX;)* =EX;(1-EX;) <EX;

para 1 < i < n, portanto, V[) ;X;] =}, V[X]; < Y ;EX; =E} ;X; e segue da desigualdade de

Chebyshev, equagao (6.7), que se X é soma de varidveis indicadoras 2-a-2 independentes entdo

EX

P[|X_EX|>t]<? (6.9)

que é bastante atil. Em particular, se X é binomial entido P[|X — np| > enp] < 1/(¢2np) ou

1
e2np

P[(1-¢e)np<X<(l+¢)np]>1-
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6.2.2 HASHING 2-UNIVERSAL

Ja fizemos varias estimativas sobre probabilidades de alguns eventos relacionados a uma fung¢ao
de hash na secao 3.1.2 e em varios exemplos no decorrer deste texto. Nessas estimativas assumimos
hipdteses importantes como, por exemplo, que qualquer elementos do dominio assume um valor
no contradominio M com probabilidade 1/|M| e que dois elementos distintos colidem com probabi-
lidade 1/|M|. Certamente, qualquer funcao que cumpra estatisticas relevantes como, por exemplo, a
probabilidade de colisao é 1/|M|, dara o mesmo ntimero médio de colisdes que uma funcao de hash
aleatoria.

As funcgoes aleatdrias nao tém uma descricao pequena e ainda ha a dificuldade de obtermos uma
funcao que seja genuinamente aleatéria. Uma ideia chave para contornar esses problemas foi dada
por Carter e Wegman em 1979: a funcao de hash é escolhida de uma familia relativamente pequena
de fung¢oes que sao faceis de computar, precisam de pouco espaco para serem descritas e tém algumas
propriedades estatisticas das funcoes aleatdrias (Carter e Wegman, 1979).

Por exemplo, para U =M ={0,1,...,p— 1} com p primo, tomemos a familia {h, € MY: a € U}
das fungoes dadas por h,(x) := ax mod p. Uma escolha aleatéria a define unicamente uma funcao
e dados dois elementos x e y distintos no dominio, eles colidem com probabilidade 1/p pois, de p
primo, existe um unico a tal que ax mod p = ay mod p para quaisquer x # y.

Para uma familia H = { hy € MY: A € A} de fungdes de hash pedimos que cada hy seja computéavel

eficientemente, tenha descricao curta, que para todo x € U e Aeg /\ a variavel aleatoria h(x) dada por

tenha distribuicao uniforme em M, que os eventos
[h(x)=il:={AeA:h(x)=i} e [h(y)=jl={reN:h\(y)=j}

sejam independentes para x # y quaisquer e, finalmente, que |/\| ndo seja muito grande para que a
escolha aleatoria de A também seja eficiente.
Uma familia de fun¢des H C MY, com |U| > |M|, é uma familia 2-universal de fung¢ées de hash se
munida da distribui¢ao uniforme P, temos
P ([h(x) = i]N[h(y) = j]) = —=,
P ([h(x) = i1n[h(y) = j]) M2
para quaisquer x, y € U distintos e para quaisquer i, j € M.
Notemos que [h(x) = i] e [h(y) = j] sao independentes; a distribuicao de h(x) é uniforme pois,
dados x e y € U distintos e i € M
1 1
P (i)= P [h(x)=i]= P ([h(x)=i]lNn[h(y)=j])=) —5=—.
()= B ) =i1=) P () =Ty =i)=) w5 =5

h(x) AEN ; ;
JeM JEM
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Ainda, para S Cc U e qualquer i € M vale que

. Ny 18
p=E Zﬂ[h(x):f] = ZSM =M
ue

X€S

é o numero esperado para o tamanho do subconjunto dos elementos de S que sao mapeados para um
unico elemento do conjunto M.
A familia de funcoes sobre U=M={0,1,...,p—1}

{h(alb)eMU: abel, a¢0}

com p primo, dadas por h, p)(x) := ax+b mod p € 2-universal. Se x # y entao h, p)(x) = i e h(ap)(y) = j
para um unico par (a,b) € U2 com a = 0, portanto, para uma escolha aleatdéria uniforme de (a, b)

ocorre [h p)(x) = i] N [h(4p)(y) = j] com probabilidade 1/p? para quaisquer i e j em M.

Exemplo 6.14. Consideremos agora (I, +,:) um corpo finito com g elementos e a familia de func¢oes
deF"em F
H = {h(a,b)(x) =(a,x)+b: a,xelF", beF, a= O}

onde (u,v) denota o produto escalar usual (u,v) =) , ucvx. Uma escolha aleatéria de uma fungao é
dada por (a, b)eg F" x F com a medida produto (os sorteios ay,...,a,, b em F sao independentes).

Se x # 0 entao para uma escolha aleatéria de a € F” a probabilidade do evento [(a,x) = j] € 1/q,
pelo principio da decisao adiada, pois ay = (1/xx)(y — 2 -k @;X;) para algum k tal que x, = 0.

Dados x, y € F¥ distintos e i,j € F o evento
[{ax)+b=i]lN[(a,y)+b=]]
definido pelos pares (a, b) € F" x I ¢ dado também por

[(a,x)—(a,y): i—j]ﬂ[b:<a,X>—i].

Dos dois paragrafos anteriores temos P[(a,x)—(a,y)=i—j]=P[{(ax—-y)=i—-j]=1/qgeP[b=
(a,x)—i]=1/q. Logo

P([<a,><>+b=i]ﬂ[<a,y>+b:J])=$

e concluimos que H é 2-universal. O

No exemplo acima com o caso particular de H ser o conjunto das 23 fun¢des de {0,1}2 em {0, 1},
cada funcao é dada por 3 bits, dos quais 2 sao do parametro a e 1 do parametro b. Assim, sorte-
ando trés bits temos que h, ,(00), h, ,(01), h, 5(10) e h, ,(11) formam uma sequéncia de 4 bits com
distribui¢ao uniforme e 2-a-2 independentes. No caso geral para o corpo binério, F = {0, 1}, sorte-
ando n+1 bits obtemos uma sequéncia de 2" bits com distribui¢ao uniforme e 2-a-2 independentes.

Essa sequéncia pode ser usada para a desaleatorizacao de algoritmos que usam bits aleatérios com
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independéncia 2-a-2, como € o caso do algoritmo para achar cortes grandes em grafos (algoritmo 36,
pagina 150). Mais detalhes desse caso sao dados na pagina 333.

No caso de uma funcio aleatéria heg MY, se X é a quantidade de elementos de S C U que sdo
mapeados em i € M, entao p = |S|/|M| é o valor esperado de X. A desigualdade de Chebyshev nos diz
que

P[|X—p|<s}4]>l—$

ou seja, 1—1/&°p das [M|Y! fungdes mapeiam os elementos de S de modo que (1—&)u < X < (1+¢€)y, isto
é, a quantidade de elementos de S que sao mapeados em i por um escolha aleatdria de h é préximo
a média. Esse resultado pode ser transferido para familias 2-universal de func¢oes de hash, para todo
S suficientemente grande, quase toda funcao de uma familia 2-universal distribui os elementos de S

de modo aproximadamente uniforme no contradominio.

LEMA 6.15 Seja H C MY uma familia 2-universal de funcées hash. Para todo € > O, para todo i € M e todo

S c U, se|S|> e 3|M| entdo para pelo menos uma fracio 1 — € das fungoes h em H vale

(1—5)%<|{u68: h(u):i}|<(1+s)%. (6.10)

DemMoNsTRAGAO. Para demonstrar esse resultado, vamos provar que para uma escolha aleatdria uni-

forme de funcao em H = {hy : A € A} o evento correspondente a equagao (6.10) tem probabilidade
pelo menos 1 —¢.

Sejam € e S como no enunciado. Fixados u € U e i € M, consideremos as variaveis aleatorias

indicadoras 1(x(,)-] do evento “a fungao sorteada mapeia u em i” e a variavel aleatdria X dada por

X(Ni= Y Upw=n) = [{ueS: my(u)=i)|

uesS
cujo valor esperado, como ja vimos, é p := [S|/|M|.
Pela desigualdade de Chebyshev, equagao (6.9) na pagina 314

i
B> en] < 55 <

a segunda desigualdade decorre de p > €3. Dai temos que para uma escolha aleatdria uniforme em

H vale com probabilidade maior que 1 — & que |[X — p| < ep ou seja, para uma fragdo maior que 1 —¢

das funcoes

(I-eu<X<(l+eu
donde segue a afirmagao do lema. O]

Esse resultado pode ser generalizado de modo que para todo T C M

S|  h(u IS
(1—5)M|Tl<|{ueS. h( )eT}|<(1+a)|M||T| (6.11)
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para quase toda h numa familia 2-universal de fung¢des, dado que [S||T| é grande o suficiente. De

fato, agora fazemos
Y::Zﬂ[h(u)eT]:“uES: h(u) € T} (6.12)

ues

a qual tem média E Y = [S|[T|/|M| = u|T|, portanto,
P[|Y - Tl > eulTl] <

dado que |S||T| > €3|M|. Dai segue (6.11) como na demonstracao do lema anterior.

Agora, consideremos o subconjunto das fung¢oes hy € H tais que

Y(A) _ISIT]

Ul |UfM]

3 (6.13)

em que Y é a variavel aleatéria definida em (6.12). A probabilidade com que uma escolha uniforme
em H nao satisfaga a condi¢ao da equagao (6.13) é

T TI/M TI/AU|M
PH ISIIT] >€|U|l< ISITYIM] _ [SITIAUIM]

Y———o =
M| e2|ul? e2|U|

de acordo com a desigualdade de Chebyshev.
Podemos interpretar a equacgao (6.13) como a probabilidade de um escolha uniforme u estar em S
e ter imagem h(u) em T é aproximadamente a probabilidade de escolhas uniformes e independentes

de uma elemento de S e um imagem deleem T

P (lues]nih(u) eT)-PES)B(T)| <e.

Nesse caso, dizemos que a fungao de hash h: U — M é e-independente para (S, T).

LEMA 6.16 (HASH MIXING LEMMA, NisAN, 1992) Seja H C MY uma familia 2-universal. Entdo,

IS| [T
AN 1 [oimi
P [h -independent SN s+
heH[ nao é e-independente para (S, T)] 2 U]
para quaisquer e>0,ScUeTCM. O

6.3 DESIGUALDADES DE BERNSTEIN-CHERNOFF-HOEFFDING.

Vamos comecar com uma versao bem simples de uma familia de desigualdades derivadas de uma
mesma técnica que parece ter sido usada pela primeira vez por Bernstein* em 1924. Se X é uma

variavel aleatdria e t € R, pela desigualdade de Markov deduzimos

4Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) foi um matemético russo. Em sua tese de doutorado resolveu o décimo-
nono problema de Hilbert sobre a solucao analitica de equagdes diferenciais elipticas. Em 1917, sugeriu a primeira base

axiomatica da teoria de probabilidade.
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* P[X > t]=P[exp(AX) > exp(At)] para todo A positivo, logo

E eXX
1P>[x>t]:1£1>[e,”<>e“]<7 (6.14)
* P[X < t]=P[exp(AX) > exp(At)] para todo A negativo, logo
E AX
P[th]:IP’[e)‘X>e“]\%. (6.15)

TEOREMA 6.17 (DESIGUALDADE DE CHERNOFF) Se X =Y 111 X; com X; er{—1,1} independentes e t > O entdo

P[IX] > t]<2exp(_2—f). (6.16)

DemoONSTRAGAO. Se X é uma variavel aleatdria como enunciado entao pela independéncia das varia-

veis aleatorias X;
LI A

E e :ﬁEeXXi :l_[e +Ze_
i=1

i=1

cada termo desse produto é a fungao cosseno hiperbolico cuja série de Taylor é

1 ) A2 A2\'1 e
Letee A):Zm<z(7)ﬁ=ez

i>0 i>0
portanto, de (6.14), fazendo A = t/n
2, 2
P[X > t] <e("2" M = e(-57) (6.17)
de (6.15), fazendo A = —t/n
2
P[X < —t] < el*2 M) = e(-55)
portanto P[|X| > t] < 2exp(-t2/(2n)). O

Exemplo 6.18 (Markov, Chebyshev e Chernoff no langamento de moedas). Consideremos X,; a quantidade
de caras no langamento de n moedas equilibradas. O nimero esperado de caras é n/2, portanto, pela

desigualdade de Markov temos

3 n/2 2
FIXn2gnls 30273
Usando a desigualdade de Chebyshev
ni_n n/4 4
_ >« - _
Fl[Xa 2'/4]\(n/4)2 n

em particular, P[ X, > 3n/4] < 4/n.
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Agora, fazemos X, =) L,L; para L;€g{0,1} que indica se o i-ésimo lancamento foi cara ou nao.
Definimos Y; = 2L; — 1 e temos Y;€g{~1,1} e por (6.17) temos P[Y_ 7, Y; > t] < exp(~t2/2n) para todo
t > 0. Notemos que Y_;Y; = 2X, — n portanto P[X,, > (t+ n)/2] < exp(~t°/2n); fazendo t = n/2

3 .
P[X, > 7”] <ed,

Em resumo, temos as seguintes limitantes superiores para a probabilidade de X, > 1,5E X,

‘ Markov Chebyshev  Chernoff
P[X,>3n/4]| <2/3 <4/n  <exp(-n/8)

embora a desigualdade de Chernoff seja muito mais poderosa devemos lembrar que essas desigual-
dades assumem hipoéteses diferentes, principalmente, com relagao a independéncia quando temos

soma de variaveis aleatodrias. O

Revendo a transformacao de variaveis do exemplo anterior, provamos o seguinte resultado.
CoRroOLARIO 6.19 Se X tem distribuigdo binomial com parametros ne 1/2 e t > 0 entdo

—2t?
P[IX-EX|>t] < 2exp —

DEeMONSTRAGAO. Sejam X; ~ Be(1/2) variaveis aleatérias independentes X =) I ; X;.
Fazendo Y; = 2X; -1 temos Y; € {-1,1}, para todo i, ese Y =} ;Y; entao Y = 2X—n, logo Y =
2(X-E X), portanto,
2t2
PIX-EX|>t]=P[Y > 2t]< 2exp(—)
n
pela desigualdade de Chernoff, equacao (6.16). O

Um caso geral do resultado acima pode ser enunciado da seguinte maneira.

TeOREMA 6.20 (DESIGUALDADES DE CHERNOFF) Sejam p; € [0,1] e X; ~ Be(p;), 1 < i < n, varidveis aleato-

rias independentes, e seja t > 0. Se X =) [ 1 X; entdo

t

E X
P[X>(1+t)EX]<((1—t)l+t) para todo t >0, e
+

ot \EX (6.18)
1_t) para todo t € (0,1).

P[Xé(l—t)EXK(W

DemonsTrRAGAO. Consideremos X, X; e p; como enunciado. Pela equagao (6.14) na pagina 319, para

todoA>0
| eMX e(e)‘—l)]EX

P[X>(1+t)EX]< (6.19)

eMI+DEX = oA(1+)E X



pois
EeMi =per+(1-p))e®=1+p;e*-1)< ePi(e*-1)

Dado t > 0, definimos A = In(1 + t) > O e substituindo em (6.19) obtemos

PIXZ>2(1+t)EX|<|—— .
x> 1+ 08X < S

Analogamente, pela equacao (6.15), para todo A <0

PX<(1-t)EX]<

Para t € (0,1) definimos A = In(1 — t) < O e obtemos

et \EX
]P’[X<(1—t)]EX]<(m)

o que prova as desigualdades. ]

Dessas desigualdades derivamos a seguinte desigualdade que é mais facil de aplicar.

CorOLARIO 6.21 Se X; ~ Be(p;), 1 < i < n, sao independentes com p; € [0,1], t € (0,1) e X = Y 1 X;

entao °E
—t2E X
P[|X—EX|>tIEX]<2exp( )
DemMonsTRAGAO. Para t € (0,1) valem as desigualdades
et 2 et 2
< e—t /3 e < e—t /3
(L4t = (1-t)-t =
e a verificacao é deixada como exercicio. [

Observagdao 6.22. Na pratica podemos ter uma estimativa a < E X < B e usar as desigualdades para

todo t€(0,1)
_ﬂ) e PIX<(1-t)a]< exp(—tz—a).

PIX>(1+t)p]<exp|-— 3

Exemplo 6.23 (tabelas de espalhamento). A desigualdade de Chernoff limita o desvio da média de
variaveis que sao soma de variaveis independentes. Assumindo t > 2e — 1 podemos simplificar a

expressao a direita da desigualdade em (6.18) e temos

EX
et _
P[X2(1+t)EX]<(W) < 27tEX
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De volta ao problema do tamanho das listas ligadas numa tabela de espalhamento, se os n elementos
sao distribuidos uniforme e independentemente pelas m listas, entao a desigualdade acima, para
todo i € M, nos da

P& > (1+tp]<27

em que ¢; é o tamanho da lista i e p 0 tamanho esperado. Escolhendo t = 2(log n)/p

1
P¢; > 2logyn+p] < 27210827 = —.
n

Dessa forma, a probabilidade de haver uma lista na tabela com mais que 2log> n+ p elementos é

Pl [t > 2togan+p]1 <+
ieM

Para finalizar essa se¢ao, vamos mostrar o seguinte resultado.

TEOREMA 6.24 (DESIGUALDADE DE CHERNOFF-HOEFFDING, 1963) Para 1 < i < n, sejam X; varidveis alea-

torias independentes com valor esperado ; e tais que O < X; < 1. Facamos X a média aritmética de {Xiti,

e p o valor esperado dessa média, isto é

X=X g EmX
n
Entao para todo t >0
. —  \ Pt 1-3 1-(p+1)\"
P[X-7>t] <=2 _F (6.20)

p+t 1-(p+1t)

_ pt+t _ 1-p-t
=exp[—-[(m+t)ln — +(1 - —t)ln—_)n)
( (M Z ¥ 1-y

DemonsTtraGA0. Usando (6.14), na pagina 319,

- - EeM  [[,EeM
PIX>u+t]=P[X-EX > nt] < g = oD

para todo A > 0. Agora, usamos o fato da funcao exponencial ser convexa, assim no intervalo [0, 1]

vale

o 1-=-X; X;—=0
eMi g —1_0'em+—1'_O eM =1-X;+X;et

I_IE eMi < I_[(l — i+ pie’)

e usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

1/n
(]_[(1 i P‘iek)] < % Z(l Rt Viex)

donde deduzimos que

I I
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e o lado direito da equacao acima é
1 - —
~) (-pvpel) =1-f+pet
portanto

— 1-7+per\"
<|/l—
P[X>M+t]\( A )

e o lado direito assume valor minimo quando A = g tal que

o 1-PEY
(1-7-p

que, substituindo na equacao acima, resulta em (6.20). O

Exercicio 6.25. Derive uma desigualdade para as variaveis 1 — X; nas mesmas hipdteses do teorema

6.24 acima. Conclua o exercicio estabelecendo uma desigualdade para P[|X — 7| > t].

Exercicio 6.26. Simplifique o lado direito de (6.20) e conclua o resultado abaixo.

COROLARIO 6.27 (DESIGUALDADE DE CHERNOFF-HOEFFDING, SEGUNDA VERSAO) Sejam X;, 1 < i < n tais

que 0 < X; < 1 para todo i. Entdo para todo t >0
P[|X-E X| > nt] < 2e~2"*’

em que X =) ; X;. O

6.3.1 SKIP LIST REVISITADA

Seja S um conjunto representado por uma skip list de niveis Sp,Sq,..., Sy e tamanho N =Y 1, |S,|.
Provamos que H = O(log n) com alta probabilidade e agora veremos que N = O(n) com alta probabi-
lidade.

Lembremos que definimos h(x), para todo x € S, como o numero de sorteios realizados quando
da insercao de x, ou seja, h(x) é a quantidade de ocorréncias de x em N portanto, h(x) ~ Geom(1/2) e
N =) res h(x).

Primeiro vamos derivar uma desigualdade do tipo Chernoff para soma de variaveis aleatérias com

distribuicao geométrica. Sejam X; ~ Geom(1/2), para 1 < i < n, variaveis aleatdrias independentes.

n
Xi=) X
i=1

Definimos
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que conta o namero de ensaios de Bernoulli até serem obtidos n sucessos. Claramente, E X = 2n.

Ainda, para todo A >0
n n n e)‘ k
AX _ AX; _ MDY — 1] = e
s [ e _ﬂ[ze BIX k]] H[Z( ) )
i=1 i=1 \k>1 i=1 \k>1

Assumindo A <In2 a série converge

portanto

x n
E )»X: €
(5]

e, usando a desigualdade de Markov (6.14), pagina 319, com t = (2 + a)n para qualquer a >0

n - n
P[X > (2+a)n] < e~ Me*aln et (e (1+a)r |
2-el D _eh

Tomando A = In(1 + a/(2 + a)) o valor no lado direito acima é minimo

a\n a (1+a)n
P X>(2 <(1+=])(1- )
(X2 (2+an] ( +2)( 2+2a)
usando que 1 — x < exp(—x), para todo x,

a (1+a)n
1 _ < —an/2
( 2+2a) ©

eque 1+a/2 <exp(a/4)paraa=3

a\n
1+2) < an/4l
( 2) y

finalmente, para todo a > 3 vale que P[X > (2 + a)n] < exp(—an/4).

ProposiGAO 6.28 Sejam X; ~ Geom(1/2), para 1 < i < n, varidveis aleatérias independentes e X =
im1 X
P[X > (1+a/2)E X ] < exp(—an/4)

para todo a > 3. O

De volta para as skip lists, N € uma soma de n variaveis aleatérias Geom(1/2), logo a proposigao
acima com a = 3 nos da
P[N>5n]<e 34

ou seja, com probabilidade maior que 1 — exp(—3n/4) uma skip list que representa um conjunto com

cardinalidade n tem menos que 5n elementos em todos os seus niveis.
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Para o namero de passos executados em uma busca, consideremos o percurso reverso de uma
busca: a partir da posicao final de uma busca em Sy, se possivel suba de nivel (sucesso), sendo va
para o nd antecessor no mesmo nivel (fracasso). O nimero de passos Z é o numero de ensaios com
probabilidade de sucesso 1/2 até completar H = H(S) sucessos

H-1
Z= ZZ,- com Z; ~Geom(1/2)
i=0
e vimos na se¢ao 3.3.2, proposi¢ao 3.43, que H < 2log,(n) com probabilidade pelo menos 1 —1/n.
Usando a Lei de Probabilidade Total

P[Z>m]=P[Z>m|

H<2logon |P[H< 2logon]+P[Z>m | H>2log,n |P[H>2log,n]
<P[Z>m|H<2logyn |+P[H>2logyn]
H

1
=P[Z>m|H<2logon]+—
n

Condicionemos a H = [log, n?]. Sabemos da secio 3.3.2, equagao (3.30) na pagina 163, que EZ; < 2

pois Z; é o nimero de passos no nivel i da skip list, logo E Z < 2H < 2[log, n?]. Entao
P[Z> (2+a)[log>n?]| < P[Z>(1+a/2)EZ] < e a8 n*V/4,
Fazendo a = 4, usando que [log, n?] > log,(n?) e que log,(n?) > In(n?) temos
P[Z > (2+a)[log, n?]] < e ") = %
logo com probabilidade 2/n nenhuma busca usa mais que 7log,(n) passos para terminar.

TeOREMA 6.29 Com probabilidade 1 — o(1), numa skip list que representa um conjunto de cardinalidade

n o niimero de elementos é O(n) e qualquer busca termina em O(log(n)) passos. O

6.3.2 TREAPS

Como no caso de skip lists, denotamos por U o conjunto universo e S C U deve ser representado
de modo a permitir as operagdes de dicionario: insercao, busca e remog¢ao. Uma treap (Vuillemin,
1980) é arvore binaria onde a cada né v esta associado chave(v) e prioridade(v) de modo a arvore se
comporta como arvore binaria de busca com relagao a chave e uma heap com relagao a prioridade.
Um no6 da arvore tem a propriedade heap se a sua prioridade é maior que de seus descendentes e tem
a propriedade de arvore de busca se sua chave é maior que a chave do filho esquerdo e menor que a
chave do filho direito.

Seja S um conjunto de elementos de um universo U representados por uma treap, as operagoes de

dicionario sao descritas a seguir.
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Figura 6.1: Exemplo de treap com 6 elementos. As letras sao as chaves e os numeros as prioridades.

busca — dado x € U queremos saber se x € S. A busca ¢ feita como em arvore binaria de busca, a
partir da raiz comparamos x com a chave do nd, se x for maior entao continuamos na subarvore
esquerda, sendo continuamos na subarvore direita; o custo dessa operagao é proporcional a

altura da arvore;

inser¢ao — dado x € U queremos inserir x em S. Fazemos uma busca por x em S e caso falhe
inserimos x na folha resultante da busca na arvore com alguma escolha para a prioridade de
x. Essa operagao mantém a propriedade de arvore de busca binaria mas destroi a propriedade
de heap, que pode ser refeita por uma série de rotagdes na arvore. Por exemplo, na figura 6.2
abaixo, se x é filho de y mas tem maior prioridade entao uma rotagao a direita em y refaz a

propriedade de heap entre esses nds;

remocao — dado x € S queremos remover x de S. Apds uma busca em S rotacionamos a arvore no

filho menos prioritario de x sucessivamente até que x seja uma folha e possa ser removido.

direita em y

esquerda em x

Figura 6.2: Rotagoes a esquerda e a direita em um n6 numa arvore binaria.

Essas operagoes tém custo proporcional a altura da arvore e usamos aleatoriedade para garantir
altura logaritmica: vamos assumir que a prioridade atribuida a v quando ele € inserido em S é uma
escolha aleatéria no intervalo [0,1]. A prioridade de um né nao precisa ser um nimero real, basta
garantir que as prioridades sejam distintas.

Seja x, 0 k-ésimo menor elemento do conjunto S que estd representado por uma treap. Vamos
estimar a que distancia esse no esta da raiz. Seja 1[4 <, variavel aleatoria indicadora de que x; €
ancestral proprio de x, na treap, fato que denotamos por x; < x,. Entao a profundidade de x, € o seu

numero de ancestrais proprios e
n
E profundidade(x) = ) P[1[y<x,)=1]
j=1

e precisamos estimar a probabilidade de x; < x,. Para j < k defina X(j, k) = {xj, xj;1,..., xc} € X(k, j) =
X(j, k).
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ProposIGAO 6.30 Seja j # k. Entdo, x; é um ancestral de x, se e somente se x; tem prioridade min X(j, k).

DemoNsTRAGAO. Suponha j < k e que prioridade(x;) > prioridade(x;) para todo j < i < k. Pela
propriedade heap x; nao pode estar numa subarvore de x, mais ainda, nao pode haver um ancestral
x; de x, com x; e x, em subarvores de x; distintas (justifique) logo x; deve ser um ancestral de x
se prioridade(x;) > prioridade(x;) para todo j < i < k. Por outro lado, tomemos um ancestral x;
de x, e suponhamos que existe existe algum x; com j < i < k com prioridade maior do que x;. Pela
propriedade heap, x; nao pode estar numa subarvore enraizada em x;. Mas x; nao pode ser ancestral
de x;: terlamos x; < x; < X, assim x; seria armazenado na subarvore esquerda de x; e X, nao poderia
estar armazenado naquela subarvore, contradizendo que x; ¢ um ancestral de x,. Resta o caso que
existe um ancestral x, de x; que tem x; em uma de suas subarvores e x; na outra. Mas junto com
Xj < x; < X, novamente contradiz que x; um ancestral de x,, pois x; estaria na mesma subarvore
de x, que x;. Portanto, se x; € um ancestral de x, entao prioridade(x;) > prioridade(x;) para todo
j<i<k. O

Agora, qualquer elemento de X(j, k), j # k, tem a mesma probabilidade de ser o elemento de maior

prioridade, logo

1
P[1j<xg=1]= PRy
e
¢ 1
E profundidade(
profundidade(xy) Zk 1 Zj—k+1
k n—k+1
1 1
RIS
i=1 1
=Hg+Hp k11 -1
onde H,, denota o n-ésimo nimero harmonico, H, =Y ", 1/i=lnn+y+0(n7!), onde y~ 0,577 é a

constante de Euler-Mascheroni (veja Graham, Knuth e Patashnik, 1994). Logo, a profundidade de

qualquer né tem valor esperado
E profundidade(x,) = O(logn).

Como aplicacao da desigualdade de Chernoff obtemos o seguinte limitante para a altura de uma

treap e, consequentemente, um limitante para as operacgoes de dicionario na treap.

TEOREMA 6.31 A altura de uma treap com n elementos é O(log n) com probabilidade 1 — O(n™>).

DemMonsTRAGAO. Podemos provar que a profundidade de todo n6 é proporcional a log n observando

o fato de que <] ¢ independente de 1, ] se i # j e podemos aplicar (6.18) com t = e’—1>6e
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obtermos de Hy +H,_x,1 —1 > H, que

' et Hp 1 tH, 1 6
]P’[profundldade(xk)>(1+t)(Hk+Hn_k+1—1)] g(m) g(g) < (F) .

Agora, a probabilidade de existir um n6é com profundidade grande, maior que 1 + t vezes o valor

esperado, é limitada por

P[|_JIprofundidade(xg) > (1 + t)(Hy +Hn_gs1 = 1)]] <
k
)5

portanto, ndo existe tal n6 com probabilidade pelo menos 1 —n=>. O

3=

ZP[profundidade(xk) >(1+t)(He+ Ho1—1)] <
k=1

6.4 MARTINGAIS

6.5 EXERCICIOS

Exercicio 6.32. Calcule a esperanca e use o exercicio anterior para determinar a variancia da variavel
X-E X

VVIXT

Exercicio 6.33. Considere a familia H de funcoes de hashing do exemplo 6.14 e fixe S C F". Prove

aleatoéria

que se |S| < V|F| entao para uma escolha aleatéria de h € H a probabilidade de nao ocorrer colisao

para os elementos de S é pelo menos 1/2.
1. Prove que V[X]=0entao P[X=E X | =1.

2. Prove a desigualdade de Jensen: se X é uma variavel aleatdria real com esperanga finita e f é

uma fungao real, continua e convexa® entao

E £(X) > f(E X).

Conclua que E|X| > |E X |e que EX2 > E X2

3. Seja Y uma variavel aleatoria real com E X > 0. Prove que

(EY)
E(Y2)

<P[Y=0]<EY.

>f: [a,b] — R é dita convexa se para quaisquer x, y € [a, b] e para todo t € [0, 1], tem-se que o segmento de reta que

une x e y fica acima do gréafico de f entre x e y, isto é, f(tx+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 - t)f(y).
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4. Uma familia H c MY de funcoes de hash é s—universal para S C U se P[h(u) = h(s)] < € para

1

todos u # s € S. Prove que nesse caso deve valer € > |M| o

. (Familia fracamente 2-universal) Em muitos casos é suficiente considerarmos uma familia de

funcoes H tais que para quaisquer x # y

P[H() = Hiy) <

Dé os detalhes da prova de que a familia indexada pelos pares (a, b) dada no exemplo 3.20,

pagina 132 é fracamente 2-universal.

. (Desaleatorizagao de corte grande) Na secao 3.2.2 apresentamos um algoritmo aleatorizado que
determina um corte num grafo com pelo menos metades das arestas desse grafo. Na pagina
156 apresentamos um versao deterministica para esse algoritmo usando uma técnica baseada

no calculo de esperancas condicionais.

Suponha que é dado um grafo G = (V,E), com V ={0,2,...,n—1}. Uma funcao h: V— {0,1}
determina o subconjunto A := {i € V: h(i) = 1} 0 qual, por sua vez, determina o corte V(A). Prove
que se se sorteamos h em uma familia de hash fracamente 2-universal entao E |V(A)| > |E|/2.
Com isso temos uma outra versao do algoritmo aleatorizado para corte grande da segao 3.2.2.

Escreva um algoritmo aleatorizado baseado nessa ideia.

Escreva um algoritmo (deterministico) que desaleatoriza o algoritmo que vocé escreveu usando

a familia fracamente 2-universal do exemplo 3.20, pagina 132.

. (Desigualdades de Chernoff) Prove que se X ~b(n,1/2) entao pondo p =E X = n/2 valem

(a) P[X > p+t] < exp(—2t?/n), para todo t > 0;
(b) P[X > (1 + t)u] < exp(~t?p), para todo t > 0;
(c) P[X < p—t] < exp(-2t2/n), para todo t € (O, p);
(d) P[X < (1-t)p] < exp(—t°p), para todo t € (0, 1).

Exercicio 6.34. Em particular, para qualquer n € N existe uma familia 2-universal {0,1}"
{0,1}". Para m < n podemos definir uma familia 2-universal {0,1}" — {0,1}™ fazendo para

cada h(, p) definida acima
h(/a'b)(X) = h(a,b)(x) [m

em que h p)(x) [, denota a restricao de hy,,p)(x) aos primeiros m bits. O
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8.

10.

(Desigualdades de Chernoff) Outra versao da desigualdade Chernoff pode ser escrita a da se-
guinte forma. Sejam Xq,..., X, variaveis aleatorias independentes com |X;| < 1 e EX; = 0; se
t>0e X =) ;X; entao

—2t2 )

P[X}t]<e( " e P[Xg—t]<e(72”t2).

Prove essas desigualdades.

Refaca a prova de que o quicksort aleatorizado ordena fazendo O(nlog n) comparagdes com alta
probabilidade (pelo menos 1 —1/n) usando uma desigualdade de Chernoff apropriada, como

foi feito na secao 6.3.1 .

(Arvore bindria de busca) Uma arvore binaria de busca é uma estrutura de dados para representa
um conjunto S totalmente ordenado. Vamos assumir aqui que S C Z. Uma arvore binaria de
busca é uma arvore binaria com raiz e tal que a cada n¢ esta associado um inteiro de S (e vice-
versa) de modo que se v € S esta em um noé entao todos os nds da subarvore esquerda estao
associados a elementos de S menores que v e todos os nds da subarvore direita estao associados
a elementos de S maiores que v. A figura 6.3 mostra uma arvore binaria de busca para S =

{3,8,9,11,13,17,19}. Uma busca por x numa arvore binaria de busca comeca examinando o

Figura 6.3: exemplo de uma arvore binaria de busca.

no raiz. Se o valor x é igual ao da raiz, a busca termina. Se o valor x é menor do que o da
raiz entao a busca segue pela subarvore esquerda e se o valor x é maior do que o da raiz, a
busca segue pela subarvore direita. Se a (sub)arvore esta vazia, o valor procurado nao ocorre
na arvore. Uma busca por 14 na arvore representada pela figura 6.3, por exemplo, termina
na subarvore direita vazia do n6 13. Esse processo é repetido até o valor ser encontrado ou a
subarvore ser vazia. O tempo de busca é, no pior caso, proporcional a altura da arvore, isto é,
o maior numero de arestas percorridas num caminho da raiz até alguma folha. No exemplo da

figura 6.3 a altura é 3.
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Figura 6.4: arvore de busca binaria obtida a partir do exemplo acima apods a insercao de 2, 15 e 20.

11.

12.

A insercao de x numa arvore binaria de busca comeg¢a com uma busca até chegar numa subar-
vore vazia, € nesse local que o elemento é inserido. Por exemplo, a insergao de 2, 15 e 20 na

arvore mostrada em 6.3 resulta na arvore da figura 6.4 abaixo.

A arvore da figura 6.4 pode ser obtida a partir da arvore vazia e inserindo-se os elementos de
S, um a um, na seguinte ordem: 17,9,3,2,8,11,13,15,19, 20. Qual seria a arvore resultante se

os elementos fossem inseridos na ordem: 2,3,8,9,11,13,15,17,19, 20?

Seja S C Z finito, ndo vazio e de cardinalidade n. Prove que se uma arvore de busca binaria
é construida tomando-se uma permutacgao aleatéria dos elementos de S e inserindo-se os ele-
mentos na ordem definida pela permutacao, entao a altura da arvore obtida é O(logn) com
probabilidade 1 — n™¢, para alguma constante ¢ > 0. Conclua que com alta probabilidade a

arvore é construida em tempo O(nlogn).

Dizemos que X é uma (g, 6)-aproximacao para a quantidade V se P[|X-V| < eV] > 1-6. Sejam
X1,..., X, variaveis aleatérias independentes e com mesma distribuicao sobre {0,1} e EX; = p
para todo i. Denotemos por X,, a média amostral, X,,, = (1/m)Y_ ", X;. Prove que se m >
31n(2/8)/(e?p) entdo

]P’[Rm—ptl > ep] <o

e disso segue que a média amostral é uma (g, d)-aproximacgao para p.

(Karp e Luby, 1983) Suponha que sejam dados conjuntos S1,S,,...,S,, com cardinalidades co-

nhecidas. O algoritmo a seguir estima a cardinalidade da uniao desses conjuntos, em que usa-
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13.

14.

mos cov(x) ==|{i: xeS;}les:=) LS|

Instancia: conjuntos S4,S,,...,S,,.

Resposta: uma estimativa para S; US,U---US,,.

escolha S €{S;,S,,...,S,,} aleatoriamente de acordo com P[S =S;] =|S;|/s
xRS

compute cov(x)

X coj(x)

responda X.

Algoritmo 45: Algoritmo de Karp-Luby

Prove que EX = |U,f':1 S,|.

Sejam Xq,X»,..., X, as respostas de m rodadas independentes desse algoritmo com a mesma
entrada e X,, a média amostral dessas rodadas. Prove que se m > (9/2)(n — 1)(1/&2)In(2/9)

entao temos uma (g, 6)-aproximacao para |U,-”:1 Si|.

Sejam G" um grafo d-regular e A-expansor, e B C V com |B| = fn. Considere X; g Ve Xy,..., X

passos de um passeio aleatorio em G". Prove que para todo 6> 0

PH Zf:l ]l[X;eB] B H < Ze_(l—yézk'
k

Exercicio 6.35. Sejam X, Y variaveis aleatorias discretas sobre 2. A distancia estatistica entre

elas é
A(X,Y) := max|P[X e S]-P[Y € S]].
ScQ2
Prove
(a) A(X,Y) > 0 com igualdade se e s se as variaveis aleatorias sao identicamente distribuidas;
(b) A(X,Y) <1 com igualdade se e s6 se as variaveis aleatérias tém suporte disjuntos;
(c) A(Y,X)=A(X,Y);
(d) A(X,Y) <A(X,Z)+A(Z,Y), para qualquer variavel aleatéria Z sobre €2;
(e) AX,Y)=3Y, [P[X=x]-P[Y=x]|
(f) A(f(X),f(Y)) < A(X,Y), para qualquer fungao f: 2 — Q".
)
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7 | DESALEATORIZACAO

DESALEATORIZACAO:

7.1 DESALEATORIZACAO

7.2 CONSTRUCOES COMBINATORIAS ADHOC

A seguir veremos como objetos combinatoérios definidos explicitamente sao tteis para desale-
atorizagao parcial ou total de algoritmos em alguns casos especificos nao assumem hipoteses nao

provadas

SEQUENCIAS COM DISTRIBUICAO UNIFORME E INDEPENDENCIA 2-A-2.

7.2.1 SEQUENCIAS COM INDEPENDENCIA K-A-K.

DESALEATORIZACAO DE MAX 3-SAT.

DESALEATORIZACAO DE MAX CUT.

7.2.2 CONSTRUCAO VIA HASH UNIVERSAL
7.2.3 DESALEATORIZACAO COM GRAFOS EXPANSORES

Exemplo 7.1 (Gerador de nimeros primos). Para gerar eficientemente um primo de m bits usando

2 nimeros aleatdrios independentes 2-a-2, cada um de m bits, usando

O(m) bits primeiro geramos m
O(m) bits. Depois testamos cada um deles com o teste de Miller—Rabin (secao 2.3.2); a probabilidade
de erro pode ser reduzida para 27 usando O(m) bits via passeio aleatério em um grafo expansor.
Pelo teorema dos numeros primos uma fracao de 1/m dos nimeros de m bits sao primos. Pela

2

desigualdade de Chebyshev concluimos que com alta probabilidade um dos m< niimeros é primo e

a probabilidade de erro do teste é no maximo m?2".
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7.3 PSEUDOALEATORIEDADE

7.3.1 GERADORES PSEUDOALEATORIOS

EXISTENCIA DE FUNCOES PSEUDOALEATORIAS.

7.3.2 EXISTENCIA (CONDICIONAL) DE GERADORES PSEUDOALEATORIOS

GERADOR PSEUDOALEATORIO DE NISAN-WIGDERSON.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Mostre que se NP ¢ P/poly entao BPP pode ser desaleatorizado em tempo subexponencial. Nao
é sabido se NP ¢ P/poly.
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A | APENDICE

A.1 SEQUENCIAS E SERIES

(s.1) Uma série } ;- x; converge se existe o limite das somas parciais S, := 3 L x;
n
lim S, = lim > X;
n—oo n—,oo
i=1
e converge absolutamente se ) ;-,|x;| converge. Uma prova dos seguintes resultados pode ser

encontrada em Bartle, 1976.

(a) Uma série que converge absolutamente também converge.

(b) Se ) ., x,convergee ) .y, éasérie obtida de } ,x, eliminando-se os termos x,, = 0, entao

) nYn converge para o mesmo valor.

(c) Se uma série converge absolutamente entao qualquer série obtida rearranjando os termos
dessa série converge absolutamente para o mesmo valor. Ademais, vale que se {A;: iel}é

uma particao finita ou enumeravel de Ne y; =} ;ca x;, entdo
§ Xn = E Yi-
n i€l

(s.2) Se ) ;~1 x; € tal que x; > 0 para todo i, entdo a série converge ou tende ao infinito. A série

converge se, e sO se, converge absolutamente.

s.3) Teste de convergéncia por comparacao: se O < x, < y, para todo n suficientemente grande e
8 P parag n nP g

) nYn converge entao ) , x, converge.

(s.4) a convergéncia absoluta de uma série implica que toda subsérie da série é convergente. Isso

segue de (s.1b) acima e do teste de convergéncia por comparagao.

(s.5) Seja (xp,m: n,m € N) uma sequéncia duplamente indexada tal que }_(,, m [xn,m| converge. Entao

Y Y e Y e Y Y Y

neN meN (n,m)eNxN (m,n)eNxN meN neN
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(s.6) se|x| <1 entao
(@) Lpzox"=(1-x)7%
(b) Yok x™ = x(1-x)"
(©) o1 nx" = x(1-x)2
(8.7) Li>1 n=? = /6.

A convergeéncia dessa série foi estabelecida pela primeira vez por Euler e é um dos resultados

responsaveis por lancar a notoriedade, na epdca, o matematico.

(s.8) A sequéncia (1+1/n)" é estritamente crescente e a sequéncia (1 —1/n)~" é estritamente decres-
cente, ambas convergem para a constante e = 2,71... quando n — co. Além disso, para todo x

real

A.2 DESIGUALDADES
(d.1) De (s.8), para todo n > O vale

e para qualquer x >0

1—X+X7>e_x>(1—x).

(d.2) O coeficiente binomial tem os seguintes limitantes triviais

e™ > (1+x)"= i(?)x’ > (7)Xi

i=0

para todo x >0etodoi€{0,1,...,n}. Logo



Em particular, fazendo x = i/n, temos a segunda desigualdade de
n\" _(n ny
(—.) <(.)<(€—.)-
i i i

(d.3) A seguinte igualdade assintética conhecida como férmula de Stirling
1 n n
n!:(1+O(F)) 2nn(2) =(1+o0(1)) 2nn(g)

e

A seguinte tabela que exibe exemplos para nimeros pequenos nos da ideia da qualidade dessa

aproximacao
n n! Stirling
1 1 0.922137
3 6 5.83621
7 5040 4980.396
10 3628800 3598696

20 2.432902e+18 2.422787e+18
50 3.041409e+64 3.036345e+64
75 2.480914e+109 2.478159e+109
100 9.332622e+ 157 9.324848e+ 157
142 2.695364e+245 2.693783e+245

também valem os limitantes

n n
ZTLI’I(E) gnlge\/n(ﬁ)
e e

Nos limitantes em (d.2) para () usamos que

[y

i—

iy i2\ . ,
(n—j)>(n—i)":(1—;) n'>(1—z)n' — (1+o(1)n’

e se i = o(y/n)

i 1 i
(7)= o =+ oty (7).
i 27ti\

(d.4) Para quaisquer numeros reais xi, X, ..., para todo natural n

|X1+"'+Xn| < |X1|+"'+|Xn|'

Ademais, |x1|+---+|x,| < |x1|+|x5]|+: -+, portanto, |x1 +- -+ x,| < |x1]|+|x>]|+: -+ e pela continuidade

da funcao valor absoluto lim,,_,, [x1 + -+ + x| = [x; + xo + | portanto
X1 +x0 + | < x|+ [xpf +--
sempre que ) , X, converge.
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A.3 ARITMETICA MODULAR

A.3.1 TEOREMA DE BEZOUT

Definimos

a-Z+b-Z:={a-n+b-m: n,meZ}

o conjunto de todos os numeros que sao combinagoes lineares inteiras de a e b, ou seja, o conjunto
dos inteiros da forma ax+ by para algum x e algum y inteiros. Vamos provar que o menor elemento

positivo desse conjunto é o mdc de ae b.

TeorReMA A.1 (TEOREMA DE BEzouT) Se a, b € Z entdo existem inteiros x e y tais que

ax+ by =mdc(a, b)

INVERTIVEIS MODULO N.

A.3.2 O ANEL DOS INTEIROS MODULO N

A4 SOLUCOES DE EQUACOES MODULO N.

TEOREMA A.2 (TEOREMA CHINES DORESTO'! ) Sejam nq, n, ..., ny inteiros maiores que 1 e tais que mdc(n;, n;) =

1 para todos i # j, e sejam cy,..., ¢k inteiros arbitrdrios. Entdo o sistema

x=c¢; (mod n;), paratodoic{l,2,..., k}.

tem uma, e so uma, solucao modulo n=nyny--- ny.

homomorfismo de grupos Sejam (X, o) e (Y, x) grupos. Uma funcao f: X — Y é um homomorfismo
se para quaisquer a,b e X
f(ao b) = f(a) x f(b).

Se, além disso, f € bijetora entao f é um isomorfismo.

TeorREMA A.3 (TEOREMA DO ISOMORFISMO) Sejam (X, o) e (Y, x) grupos com identidades denotadas por 1y e

1y, respectivamente, e f um homomorfismo. Entdo

1. Im(f)={f(x) € Y: x € X} é subgrupo de Y;

LA forma original do teorema apareceu no livro Sun Tzu Suan Ching (manual de aritmética de Sun Tzu) do terceiro-

século e republicado em 1247 por Qin Jiushao.
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2. ker(f)={xeX: f(x) =1y} é um subgrupo de X;

3. X/ker(f) é isomorfo a Im(f).

A.5 TEOREMA ESPECTRAL PARA MATRIZES REAIS

A.5.1 TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS PARA MATRIZES SIMETRICAS NAO-NEGATIVAS

TeoREMA A.4 (TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS) Seja A uma matriz simétrica, nao-negativa, irredutivel e

com autovalores Ay > A> > ... > A,. Entdo
1. X1 >0 eassociado a esse autovalor existe um autovetor positivo;
2. }\1 > )\2,’

3. |\l < Ay para todo i € [n];

4. A =—A, se, e so se, existe p tal que Ay =

B
BT 0] com as matrizes nulas sendo quadradas.
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probabilidade

$\P$ --- $\P[Q]$ --- $\prob A$ --- $\probE A$ --- $\prob[Q]A$ --- $\prob[Q]{\frac AB}$ -

$\prob[P_{\text{$1$}}]{\omega_1}$
P—P[Q] —P(A) —P[A] — Q(A) — Q(§) — P1(w1)
$\Prob A$ --- $\ProbE A$ --- $\Prob[Q]A$ --- $\Prob[Q]{\frac AB}$

P(A)—P[A]—Q(A)—Q(§)

condicional
$\probC{A}{\frac BD}$ --- $\probC[Q]{A}{BD}$ --- $\probCE{A}{\frac BD}$ --- $\probCE[Q]{A}
P(A|5)—Q(A|BD)—P[A|5]—Q[A|BD]
$\ProbC{A}{\frac BD}$ --- $\ProbC[Q]{A}{BD}$ --- $\ProbCE{A}{\frac BD}$ --- $\ProbCE[Q]{A}

P(A|8)—Q(A|BD)—P[A|B]|—Q[A|BD]
limit style

$\probX A{\frac CD}$ --- $\probXE AB$ --- $\probCX ABC$ --- $\probCXE [Q]AB{\frac CD}$ -

$\probX S {\omega_1}$ --- $\displaystyle \probX S {\omega_1}$
PA(§) — Pa[B] — Pa(B| C) — Qa[B| § }—Ps(w1) — P(wr)
$\ProbX A{\frac CD}$ --- $\ProbXE AB$ --- $\ProbCX ABC$ --- $\ProbCXE [Q]AB{\frac CD}$

PA(§) —PalB]—PA(BIC) — Qa[B §]

indicador de evento

\DeclareRobustCommand{\1}[1]{\ensuremath \mathbf{1} {#1}}
=> \1 X

Iy

esperanga

\DeclareRobustCommand{\E}[2][{\mathbbmss{E}}]{\ensuremath {#1}\colchx{#2} }
\DeclareRobustCommand{\EC}[3][{\mathbbmss{E}}]{\ensuremath {#1}\evecx {#2}{#3} }
=> \E X --- \EC XY
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EX —E[X]Y]

variancia

\DeclareRobustCommand{\var}[1][\protect\operatorname{Var}]{\ensuremath #1 }

=> \var X

VIX]

Figura A.1: exemplo de uma arvore geradora. As arestas pretas e vermelhas fazem parte do grafo, s6

as arestas vermelhas formam , junto com todos os vértices, um arvore geradora do grafo.
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